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|. Analytische Untersuchungen

Der erste Teil dieser Arbeit soll sich einigen theoretischen Betrachtungen zur Konver-
genz eines konkreten Losungsverfahrens fiir schlecht-gestellte Operatorgleichungen, der
Tikhonov-Regularisierung, widmen. Im ersten Kapitel werden wir kurz auf die Proble-
matik inverser und schlecht-gestellter Probleme eingehen, da diese stets spezielle Lo-
sungsverfahren erfordern. Im Anschluss fithren wir in Kapitel 2 den Begriff des topolo-
gischen Raumes ein und legen damit die begriffliche Grundlage fiir die Betrachtungen
in den folgenden Kapiteln. Die mathematische Symbolik wird in Kapitel 3 eingefiihrt.
Zudem werden wir dort einige wesentliche Aussagen zu den Eigenschaften der Tikhonov-
Regularisierung formulieren und beweisen. Kapitel 4 bildet den Hauptteil dieser Arbeit.
Wir werden in diesem Kapitel ein neues Konzept zum Beweis von Aussagen iiber Konver-
genzraten bei der Tikhonov-Regularisierung vorstellen, welches vollsténdig ohne Werk-
zeuge aus Hilbert- oder Banach-Raumen auskommt. In Kapitel 5 werden dann eingige
aus der Literatur bekannte Resultate als Spezialfall des in dieser Arbeit beschriebenen
Konzepts vorgestellt. Eine Sammlung von Ankniipfungspunkten fiir weitere Uberlegun-
gen werden wir in Kapitel 6 zusammenstellen.






1. Inverse und schlecht-gestellte Probleme

Von alters her besteht die Hauptarbeit der Naturwissenschaften darin, beobachtete Vor-
gange durch (mathematische) Modelle zu beschreiben. Solche Modelle ermoglichen das
theoretische Nachvollziechen von Zusammenhéngen, aber auch die Vorhersage von zu-
kiinftigen Ereignissen anhand von Beobachtungen aus der Vergangenheit. Als wichti-
ge Vertreter alter und neuer Anwendungsmoglichkeiten seien hier nur beispielhaft die
Vorhersage der Mondbahn sowie von Sonnenfinsternissen und die computergestiitzte
Simulation physikalischer Prozesse (z.B. Warmeleitung) genannt. In neuerer Zeit wer-
den mathematische Methoden und Modelle auch in anderen Wissenschaften verstérkt
angewandt, sodass die im Folgenden aus naturwissenschaftlicher Sicht beschriebenen
Fragestellungen zum Beispiel auch in den Wirtschaftswissenschaften (z.B. Optionspreis-
modelle) und im technischen Bereich (z.B. Bildverarbeitung) von Bedeutung sind.

Als Modell bezeichnen wir eine Vorschrift, die den Weg von einer Ursache zur ent-
sprechenden Wirkung mathematisch beschreibt; d.h. jeder Ursache wird eine eindeutige
Wirkung zugeordnet. Zusétzlich kénnen in ein Modell verschiedene Parameter (z.B.
Materialparameter) eingehen, die Einfluss auf diese Zuordnung haben. Die Parameter
konnen gegebenenfalls auch zu den Ursachen gezéhlt werden. Als Beispiel betrachten
wie ein einfaches Warmeleitproblem: Gegeben sei ein quaderférmiger Korper, der an
der Unterseite im Zeitintervall von ¢ = 0 bis t = T > 0 erwarmt wird. Als Wirkung
im Sinne des obigen Modellbegriffs sehen wir die Warmeverteilung im Inneren des Kor-
pers zum Endzeitpunkt ¢ = T an. Die Warmeleitung im Korper kann mit Hilfe von
partiellen Differentialgleichungen modelliert werden. Als Ursache sind hier zwei Dinge
auszumachen: zum einen die Warmezufuhr an der Unterseite sowie der Warmeabfluss
iiber die restlichen Flichen an die kéltere Umgebung (Randbedingungen), wobei die-
se Randbedingungen innerhalb des vorgegebenen Zeitintervalls nicht konstant bleiben
miissen, und zum anderen die Warmeverteilung zum Zeitpunkt ¢ = 0 im Inneren des
Korpers (Anfangsbedingung). Ein in das Modell eingehender Parameter wird zum Bei-
spiel der Warmeleitkoeffizient des Korpers sein; dieser kann je nach Modell auch von
Punkt zu Punkt variieren.

Mit dem Fortschritt der technischen Entwicklung wurde zunehmend die Frage inte-
ressant, wie man anhand mathematischer Modelle nicht nur eine Wirkung theoretisch
vorhersagen, sondern auch Aussagen iiber andere Teile des Modells, also iiber die Ur-
sachen, iiber Teile der Ursachen oder iiber die einfliefenden Parameter gewinnen kann.
Beim Waérmeleitmodell ist zum Beispiel der Warmeleitkoeffizient, insbesondere wenn
er nicht raumlich konstant ist, durch direkte Messung kaum zu bestimmen. Es bietet
sich also an, Rand- und Anfangsbedingungen vorzugegeben und die Warmeverteilung
zum Zeitpunkt ¢ = T, zumindest am Rand des Korpers, experimentell zu ermitteln,
um aus diesen Daten mit Hilfe des Modells den Warmeleitkoeffizienten zu bestimmen.
Wahrend man die Berechnung der Wirkung aus Ursache und Parametern als direktes
Problem bezeichnet, spricht man bei entgegengesetzten Fragestellung, d.h. bei der Er-
mittlung der Ursache, von Teilen der Ursache oder von Modellparametern aus einer
beobachteten Wirkung und weiteren bekannten Grofen des Modells, von einem inwver-
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sen Problem. Wie das Beispiel zur Warmeleitung zeigt, ist bei einem inversen Problem
oft nicht nur die Wirkung bekannt, sondern es stehen auch Teile der Ursache oder der
Modellparameter zur Rekonstruktion der fehlenden Informationen zur Verfiigung.

Zur Vereinfachung der Darstellung reduzieren wir im Folgenden das direkte Problem
darauf, aus einer gegebenen Grofe (Ursache) eine dadurch eindeutig bestimmte zweite
Groke (Wirkung) zu berechnen. Als inverses Problem betrachten wir die Ermittlung
einer Ursache, die eine vorgegebene Wirkung nach sich zieht. Wir vernachléssigen also
die Unterteilung in Ursachen und Parameter und betrachten nur noch die Grofsen des
Modells, die bei der Lésung des direkten bzw. des inversen Problems gesucht sind. Alle
weiteren Grofen sehen wir als konstant an.

Abhéngigkeiten zwischen zwei Gréfien bringen immer die Frage mit sich, wie emp-
findlich diese Abhéngigkeiten sind: Fiihrt eine geringfiigige Anderung der einen Groke
auch nur zu einer geringfiigigen Anderung der anderen? Oder ist es moglich, dass sich
die als abhingig betrachtete Groke beliebig stark dndern kann, obwohl die Anderung
der vorgegebenen Grofe nur sehr klein war? Im ersten Fall heifit die Abhéngigkeit stetig,
im zweiten unstetig. Bei der Untersuchung solcher Stetigkeitsfragen stellt sich meist he-
raus, dass das direkte Problem eine Glattungseigenschaft besitzt, d.h. sehr verschiedene
Ursachen konnen zu dhnlichen oder sogar identischen Wirkungen fiithren. Dies ist der
Grund fiir die Unstetigkeit vieler inverser Probleme.

Die einem inversen Problem meist innewohnende Unstetigkeit stellt die grofste Schwie-
rigkeit bei der mathematischen Behandlung solcher Probleme dar, da beliebig kleine
Fehler bei der Beobachtung der Wirkung nahezu beliebig starke Fehler im Ergebnis her-
vorrufen kénnen. Hinzu kommen noch die Fragen nach Existenz und Eindeutigkeit einer
Losung. Um ein inverses Problem mit geeigneten mathematischen Methoden losen zu
kénnen, miissen somit zunéchst die drei folgenden Fragen beantwortet werden:

e Gibt es im Rahmen des betrachteten Modells iiberhaupt eine Ursache, die zur
beobachteten Wirkung fithrt?

e Gibt es hdchstens eine Ursache, die zur beobachteten Wirkung fithrt?
e Hingt die ermittelte Ursache stetig von der beobachteten Wirkung ab?

Konnen alle drei Fragen, insbesondere die letzte, positiv beantwortet werden, so heifst
das Problem gut-gestellt (korrekt) nach Hadamard. Muss mindestens eine dieser Fragen
verneint werden, so ist das Problem schlecht-gestellt (inkorrekt) nach Hadamard.

Ziel der mathematischen Theorie der inversen und schlecht-gestellten Probleme ist
die Entwicklung und Untersuchung so genannter Regularisierungsverfahren, mit deren
Hilfe auch schlecht-gestellte Probleme stabil, d.h. ohne iiberméfige Verstarkung von
Datenfehlern, gelost werden kénnen. Erreicht wird dies durch den Ubergang von exakten
zu naherungsweisen Losungen. Im weiteren Verlauf des ersten Teils dieser Arbeit werden
wir ein solches Verfahren vorstellen und dessen Eigenschaften untersuchen.

Als allgemeine Einfiihrung in das mathematische Gebiet der inversen und schlecht-
gestellten Probleme sowie fiir einen Uberblick iiber gingige Regularisierungsverfahren
sei das Standardwerk [9] empfohlen.



2. Topologische Raume

Die meisten Aussagen im ersten Teil dieser Arbeit werden wir fiir recht allgemeine to-
pologische Rdume formulieren. Somit ist es notwendig, die oft nur in normierten oder
metrischen Rdumen betrachteten Grundbegriffe der mathematischen Analysis, wie Kon-
vergenz, Stetigkeit und Kompaktheit, auch fiir topologische Rdume einzufiihren. Wir
werden den Umfang der Ausfilhrungen auf das Notigste beschrénken und auf sdmt-
liche Beweise verzichten. Eine kurze Einfiihrung in das Gebiet der topologischen Rdume
bietet [37, Anhang B.2|. Fiir umfassende Abhandlungen empfehlen wir [28] und [2].

2.1. Grundbegriffe

Im Folgenden bezeichnen wir mit P(W) die Potenzmenge, d.h. das System aller Teil-
mengen, einer nichtleeren Menge W.

Definition 2.1. Sei W eine beliebige nichtleere Menge und sei 7 C P(W) ein nichtleeres
System von Teilmengen von W. Das Paar (W, 1) heift topologischer Raum und 7 heifst
Topologie auf W, wenn gilt:

(i) ) erund W e T,
(ii) aus G; € 7 fiir ¢ € I (beliebige Indexmenge) folgt | J,c; G; € T,
(iii) aus G1,Ga € 7 folgt Gi1NGa € 7.

Definition 2.2. Sei (W, 7) ein topologischer Raum und sei G C W. Die Menge G heift
offen, wenn G € 7 gilt, und abgeschlossen, wenn W \ G € 7 gilt. Die Vereinigung aller
in G enthaltenen offenen Mengen heifst Inneres von G und wird mit G bezeichnet. Der
Durchschnitt aller G umfassenden abgeschlossenen Mengen heifst Abschluss von G und
wird mit G bezeichnet.

Definition 2.3. Sei W eine beliebige nichtleere Menge und seien 71 und 72 zwei Topo-
logien auf W. Die Topologie 71 heiftt schwdcher oder gréber als o, wenn 71 C 1o gilt.
Die Topologie 75 heifst dann entsprechend stdrker oder feiner als 7.

In einem topologischen Raum steht kein Mittel zur Verfiigung, um den Abstand zwi-
schen zwei Elementen zu messen (im Gegensatz zum metrischen Raum). Dennoch kann
man im weitesten Sinne {iber Entfernungsbeziehungen sprechen. Dazu fithren wir den
Umgebungsbegriff ein.

Definition 2.4. Sei (W, ) ein topologischer Raum und sei w € W.

(i) Eine Menge H C W heift Umgebung von w, wenn eine offene Menge G € 7 mit
w € G C H existiert.

(ii) Das System U(w) C P(W) aller Umgebungen des Punktes w heift Umgebungs-
system von w.
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(iii) Ein Teilsystem B(w) C U(w) des Umgebungssystems von w heift Umgebungsbasis
von w, wenn zu jeder Menge H € U(w) eine Menge G € B(w) mit G C H existiert.

Weiter unten werden wir den Begriff der kompakten Menge einfithren. Dazu benétigen
wir die folgende Definition.

Definition 2.5. Sei (W, 7) ein topologischer Raum und sei W C W. Dann heifit das
System . .

T ={GNW :Get} CPW)
Spurtopologie von W auf W und (W,7) wird als topologischer Teilraum von (W,T)

bezeichnet.

Beispiel. Sei (W, d) ein metrischer Raum. Dann bildet die Menge aller beziiglich der
Metrik d offenen Mengen eine Topologie auf W. Somit ist jeder metrische Raum auch
ein topologischer Raum. Fiir w € W ist

B(w) := {Byn(w) : n € N}

mit By (wo) := {w € W : d(w,wo) < r} eine (abzéhlbare) Umgebungsbasis des Punktes
w. Ein Teileraum W C W im Sinne des metrischen Raumes stimmt mit dem entspre-
chenden topologischen Teilraum iiberein, d.h. die Menge aller in (W,d|}, ;) offenen

Mengen stimmt gerade mit der Spurtopologie von W auf W iiberein.

2.2. Konvergenz

Fiir die Arbeit im metrischen Raum ist der Begriff der Folgenkonvergenz vollkommen
ausreichend. Im topologischen Raum zeigt sich jedoch, dass das Konvergenzkonzept
allgemeiner formuliert werden muss.

Definition 2.6. Eine nichtleere Indexmenge I heiflt gerichtet, wenn einen Relation ,, <"
auf I existiert, sodass gilt:

(i) @ < fur alle ¢ € I (Reflexivitét),
(il) aus i1 <9 und ig < i3 folgt i1 < i fiir alle 41,492,435 € I (Transitivitét),
(iii) zu beliebigen 41,19 € I existiert ein i3 € I mit 47 < i3 und iz < i3.

Definition 2.7. Sei W eine beliebige nichtleere Menge und sei I eine gerichtete Index-
menge. Jede Abbildung ¢ : I — W heiflt Netz oder Moore-Smith-Folge in W. Statt ¢
schreiben wir (w;)ier mit w; := ¢(1).

Definition 2.8. Sei (W, 7) ein topologischer Raum. Ein Netz (w;);c; in W heiflt kon-
vergent gegen w € W (Schreibweise: w; — w), wenn zu jeder Umgebung G' € U(w) von
w ein ig € I mit w; € G fur alle i = i existiert.
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Beispiel. Die Menge N der natiirlichen Zahlen ist mit der Relation ,,<* eine gerichtete
Menge. Somit ist jede Folge (wy)ken in einer Menge W ein Netz in W. Eine Folge (w)ken
in einem topologischen Raum (W, 7) heifst nach Definition 2.8 konvergent gegen w € W,
wenn zu jeder Umgebung G € U(w) von w ein kg € N mit wy, € G fir alle k& > kg
existiert. Die aus metrischen Raumen bekannte Folgenkonvergenz ist also ein Spezialfall
der Netzkonvergenz.

Satz 2.9. Seien (W, T) ein topologischer Raum, w € W beliebig und B(w) eine Um-
gebungsbasis von w. Dann konvergiert ein Netz (w;)ier genau dann gegen w, wenn zu
jeder Menge G € B(w) ein ig € I mit w; € G fiir alle i = iy existiert.

Konvergente Netze (auch konvergente Folgen) konnen mehrere Grenzelemente besit-
zen. Ein extremes Beispiel dafiir stellt die so genannte triviale oder chaotische Topologie
dar: Sei W eine beliebige nichtleere Menge und sei 7 := {@), W}. Dann ist 7 eine Topo-
logie auf W und fiir jedes Element w € W gilt U(w) = {WW}. Somit konvergiert jedes
Netz in W gegen jedes Element in W. Einen Ausweg liefert die folgende Definition.

Definition 2.10. Ein topologischer Raum (W, 7) heifst Hausdorff-Raum, wenn fiir be-
liebige Elemente wi,ws € W offene Mengen G1,Go € 7 mit w; € Gy, we € G2 und
G1 N Gy = () existieren.

Bemerkung. Offensichtlich ist jeder metrische Raum ein Hausdorff-Raum.

Satz 2.11. FEin topologischer Raum ist genau dann ein Hausdorff-Raum, wenn in ihm
jedes konvergente Netz genau ein Grenzelement besitzt.

In metrischen Rdumen ist bekannt, dass alle wesentlichen Begriffe, wie zum Beispiel
Abgeschlossenheit, Stetigkeit und Kompaktheit, mit Hilfe von Folgen charakterisiert
werden kénnen. Im topologischen Raum tibernehmen Netze diese Charakterisierung.

Satz 2.12. Fine Menge G C W im topologischen Raum (W, T) ist genau dann abge-
schlossen, wenn die Grenzelemente jedes konvergenten Netzes in G ebenfalls in G liegen.

Definition 2.13. Sei (W, 7) ein topologischer Raum. Eine Menge G C W heifit fol-
genabgeschlossen, wenn die Grenzelemente jeder konvergenten Folge in G ebenfalls in G
liegen.

Bemerkung. Offensichtlich folgt aus der Abgeschlossenheit die Folgenabgeschlossenheit.
Die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht.

Definition 2.14. Ein topologischer Raum (W, 7) heifft A;-Raum, wenn er das erste
Abzdhlbarkeitsaxiom erfillt, d.h. wenn zu jedem Element w € W eine abzihlbare Um-
gebungsbasis existiert.

Bemerkung. Jeder metrische Raum ist ein A;-Raum.

Satz 2.15. In einen Ai-Raum ist eine Menge genau dann abgeschlossen, wenn sie fol-
genabgeschlossen ist.
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2.3. Stetigkeit
Seien (U, 7y7) und (V, 1) topologische Réume.

Definition 2.16. Eine Abbildung f : U — V heilt stetig im Punkt u € U, wenn zu
jeder Umgebung H € U(f(u)) eine Umgebung G € U(u) mit f(G) C H existiert. Eine
Abbildung f : U — V heifst stetig, wenn sie in jedem Punkt von U stetig ist.

Satz 2.17. FEine Abbildung f : U — V ist genau dann stetig im Punkt u € U, wenn fir
jedes Netz (u;)icr in U mit u; — uw € U auch f(u;) — f(u) gilt.
Definition 2.18. Eine Abbildung f : U — V heilit folgenstetig im Punkt v € U,

wenn fiir jede Folge (ug)reny mit up — u € U auch f(ug) — f(u) gilt. Eine Abbildung
f:U — V heift folgenstetig, wenn sie in jedem Punkt von U folgenstetig ist.

Bemerkung. Offensichtlich folgt aus der Stetigkeit die Folgenstetigkeit.

Satz 2.19. Sei U ein Aj-Raum. Dann ist eine Abbildung f : U — V genau dann stetig,
wenn sie folgenstetiq ist.

2.4. Kompaktheit

Die Ubertragung des Kompaktheitsbegriffes von metrischen auf topologische Riume
bringt eine Reihe neuer Effekte mit sich, sodass mehrere verschiedene, im metrischen
Raum zusammenfallende Kompaktheitsbegriffe eingefithrt werden kénnen. Wir wollen
uns hier auf Kompaktheit und Folgenkompaktheit beschrianken.

Im Folgenden verstehen wir unter einer (endlichen) offenen Uberdeckung einer Menge
G C W im topologischen Raum (W, ) stets eine Familie von (endlich vielen) offenen
Mengen, deren Vereinigung die Menge G umfasst.

Definition 2.20. Sei (W, 7) ein topologischer Raum.

(i) (W, 7) heikt kompakt, wenn jede offene Uberdeckung von W eine endliche offene
Uberdeckung von W enthilt.

(i1) (W, 7) heikt folgenkompakt, wenn jede Folge in W eine konvergente Teilfolge be-
sitzt.

(iii) Eine Menge G C W heiflt kompakt bzw. folgenkompakt, wenn G als Teilraum von
(W, 1) kompakt bzw. folgenkompakt ist.

Satz 2.21. Sei (W, 1) ein Ai-Raum. Dann ist jede kompakte Menge G C W folgenkom-
pakt.

Um die Kompaktheit einer Menge in einem topologischen Raum mit Hilfe von Netzen
zu charakterisieren, benttigt man den Begriff des Teilnetzes. Dieser ist keine Verallge-
meinerung des Teilfolgenbegriffs und soll hier nicht erlautert werden.

Definition 2.22. Eine Menge G C W im topologischen Raum (W, 7) heifst relativ
kompakt bzw. relativ folgenkompakt, wenn ihr Abschluss G kompakt bzw. folgenkompakt
ist.



3. Tikhonov-Regularisierung

In diesem Kapitel stellen wir ein sehr flexibles Regularisierungsverfahren, die Tikhonov-
Regularisierung, vor. Wir wihlen von Anfang an einen recht allgemeinen Ansatz und
werden erst spéter auf wichtige Spezialfille eingehen.

3.1. Das Tikhonov-Funktional

Inverse Probleme werden iiblicherweise als Operatorgleichung formuliert, d.h. das di-
rekte Problem wird durch eine Abbildung zwischen zwei Radumen beschrieben und das
inverse Problem besteht darin, die entsprechende Operatorgleichung fiir ein vorgegebe-
nes Element aus dem Bildraum zu 16sen.

Wir betrachten einen linearen topologischen Raum U iiber dem Skalarkoérper R mit
Topologie 1y, einen topologischen Raum V' mit Topologie 7y sowie einen im Allge-
meinen nichtlinearen Operator F' : D(F) C U — V mit Definitionsbereich D(F'). Die
Operationen des linearen Raumes U, d.h Addition und Multiplikation mit Skalaren,
miissen nicht stetig beziiglich 7y sein. Die R&ume U und V seien Hausdorff-Raume, d.h.
das Grenzelement einer konvergenten Folge sei eindeutig bestimmt. Als Symbol fiir die
Konvergenz im Sinne der Topologie verwenden wir ,,—.

Ziel ist es, fiir ein v" € V die Gleichung

F(u) =° (3.1)

zu 16sen. Im Weiteren bezeichnen wir mit v° stets die exakte rechte Seite der Gleichung
(3.1), die aufgrund von Beobachtungsfehlern jedoch nur nédherungsweise in Form eines
Elementes v® € V bekannt ist. Das Datenfehlerniveau § > 0 beschreibt die Genauigkeit
dieser Naherung. Um dies zu prézisieren, bendtigen wir einen Abstandsbegriff im Raum
V. Dazu geben wir uns ein nichtnegatives Funktional & : V' x V' — [0, 00| vor, das
jedem Paar von Elementen aus V' einen Abstand zuordnet, der nicht notwendigerweise
die Eigenschaften eines metrischen Abstandes besitzen muss. Die Niherung v° von v°
soll nun

S°%1°) <6 und S@°,0°) <4 (3.2)

erfiillen.
Da wir Gleichung (3.1) aufgrund der fehlenden Kenntnis von v° nicht exakt 15sen
konnen, suchen wir eine Naherungslosung als Losung des Minimierungsproblems

5\p :

S(F(u),v) — i (3.3)
flir ein p > 0. Die Minimierung der p-ten Potenz von S kann aus praktischer bzw.
numerischer Sicht giinstiger sein als die Minimierung des reinen Abstandsfunktionals S.
Allgemeiner kann man auch f(S(F(u),v%)) mit einer Funktion f : [0, 00] — [0, o0] iiber
D(F') minimieren; einige Betrachtungen dazu findet man in [31].

Oft ist aufgrund der Eigenschaften des Operators F' nicht einmal die Existenz von
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Losungen des Minimierungsproblems (3.3) gesichert; selbst wenn Minimierer existieren,
héingen diese in der Regel nicht stetig von v® ab. Um dennoch eine stabile Losungsme-
thode zu erhalten, &ndern wir das Minimierungsproblem (3.3) ab. Dazu fiihren wir ein
weiteres Funktional R : U — [0, 00| ein, welches die ,Qualitit” eines Elementes u € U
messen soll; je kleiner der Wert von R ist, desto ,besser” ist das Element. Im Weiteren
sei D(R) :={u e U:R(u) <oo} und D := D(F)ND(R).

Fiir ein @ > 0 betrachten wir nun Naherungslosungen zu (3.1) in Form von Losungen
des Minimierungsproblems

T (u) == S(F(u),v°)? + aR(u) — rréig, (3.4)

u
wobei der Parameter o zur Gewichtung zwischen beiden Funktionalen dient. Wenn «
klein gewihlt wird, dann kommen wir den gegebenen Daten v° sehr nahe, aber das
Minimierungsproblem ist nur wenig stabil. Wird « hingegen grofs gewéhlt, dann ist das
Problem zwar stabil 16sbar, jedoch ist der Abstand der Losung zu den Daten groft. Der
Parameter a muss also einen Kompromiss zwischen Datenapproximation und Stabilitat
herstellen.

Das Funktional 7.2 wird als Tikhonov-Funktional bezeichnet. Das beschriebene Vorge-
hen, d.h. die Minimierung eines solchen Funktionals, zur Lésung einer Operatorgleichung
nennt man Tikhonov-Regularisierung, wobei wir hier eine sehr allgemeine Variante dieses
Regularisierungsverfahrens behandeln. Diese allgemeine Variante wird in der Literatur
auch als Variationsregularisierung bezeichnet; Untersuchungen dazu beschrénkten sich
jedoch bisher auf Potenzen von Normen als Abstandsfunktional S. Anwendungen mit
konkreten Abstandsfunktionalen S findet man in [25].

An dieser Stelle sollte erwéhnt werden, dass solch allgemeine Ansétze bereits vor mehr
als 25 Jahren in Erwdgung gezogen wurden (vgl. [29, S. 53]), jedoch erst in jiingster
Zeit, motiviert durch neue Resultate fiir Tikhonov-Regularisierung in Banach-Rdumen
(z.B. [19] und [15]), genauer untersucht werden.

3.2. Existenz, Stabilitiat, Konvergenz

Nachdem die Methode der Tikhonov-Regularisierung formal eingefiihrt wurde, bleibt
zu zeigen, dass auf diesem Weg Operatorgleichungen stabil gelost werden kénnen. Um
Aussagen iiber das Losungsverhalten von (3.1) bzw. (3.4) formulieren und beweisen zu
kénnen, miissen wir einige Annahmen treffen. Zunéchst geben wir zur Vereinfachung
der Notation eine Definition an. Angemerkt sei, dass wir bei der Konvergenz von Folgen
(wg)ken gegen ein Element w nur ,wy, — w* anstelle der exakten Formulierung ,,wy, — w
fiir kK — oo“ schreiben, sofern klar ist, beziiglich welchem Index der Grenziibergang
vollzogen wird.

Definition 3.1. Wir sagen, dass eine Folge (vi)ren in V gegen ein Element v € V' im

. . . S
Sinne von S konvergiert, und schreiben vy — v, wenn

S(v,v) =0 und S(vg,v) — 0

10



3.2. Existenz, Stabilitdt, Konvergenz

gelten.
Voraussetzung 3.2.
(i) F
(i)
)
)

D(F) CU — V ist folgenstetig (vgl. Definition 2.18).
D(F) ist folgenabgeschlossen (vgl. Definition 2.13).
(iii) Es existiert ein u € D, sodass F(u) = v° gilt. Insbesondere ist also D # ().

(iv) Fir S : V xV — [0, 00] gilt (mit Folgen (vg)ren und (k) gen in V' sowie v,0 € V):
(a) S(v,v) =0 gilt genau dann, wenn v = 9.

(b) Es existiert ein s > 1, sodass
S(vi,v2) < sS(v1,v3) + sS(vs,v1)

fiir alle v1,vo,v3 € V gilt.

(c) S ist unterhalb folgenstetig, d.h. aus vy — v und v — v folgt

S(v,0) < liminf S(vg, Ug).

k—o0
(d) Aus S(vg,v) — 0 folgt vy — v.
(e) Gelten vy, S, v und S(0,v) < o0, so folgt S(v,v;) — S(0,v).
(v) R:U — [0,00] ist unterhalb folgenstetig, d.h. aus ux — u folgt

R(u) < liminf R(ug).

k—oo
(vi) Fiir jedes o > 0 und jedes ¢ > 0 sind die Niveaumengen
My(c) :={ue€D:Tou) <c}

relativ folgenkompakt (vgl. Definition 2.22), d.h. jede Folge (ug)ren in My(c)
besitzt eine in U konvergente Teilfolge.

Bemerkung. Einige Bemerkungen zu Voraussetzung 3.2:
e Fiir s =1 folgt (iv)(e) aus (iv)(b), denn es gilt

—S(vg,v) < S0, vx) — S(0,v) < S(v,vg) .
—— ~——

—0 —0

e Aus den Punkten (iv)(a) und (iv)(b) folgt, dass das Grenzelement einer im Sinne
von S konvergenten Folge (vk)ken eindeutig bestimmt ist. Denn hétte diese Folge

11



3. Tikhonov-Regularisierung

zwei verschiedene Grenzelemente v € V und o € V, so wiirde
S(v,v) < sS(v,vk) + sS(vg, 0) — 0

und somit v = v folgen.

e Gilt D(F) = U, so ist D(F) trivialerweise folgenabgeschlossen, d.h Punkt (ii) ist
automatisch erfiillt.

Um die Formulierungen im weiteren Verlauf des ersten Teils dieser Arbeit nicht unno-
tig aufzubldhen, werden wir statt folgenabgeschlossen nur abgeschlossen, statt folgenste-
tig nur stetig usw. schreiben, sofern dadurch keine Unklarheiten zu erwarten sind. Falls
U und V metrische Rdume (oder allgemeiner A;-Réume) sind, so fallen diese Begriffe
ohnehin zusammen.

Im Zusammenhang mit Punkt (iv)(b) von Voraussetzung 3.2 werden wir in diesem
und auch in spiteren Kapiteln des Ofteren die Ungleichung

(a4 b)P < cp(aP + bP)

fiir reelle Zahlen a > 0, b > 0 und p > 0 mit

1 fir p € (0,1),
Cp 1=
P 2r=1 fiir p > 1

verwenden. Einen Beweis dieser Ungleichung findet man in [29].

Alle Sdtze in diesem Abschnitt sind aus [25] iibernommen. Die Beweise sollen hier
nochmals angegeben werden, wobei wir kleinere Modifikationen vornehmen, da wir im
Gegensatz zu [25] die Annahme (iv)(b) aus Voraussetzung 3.2 treffen und Punkt (vi)
schwécher als in |25] formuliert haben.

Satz 3.3 (Existenz). FEs sei Voraussetzung 3.2 erfillt. Dann besitzt das Minimierungs-
problem (3.4) eine Lisung.

Beweis. Im Folgenden beziehen sich rémische Zahlen stets auf Voraussetzung 3.2.
Setzen wir ¢ := inf{72(u) : u € D}, so existiert wegen (iii) eine Folge (uy)ren in D
mit Tj(uk) — ¢; insbesondere gilt ¢ < co. Fiir hinreichend groftes k£ gilt nun

Ty wva(ur) < cps? (S(F(up), v*)" +S(0°,0°) + aR(uy))

< cpsP (0P + ’ch(uk)) < cpsP(P +c+1)

und damit uy € Mc,spa(cps?(0P+c+1)). Nach (vi) besitzt (uy) also eine in U konvergente
Teilfolge, die wir wieder mit (ux)gen bezeichnen; das Grenzelement sei @ € U.
Wegen (ii) gilt @ € D und aus (i) folgt F'(ur) — F(@). Damit erhalten wir aus (iv)(c)

12



3.2. Existenz, Stabilitdt, Konvergenz

und (v)
T2 (1) < lim inf S(F(uy), V)P 4 orlim inf R (k)
< liﬂi}gf(S(F(uk), V)P + aR(uy)) = klingo T2 (ug) = c,
d.h. @ minimiert 72 iiber D. ]

Satz 3.4 (Stabilitdt). Es sei Voraussetzung 3.2 erfillt und es sei (vi)ken eine Folge in
V' mit vy S, 05, Dann besitzt jede Folge (ug)ken in U mit ug, € argmin{S(F(u), vg)P +
aR(u) : uw € D} eine konvergente Teilfolge und das Grenzelement jeder konvergenten
Teilfolge minimiert ch tber D. Auferdem gilt fir jede konvergente Teilfolge (uk,)ien
von (uy) mit Grenzelement @ die Beziehung R(uy,) — R(a).

Beweis. Im Folgenden beziehen sich rémische Zahlen stets auf Voraussetzung 3.2.
Sei uy, € argmin{S(F(u),vg)? +aR(u) : uw € D} fiir k € N, sei @ € D so gewahlt, dass
F(u) = v° gilt und sei ¢ > 0 beliebig. Dann folgt aus (iv)(b) fiir hinreichend grofies k

’Z;gspa ) < cps? (S(F(uk), vi)? + aR(ug) + S(vg, v°)P)
< P (S(F(), 0x)? + 0R(3) + S(up )
<c (2cpsp5p + cpsPS (1, vg)P + ¢psP S (v, v° )P + aR(w))
<92 + ) + ey aR ()

und damit ugy € Mc,spa (2612)5217(51) + ¢) + ¢psPaR(w)). Nach (vi) besitz (uy) also eine in
U konvergente Teilfolge.

Sei nun (u, )ien eine beliebige konvergente Teilfolge von (uy) mit Grenzelement @ € U
sowie (v, )ien die entsprechende Teilfolge von (vy). Wegen (ii) gilt @ € D und aus (i)
folgt F(uy,) — F(@). Aukerdem gilt v, — v° nach (iv)(d). In Verbindung mit (iv)(c),
(v) und (iv)(e) folgt fiir u € D mit S(F(u),v%) < co somit
T (@) < hgigfs(F(“kz)a v, )P + li&(i)gf R(ug,) < lillgglf(S(F(ukl), o, )P + R (u,))

< limsup(S(F(uk,), vi,)? + aR(ug,)) < limsup(S(F(u), vg,)? + aR(u))
l—o0 l—o0
= lim S(F(u),vk,)P + aR(u) = S(F(u),v°)P + aR(u),

l—00

d.h. @ minimiert 722 iiber D. Insbesondere erhalten wir mit u := @ die Beziehung

T2 (@) = lim (S(F(uk,), vi, )P + aR(uk,))- (3.5)

«
l—00

Wir nehmen nun an, dass R(ug,) nicht gegen R () konvergiert. Dann gilt

lilm inf R(ug,) # R(a) oder limsupR(uy,) # R(w)

l—00
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3. Tikhonov-Regularisierung

und wegen
R(a) < lilm inf R(ug,) < limsup R(uy,)
o0 l—o0
folgt somit
¢ = limsup R(uy,) > R(a).
l—o0
Nach Definition von ¢ besitzt (u,) eine Teilfolge (u;,, )men, die R(w,,) — ¢ erfiillt, und
somit folgt aus (3.5)
lim S(F(w,,), v, )" = lim (S(F(u,,),v,,)" + aR(w,,)) —a lim R(u,,)

m
m—00 m—00

= S(F(@), )P + aR(@t) — aé < S(F (@), v°)P.
).

Dies steht im Widerspruch zu (iv)(c O

Zur Formulierung von Konvergenzaussagen ist es zweckméfig, den Losungsbegriff fiir
Gleichung (3.1) enger zu fassen.
Definition 3.5. Ein Element uf € D heift R-minimierende Losung, wenn F(ul) = o°
und R(ul) = inf{R(u) : u € D, F(u) = v°} gelten.

Satz 3.6. Es sei Voraussetzung 3.2 erfillt. Dann existiert eine R-minimierende Losung.

Beweis. Im Folgenden beziehen sich romische Zahlen stets auf Voraussetzung 3.2.
Setzen wir ¢ := inf{R(u) : v € D, F(u) = 1"}, so existiert wegen (iii) eine Folge
(ug)ken in D mit F(uy,) = v° und R(ug) — c; insbesondere gilt ¢ < co. Fiir hinreichend
grofes k gilt nun
T (ur) = Rug) < c+1

und damit ug, € My(c+ 1). Nach (vi) besitzt (ux) also eine in U konvergente Teilfolge,

die wir wieder mit (uy)gen bezeichnen; das Grenzelement sei & € U. Wegen (ii) gilt

@ € D, aus (i) folgt F(i) = v° und (v) liefert R(@) < lik{n inf R(ux) = c. Somit ist @
—00

eine R-minimierende Losung. O

Satz 3.7 (Konvergenz). Es sei Voraussetzung 3.2 erfillt und es sei (0x)xen €ine mono-
ton fallend gegen Null konvergierende Folge in R. Weiterhin seien « : (0,01] — (0, 00)
eine Parameterwahl mit o(§) — 0 und % — 0 fiir 6 — 0 sowie ay := (), vy = v
und (ug)gen eine Folge in U mit uy, € argmin{S(F(u),vg)? + aR(u) : w € D}. Dann
besitzt (uy) eine konvergente Teilfolge und jede konvergente Teilfolge von (uy) konver-
giert gegen eine R-minimierende Losung. Ist die R-minimierende Losung eindeutig, so
konvergiert (uy) gegen diese R-minimierende Losung.

Beweis. Im Folgenden beziehen sich rémische Zahlen stets auf Voraussetzung 3.2.
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Sei uy, € argmin{S(F(u),v;)? + aR(u) : w € D} fir k € N, sel aax := max{ay : k €
N} und sei ¢ > 0 beliebig. Dann gilt fiir hinreichend grofes k

T2 s () < ps” (S(F P+ S(vk, v")P + xR (uk) + (max — ar)R(uy))
p(5 ) + OékR(’LL ) (amax - ak’)R(uk))
(26p +apR(ul) + =tk (S(F(ug), vg )P + akR(Uk))>
(2(5p + R (u cmax—Qk (68 + xR (u ))
—cpsp(5 +Olma.x( + R(u ))) <c sp<c+amax(c+R(uT))>

und damit uy € M, spapma. (¢ps? (¢ + amax(c+R(ul)))). Nach (vi) besitzt (ux) also eine
in U konvergente Teilfolge.
Sei nun (uyg, )en eine beliebige konvergente Teilfolge von (uy) mit Grenzelement @ € U.
Wegen (ii) gilt @ € D und aus (i) folgt F'(ux,) — F(@), sodass wir
S(F(a),v°)P < lilm inf S(F(uy,),v")?
—00
= lilHl inf Cpsp (S(F(ukz)v vkz)p + S(Uk'l ) vO)p + aklR(ukl))
—00
< liminf ¢,s” (25p + o, R(u T)) =0

|—o0

erhalten, d.h. F (@) = v°. Aus

R(u) < hm mf R(ug,) < limsup R(ux,) < limsup —(S(F(ukl),vkl)p + g, R(ug,))

l—o00 |—o00 k1

< 11msup( +R(u )> R(u')
l—o00
folgt somit, dass 4 eine R-minimierende Losung ist.

Ist die R-minimierende Losung ul eindeutig, so konvergiert nach dem eben Gezeigten
jede konvergente Teilfolge von (uy) gegen diese R-minimierende Losung. Angenommen
(ug) wiirde jedoch nicht gegen u! konvergieren, dann gibe es eine Teilfolge (uk,)ien
von (uy) und eine offene Menge G € 7y, sodass uy, ¢ G fiir alle | € N gilt. Die
Folge (uy,) erfiillt aber ausgehend von der dazugehérigen Teilfolge (g, )ien von (J) die
Voraussetzungen des Satzes, sodass (ur,) nach dem bereits Bewiesenen eine gegen uf
konvergierende Teilfolge besitzt. Dies ist ein Widerspruch zu uy, ¢ G fiir [ € N. O

3.3. Zwei wichtige Spezialfille

Die bisherigen Ausfiihrungen zur Tikhonov-Regularisierung waren sehr allgemein ge-
halten. Hier wollen wir nun zwei wichtige Spezialfialle betrachten, die in der Literatur
bereits frither als die allgemeine Situation von oben untersucht wurde (siche z.B. [10]
und [19]).
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3.3.1. Spezialfall Banach-Raum

Seien U und V Banach-Rdume. Als Topologien 7y auf U und 7y auf V wéhlen wir
die entsprechenden schwachen Topologien. Dabei verstehen wir unter der schwachen
Topologie die Topologie auf U bzw. V| die der schwachen Konvergenz im Banach-Raum
U bzw. V entspricht. Um die schwache Topologie auf U bzw. V' in Form einer Familie
von Mengen zu beschreiben, benotigt man den Begriff der Initialtopologie beziiglich
einer Familie von Abbildungen zwischen topologischen Rdumen. Darauf wollen wir hier
jedoch nicht naher eingehen.

In diesem Abschnitt bezeichnen wir die Konvergenz im Sinne der Topologie, d.h.
die schwache Konvergenz, mit ,,—“ um Verwechslungen mit der Normkonvergenz zu
vermeiden. Fiir die Normkonvergenz selbst benGtigen wir hier kein Symbol.

Das Abstandsfunktional S sei durch

S(v1,v2) := [lvr — v
definiert und es sei p > 0, d.h. wir betrachten das Tikhonov-Funktional
T2 (u) = | F(u) = [P + aR(u).

Des Weiteren treffen wir die folgenden Voraussetzungen.
Voraussetzung 3.8.
(i) F: D(F) CU — V ist schwach stetig.
(ii) D(F') ist schwach abgeschlossen.
(iii) Es existiert ein u € D, sodass F(u) = v° gilt. Insbesondere ist also D # 0.
)

(iv) R : U — [0, 00] ist unterhalb schwach stetig, d.h. aus u; — u folgt

R(u) < liminf R(ug).

k—oo
(v) Fiir jedes a > 0 und jedes ¢ > 0 sind die Niveaumengen
My(c):={ue D:T (u) <c}

relativ schwach kompakt, d.h. jede Folge (ug)ren in My(c) besitzt eine in U
schwach konvergente Teilfolge.

Zur Vereinfachung des Beweises zum néchsten Satz formulieren wir ein Lemma. Eine
Hilbert-Raum-Version davon findet man in [36, Satz 2.28|.

Lemma 3.9. Die Norm in einem Banach-Raum W ist unterhalb schwach stetig, d.h.
fiir jede Folge (wi)gen in W mit wy, — w € W gilt

|lw]| < liminf ||wg]|.
k—oo
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Beweis. Aus der Stetigkeit der Norm folgt ||wg|| — |lw|. Wir wéhlen eine Teilfolge
(wg, )1en von (wy), die

lim [Jwy, || = liminf |jwg]|

l—o0 k—o0

erfiillt, und erhalten fiir ¢ € W’ (Dualraum beziiglich Normtopologie) mit ||| < 1 aus
der schwachen Konvergenz der Folge (wy,) die Beziehung

€l = Jim [¢(awi,)| < Jim [l | = Hpn i el < T inf e
Fiir w € W gilt nach [37, Korollar II1.1.7] nun

lwll = sup{[¢(w)] : ¢ € W, [[]] < 1},

sodass ||w|| < liminfg_, ||wg|| folgt. O

Satz 3.10. Mit der speziellen Wahl von U, V, 1y, Ty und S sowie unter Voraussetzung
3.8 ist Voraussetzung 3.2 erfiillt.

Beweis. Die Punkte (i), (ii) und (iii) von Voraussetzung 3.2 folgen sofort aus den entspre-
chenden Punkten in Voraussetzung 3.8. Die Punkte (iv)(a) und (iv)(b) sind Normaxiome
und sind somit trivialerweise erfiillt. In Lemma 3.9 wurde (iv)(c) gezeigt. Punkt (iv)(d)
folgt aus

n(vk) = n(v)] = In(ve = v)| < [Inlllve — vl = 0 fiir alle n € V'

(V' sei der Dualraum beziiglich der Normtopologie). Fiir (iv)(e) gentigt es, |0 — vg|| —
|0 — v|| zu zeigen; dies folgt analog zur Bemerkung im Anschluss an Voraussetzung
3.2 aus der Norm-Dreiecksungleichung. Die Punkte (v) und (vi) von Voraussetzung 3.2
entsprechen gerade den Punkten (iv) und (v) von Voraussetzung 3.8. O

Satz 3.11. Sei U reflexiv und sei R durch
R(u) == |lu—u®||?

mit einem Element u* € U und ¢ > 1 gegeben. Dann sind die Punkte (iv) und (v) von
Voraussetzung 3.8 erfiillt.

Beweis. Punkt (iv) wurde in Lemma 3.9 gezeigt, wobei zu beachten ist, dass die Addition
in Banach-Raumen schwach stetig ist und die Hintereinanderausfithrung einer schwach
stetigen Abbildung und eines unterhalb schwach stetigen Funktionals wieder ein unter-
halb schwach stetiges Funktional liefert. Zum Nachweis von Punkt (v) sei u € M,(c).
Dann gilt

1 1
lall < flu =)+ o] < (578 w)* + lull < (£)7 + [lu”]l;
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3. Tikhonov-Regularisierung

also ist M, (c) eine beschrankte Menge. Aus [37, Satz VIII.3.18] folgt, dass beschrénkte
Mengen im reflexiven Banach-Raum relativ schwach kompakt sind. O

3.3.2. Spezialfall Hilbert-Raum

Seien U und V Hilbert-Rdume und seien 7y und 7y die entsprechenden schwachen
Topologien. Das Abstandsfunktional S sei durch

S(vy,v2) = ||v1 — va|
und das Regularisierungsfunktional durch
R(u) = [ju —u*|?

mit einem vorgegebenen Element u* € U definiert. Es sei p = 2. Wir betrachten somit
das Tikhonov-Funktional

Ty (u) = | F(u) = o> + alju — u*||*.
Des Weiteren treffen wir die folgenden Voraussetzungen.
Voraussetzung 3.12.
(i) F: D(F) CU — V ist schwach stetig.
(ii) D(F) ist schwach abgeschlossen.
(iii) Es existiert ein u € D(F), sodass F(u) = v gilt.

Satz 3.13. Mit der speziellen Wahl von U, V, 7y, 7y, S und R sowie unter Vorausset-
zung 3.12 ist Voraussetzung 3.2 erfiillt.

Beweis. Die Behauptung folgt sofort mit ¢ = 2 aus Satz 3.11. O

Proposition 3.14. Sei A : U — V ein beschrinkter, d.h. stetiger, linearer Operator.
Dann sind die Punkte (i) und (ii) von Voraussetzung 3.12 erfillt.

Beweis. Punkt (ii) ist wegen D(A) = U trivialerweise erfiillt. Zum Beweis von Punkt
(1) sei (uk)ken eine Folge in U mit up, — u € U. Dann gilt

(Aug,v) = (ug, A"v) — (u, A*v) = (Au,v)

fiir alle v € V, wobei A* : V' — U der Hilbert-Raum-Adjungierte zu A sei. Somit ist
Auj, — Au und damit die schwache Stetigkeit von A gezeigt (man beachte dazu auch
Proposition 5.1). O
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4. Konvergenzraten

Im vorangegangenen Kapitel wurde gezeigt, dass die Methode der Tikhonov-Regularisie-
rung zur Losung von schlecht-gestellten Operatorgleichungen geeignet ist. Diese Feststel-
lung beruhte darauf, dass sich die regularisierte Losung stabil bestimmen lasst (vgl. Satz
3.4) und, einen hinreichend kleinen Datenfehler vorausgesetzt, die R-minimierenden Lo-
sungen der Operatorgleichung beliebig genau im Sinne der Topologie 7y approximiert
werden konnen (vgl. Satz 3.7). Uber die erzielbare Konvergenzgeschwindigkeit der re-
gularisierten Losungen gegen eine R-minimierende Losung bei Verringerung des Daten-
fehlerniveaus d macht Satz 3.7 jedoch keinerlei Aussagen. Diese Frage kann auch nicht
direkt beantwortet werden, sondern erfordert ein sehr umsichtiges Vorgehen.

Aus praktischer Sicht bedeutet eine geringe Konvergenzgeschwindigkeit, dass eine Re-
duzierung des Datenfehlers, zum Beispiel durch die Anschaffung genauerer Messgeréte,
kaum zu besseren Ergebnissen fithren wird. Ist die Konvergenzgeschwindigkeit hingegen
grof, so besteht Hoffnung auf eine Erhohung der Ergebnisqualitét.

4.1. Vorbetrachtungen
4.1.1. Bregman-Abstande

Will man iiber Konvergenzgeschwindigkeit sprechen, so benétigt man ein auf Zahlen
beruhendes Mafs fiir die Konvergenz. In Satz 3.7 hatten wir die Topologie 7¢; als Kon-
vergenzmals herangezogen; diese ist nun nicht mehr geeignet. Deshalb fithren wir ein
spezielles Abstandsfunktional auf U ein. Dazu bendtigen wir den Begriff des Subgradi-
enten.

Definition 4.1. Sei F : U — R U {+00} ein konvexes Funktional auf U. Ein Element
¢ € U’ (Dualraum beziiglich 77) heift Subgradient im Punkt @ € U, falls

Fa)+&(u—1a) < F(u) firalleuwelU

gilt. Die Menge 0F(u) C U’ aller Subgradienten im Punkt @ heift Subdifferential im
Punkt .

Bemerkung. Als Dualraum W’ eines linearen und topologischen Raumes (W, ) be-
zeichnen wir die Menge aller stetigen linearen Funktionale auf W.

Voraussetzung 4.2.
(i) R ist konvex.
(ii) Es existiert eine R-minimierende Lésung uf € Dp := {u € D : OR(u) # 0}.
Im Folgenden nehmen wir stets an, dass die Voraussetzungen 3.2 und 4.2 erfiillt sind.

Definition 4.3. Fur @ € Dp und £ € OR(a) heifst das durch

Bgz(u, ) == R(u) — R(u) — &(u — a)
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4. Konvergenzraten

gegebene Funktional B?(-,ﬂ) : U — [0, 00] Bregman-Abstand beziiglich R, 4 und &.

Das folgende Beispiel zeigt, dass der Bregman-Abstand eine Verallgemeinerung der
Norm im Hilbert-Raum darstellt.

Beispiel. Sei U ein Hilbert-Raum, v* € U und

Fiir jedes @ € U gilt dann OR(a) = {(+,2(@—u*))} (man beachte dazu auch Proposition
5.1), sodass wir & := (e, 2(a — u*)) setzen. Wir erhalten fiir u € U

BE(u, @) = [lu—u'l* = [|a — w*|* = (u—a,2(a - u*))
= Jlull® = 2(u — @,u") — Jal* = 2(u — @, @) + 2(u - @,u")
= [lul® = 2(u, @) + [[al® = [lu —al*.

Zur bildlichen Vorstellung des Bregman-Abstandes Bg%(,’ @) kann man diesen fiir U =

R bzw. U = R? als Differenz zwischen R und der Tangente bzw. der Tangentialebene
an R in 4 ansehen (vgl. Abbildung 4.1).

Abbildung 4.1.: Veranschaulichung des Bregman-Abstandes fiir U = R.

4.1.2. Betrachtungen zur Eindeutigkeit der Lésung

Da wir nun iiber ein zahlenméfiges Konvergenzmafs verfiigen, kénnen wir den néchs-
ten Schritt in Richtung Konvergenzgeschwindigkeit gehen. Interessiert sind wir an der
Konvergenz B?(ui( 5),uT) — 0 fiir 6 — 0, wobei u' eine R-minimierende Lésung ist
und ¢ € OR(ul) gelten soll. Mit ud, € D bezeichnen wir einen Minimierer von 7 und
0 +— «(0) sei eine Parameterwahl. Wir formulieren eine notwendige Bedingung fiir diese
Konvergenz.

Proposition 4.4. Seien u' eine R-minimierende Lisung, £ € OR(u') und (ug)pen eine
Folge in D mit B?(uk,uf) — 0. Jedes Element @ € D, zu dem eine Teilfolge (uy,)ien

von (uy) mit ug, — U existiert, muss dann B?(ﬂ,uf) = 0 erfiillen.
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Beweis. Fiir € > 0 und hinreichend grofes [ € N folgt mit der Unterhalbstetigkeit von
R die Abschétzung

BE (i, u’) = R() — R(u') — £(i — ul) = R(@) — R(u') — (i — ug,) — &(ug, — u')
= BE (ugy, ul) =R(ug,) + R(@) —&(@—uy,) < 3¢
| — S~~~ SN——

—0 SR(ukl)+5 —0
und somit, da € > 0 beliebig war, B?(ﬁ, ul) = 0. O

Proposition 4.5. Sei u' eine R-minimierende Lisung, ¢ € OR(u') und @ € D mit
Bgz(ﬂ,uT) = 0. Dann gilt £ € OR(u) und Z’D’R(UJr ) = 0.

Beweis. Fiir u € U gilt

R(@) + &(u— @) = R(@) + &(u — ul) — &(@ — ul)
= BE (@, u') + R(u') + &(u — uf) < R(u)

und

BE(ul, i) = —BF (a1, u) = 0.
O

Im Kontext von Satz 3.7 besagt Proposition 4.4, dass es zur Erfiillung der Bedingung
B?(uk, u!) — 0 notwendig ist, die Menge der R-minimierenden Losungen, die Grenzele-
ment einer konvergenten Teilfolge von (ug) sein kénnen, einzuschréanken. Und zwar so,
dass alle betroffenen R-minimierenden Losungen zueinander den Bregman-Abstand Null
haben. Proposition 4.5 bringt etwas mehr Klarheit iiber den verschwindenden Bregman-
Abstand: Alle fraglichen R-minimierenden Lisungen besitzen einen gemeinsamen Sub-
gradienten, der zur Definition des Bregman-Abstandes verwendet werden kann.

4.1.3. Quellbedingungen und Variationsungleichungen

Um Aussagen iiber die Konvergenzgeschwindigkeit der Minimierer ug( 5) von TO?( 5) tref-
fen zu konnen, werden wir weitere Einschrankungen hinnehmen miissen, denn im All-
gemeinen kann die Konvergenz B?(ug( 5),uT) — 0 bei § — 0 fiir ,ungiinstige* v° bzw.
u! beliebig langsam sein (siehe [9, Proposition 3.11] fiir eine entsprechende Aussage
zu linearen Operatoren in Hilbert-Réumen). Es sind also gewisse Eigenschaften an
die R-minimierenden L&sungen und auch an den Operator F' vorauszusetzen. Eigen-
schaften der Losung konnen als so genannte Quellbedingung formuliert werden, d.h. die
R-minimierenden Losungen sollen im Bild eines gewissen von F' abhéngigen Operators
liegen. Strukturbedingungen an den Operator F' kann mit von Elementen aus U oder
aus speziellen Teilmengen von U zu erfiillenden Ungleichungen formulieren. Eine Kom-
bination von Losungs- und Operatoreigenschaften in einer einzelnen Bedingung stellt
die in [19] eingefiihrte Variationsungleichung dar.
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4.2. Eine Variationsungleichung

In diesem Abschnitt werden wir das erste Resultat zur Konvergenzgeschwindigkeit for-
mulieren; den Beweis dazu verschieben wir auf den nichsten Abschnitt dieses Kapitels,
um Wiederholungen zu vermeiden. Im Folgenden nehmen wir stets an, dass die Voraus-
setzungen 3.2 und 4.2 erfiillt sind.

4.2.1. Die Niveaumengen des Tikhonov-Funktionals

Eine wesentliche Rolle bei der Formulierung der im Rahmen dieser Arbeit untersuchten
Variationsungleichungen spielen die Niveaumengen des Tikhonov-Funktionals.

Proposition 4.6. Fir a >0 und ¢ > 0 sind die Mengen M,/(c) folgenabgeschlossen.

Beweis. Aus der Stetigkeit von F' und der Unterhalbstetigkeit von S folgt die Unter-
halbstetigkeit von S(F(s),v°)? und zusammen mit der Unterhalbstetigkeit von R die
Unterhalbstetigkeit von 7.0. Sei nun (uy)ren eine Folge in M, (c), die gegen ein % € U
konvergiert. Dann gilt

T9(@) < liminf 72 (u;) < c,

a
k—o0

d.h. @ € My(c). Also ist M,(c) folgenabgeschlossen. O

Proposition 4.7. Sei ul eine R-minimierende Lisung und sei o > 0 beliebig. Fiir
0 < a1 <as gilt dann

(1) Mo, (0) 2 Mas(0),
(”) MOél (Qal) - Maz(QO‘Z):

(ii1) agoMa(ga) ={u€D:F(u)=v",R(u) < o}

Beweis.
(i) Sei u € My,(0). Dann gilt

T2 (u) = S(F(u),v°)? + a1R(u) < S(F(u),v°) + aaR(u) = T2 (u) < o

[e%1 a2
und somit u € My, (0).
(il) Sei u € My, (pc1). Dann gilt

’2'0?2 (u) = S(F(u),v°)’ + a1R(u) — (o1 — a2)R(u) < poy — (a1 — o) R(uw)
= oz + (a1 — az)(0 — R(u)) < oas
S—— S~—~—

<0 <o

und somit u € My, (0a2).
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(iii) Die Inklusion ,,0“ ist offensichtlich und ,,C* folgt, da fiir u € (| My (o) gilt:
a>0

S(F(u),v°)? < a(o — R(u)).

Der Grenziibergang o — 0 liefert wegen Voraussetzung 3.2 (iv)(a) die Gleichheit
F(u) = v° und R(u) < g ist offensichtlich erfiillt. O

Die Bedeutung der Niveaumengen M, (o«) verdeutlicht die nichste Proposition.

Proposition 4.8. Seien ul eine R-minimierende Lésung, & > 0 und o > c,sPR(ul).
Sei weiter § — «(0) eine Parameterwahl mit

5P
()

und sei ud a(s) € argmln{’]' ( ) :u € D} fiir § > 0. Dann egistiert ein § > 0, sodass
a(é) € Mg (o) fiir alle § € (0 8] gilt.

a(d) — 0,

—0 fird—0

Beweis. Wegen () — 0 und (5) — 0 fiir § — 0 existiert ein 6 > 0 mit «(§) < @ und
05 < 520 — IR (ul) fiir alle § € (0,0]. Der Kiirze halber schreiben wir im Folgenden

a(d) — 2cpsP

nur « statt a(d). Fiir § € (0,6] gilt nun (in Analogie zu [15, S. 5])

T3(u)) < (s8(F(u ) )+s5) +aR(up)

< eps? (S(F( P aR(ud) + (@ — a)R(ul) + o7)
< cps p(25 +aR(ul) + = (S(F(ul), o)) + amug)))
sP(6P + 267 + aR(uT)) < cpspo_z(Z%p + R(uT)) < oa. O

4.2.2. Definition und Hauptsatz

Wir formulieren nun eine Variationsungleichung. Fiir den Spezialfall kK = 1 wurde diese
bereits in [19] (Banach-Rdume und Norm als Abstandsfunktional S) und in [25] (topo-
logische Rdume und allgemeines Abstandsfunktional S) untersucht. Der Fall x € (0, 1]
wurde fiir eine Banach-Raum-Situation mit der Norm als Abstandsfunktional S in [15,
Beweis zu Theorem 3.3| betrachtet.

Definition 4.9. Eine R-minimierende Losung u' erfillt eine Variationsungleichung,
falls ein ¢ € OR(ul) und Konstanten o > ¢,sPR(ul), @ > 0, 31 € [0,1), B2 > 0 und
k € (0,p) existieren, sodass

—&(u—ul) < B1BE(u, ul) + BoS(F(u), F(ul))” (4.1)
fir alle u € Ms(oa) gilt.

Das folgende Resultat zur Konvergenzgeschwindigkeit werden wir spéter in einem
allgemeineren Zusammenhang beweisen.
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Satz 4.10. Sei ul eine R-minimierende Liosung, die eine Variationsungleichung im
Sinne von Definition 4.9 erfillt, und sei 6 — «(d) eine Parameterwahl mit coP~" <
a(d) < eoP~" fir hinreichend kleine 6 und Konstanten ¢ > 0, ¢ > 0. Die Minimierer
ug{( 5) von ’ch( 5) erfiillen dann

B?(ui(é),uT) =0(8") fird— 0.

Interessant ist der Zusammenhang der hier formulierten Variationsungleichung mit
den Quellbedingungen, die allerdings nur in Hilbert- und, mit Einschrénkungen, in
Banach-Raumen formuliert werden kénnen. Auf diese Frage werden wir weiter unten
zuriickkommen.

4.2.3. Bemerkungen zu den Konstanten

Die Variationsungleichung aus Definition 4.9 enthélt die kiinstlich erscheinende Ein-
schrankung #; < 1. Durch Umformung der Ungleichung (4.1) kann diese rein formell
umgangen werden:

—f(u—u)<515R(u ul) + BoS(F
& —(1-pB)Eu—ul) < Bi(R(u) -

(u
R(u
o —gu—ul) < 25 (R(u) - R(uh) + 2

F(u))"
) + B2S(F(u), F(ul))"

)
f 2
2 S(F (u), F(ul))".

Die Einschréankungen 8; € [0,1) und f2 > 0 sind nun dquivalent zu 155 lﬁl > 0 und

B2
1-p1 = 0.

Proposition 4.11. Erfillt ut eine Variationsungleichung im Sinne von Definition 4.9
mit Konstante k, so erfiillt u' auch eine Variationsungleichung fiir jedes & € (0, k).

Beweis. Wir setzen & := min{lg, a}. Dann gilt
S(P(u), ()P < T0(u) < o6 < min{1, o5}
fir alle u € Ms(o&). D.h. Mg (oa) € Ma(pa) und somit folgt

—€(u—ul) < BB (u,ul) + BoS(F(w), F(u)" < BiBE (u,ul) + 628 (F(u), F(uh))
—_—

<1

xR

fir alle u € Ms(0c). O
Eine weitere Beobachtung zu den Konstanten aus Definition 4.9 liefert die folgende

Proposition, welche fiir eine speziellere Situation bereits in [16, Proposition 4.3] bewiesen
wurde.
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Proposition 4.12. Seiu' eine R-minimierende Losung, die eine Variationsungleichung
im Sinne von Definition 4.9 erfillt. Existieren ein ¢ > 0, ein u € U mit £(u) < 0 und
ein to > 0, sodass ul + tu € Mz(oa) fiir alle t € [0,to] gilt, die Grenzwerte

T — T T ))e
In = lim R(u' + tu) — R(u ), Ls = lim S(F(u' + tu), F(u'))
t—+0 t t—+0 t

)

d.h. die Richtungsableitungen im Punkt ul in Richtung u von R und S(F (), F(u'))q,
existieren und Lr = &(u) erfillt ist, dann muss k < q gelten.

Beweis. Sei k > q. Fiir jedes t € (0, 1] folgt dann aus (4.1)
—&(tu) < Bi(R(ul + tu) — R(ul) — £(tu)) + BoS(F(ul + tu), F(ul))”
und somit

ul i) =R (ul Wit Flut)e\ 7 &—
—¢(u) < py (BOTHROD _ g(y)) 4, (ST vy

t—+0
—

s

t——+0 . [ 0
0 t—+»OL§

Der Grenziibergang ¢t — +0 liefert {(u) > 0; dies steht jedoch im Widerspruch zu
&(u) < 0. O

Wie das néchste, etwas kiinstliche Beispiel zeigt, konnen auch Variationsungleichungen
mit k > 1 auftreten.

Beispiel. Wir withlen U :=V := R, R(u) := |u|?, S(v1, v2) := |v1 — va| und p > 0. Fiir
beliebiges u! € U und pu > % setzen wir F(u) := |u — u'|* und v° := 0. Dann ist u' die
eindeutige und somit eine R-minimierende Losung von F(u) = v°. Mit & := R/(ul) =
2uf und x := i < p folgt nun
—&(u—ul) = =2uT(u — ul) < 2ul||u—ul| = Bolu — ul|** = Bo| F(u) — F(ul)|
=02

fiir alle w € U. Wir erhalten aus Satz 4.10 somit fiir beliebiges x € (0, p) die Kovergenz-
rate O(6"%).

Im vorhergehenden Beispiel kann Proposition 4.12 nicht angewendet werden, da in u!
keine Richtungsableitungen existieren.
4.3. Approximative Variationsungleichungen

Variationsungleichungen im Sinne von Definition 4.9 sind nicht immer erfiillt. Um trotz-
dem Aussagen iiber die Konvergenzgeschwindigkeit, mit der die Minimierer des Tikho-
nov-Funktionals gegen eine R-minimierende Losung konvergieren, erhalten zu kénnen,
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wurde in [18] das Konzept der Quellbedingungen um so genannte approximative Quell-
bedingungen erweitert.

Grundidee dieses neuen Ansatzes ist es, die Verletzung einer vorgegebenen herkémm-
lichen Quellbedingung, welche in diesem Zusammenhang als Referenz-Quellbedingung
bezeichnet wird, mit Hilfe einer Funktion d : [0,00) — R zu messen und aus dem
Verhalten dieser Funktion im Unendlichen auf Konvergenzraten zu schliefen. Die so er-
haltenen Konvergenzraten werden natiirlich geringer ausfallen als bei erfiillter Referenz-
Quellbedingung.

Anfanglich wurden approximative Quellbedingungen in einer Hilbert-Raum-Situation
fiir lineare Operatoren betrachtet. In [15] wurde dieses Konzept schlieklich auf Banach-
Ré&ume und nichtlineare Operatoren iibertragen. Inspiriert von den Resultaten in [15] in
Verbindung mit [19] und [25] werden wir nun ein im Rahmen dieser Arbeit entwickeltes
Konzept vorstellen, welches den Gedanke der approximativen Quellbedingungen auf die
hier betrachtete allgemeine Form der Tikhonov-Regularisierung iibertragt.

Anstelle einer Referenz-Quellbedingung verwenden wir eine Referenz-Variationsun-
gleichung (kurz: Referenzungleichung) im Sinne von Definition 4.9. Motiviert wird das
weitere Vorgehen durch Formel (4.3) in [15], da auf dieser Abschétzung die wesentlichen
Konvergenzratenresultate in [15] beruhen. Wie sich zeigen wird, fiihrt unser recht naiver
Ansatz zu akzeptablen Ergebnissen.

4.3.1. Definition und wesentliche Eigenschaften

Wir betrachten die Ungleichung (4.1) fiir festes uf und festes ¢ sowie fiir gegebene
Konstanten p, &, 31, 02 und k. Eine Verletzung der Ungleichung bedeutet, dass fiir
manche u € Mz(oa) die strenge Ungleichung

—&(u—ul) > BiBE (u,ul) + 28 (F(u), F(ul))"
gilt; umgestellt also
~&(u—uf) = B1BE (u, ul) = B8 (F(u), F(uh))" > 0.
Die ,maximale Verletzung“ der Ungleichung (4.1) kann somit als

sup (—f(u — uT) — ﬂlBg(u, uT) — (oS(F (u), F(uT))”)
u€Ma (0&)

ausgedriickt werden. Die Frage, ob man durch Vergrofern des Faktors vor dem Ausdruck
S(F(+),F(u"))" die Erfiillung der Referenzungleichung erreichen kann, fiihrt uns zur
Definition der approximativen Variationsungleichung.

Definition 4.13. Eine R-minimierende Losung u! erfiillt eine approzimative Varia-

tionsungleichung (kurz: approximative Ungleichung), falls ein ¢ € OR(u') und Konstan-
ten o0 > c,sPR(ul), @ > 0, 31 € [0,1), B2 >0,y > 0 und « € (0,p) existieren, sodass
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fir die durch

dir) == _min(¢u ')+ BB () + o S(F(w). F(ul)))

gegebene Funktion d : [0,00) — R gilt: d(r) — 0 fir r — oo.

Die Konstante v in Definition 4.13 scheint zunéchst iiberfliissig zu sein. Bei der Formu-
lierung von Konvergenzraten wird sie jedoch explizit in Erscheinung treten. Die Funktion
d bezeichnen wir in Anlehnung an [15] als Abstandsfunktion, da die in [15] entsprechend
eingefithrte Funktion tatsichlich gewisse Abstidnde représentiert.

Ziel bei der Entwicklung des hier vorgestellten Konzepts war es, die Idee der ap-
proximativen Quellbedingungen auf die Tikhonov-Regularisierung mit allgemeinem Ab-
standsfunktional S zu iibertragen und dabei gleichzeitig die Entfernung zur Arbeit [15]
gering zu halten. Deshalb formulieren wir in der folgenden Proposition wesentliche Ei-
genschaften von d, die auch von den Abstandsfunktionen in [15] erfiillt werden.

Proposition 4.14. Sei u' eine R-minimierende Losung, die eine approzimative Un-
gleichung im Sinne von Definition 4.13 erfillt.

(i) Es gilt 0 < d(r) < oo fiir jedes r > 0.
(i) Das Minimum in der Definition von d wird angenommen.
(iii) d ist stetig.
(iv) d ist monoton fallend.
(v) Gilt d(r) > 0 fir alle r > 0, so ist d streng monoton fallend.
Beweis.
(1) Wegen 72(ul) = aR(u') < pa ist ul € Ma(oa) und somit d(r) > 0.
Fiir jedes r > 0 gilt

d(r) = sup (=&(u—u') = BiBE (u,ul) — Bor?S(F(u), F(uh))")

u€ Mz (0&)
< sup |€(u—ul) + BiBR(u,ul) + Bor S(F(u), F(uh))"]

u€ Mg (0&)
= sup [(1—0) E(u—ul) +41(R(w) =R(u")) + Bor? S(F(u), F(u!))"|

UEMg (0a) S~ "~ — S—~— —

<1 =¢(u)—€(uh) <e <(0a)?
<C(r,R(u"))+ sup |€(u)
u€EMs(0&)

mit einer von 7 und R(u') abhingigen Konstante C' < co. Es existiere nun eine
Folge (uk)ken in Ms(o&) mit |{(ug)| — oo. Wegen Voraussetzung 3.2 (vi) existiert
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(iii)

28

eine in U konvergente Teilfolge (ug,)ien von (ug); das Grenzelement sei @ € U.
Aus der Stetigkeit von ¢ folgt |£(uy,)| — |£(@)] und somit die Beschrénktheit der
Folge (|&(ug,)]). Dies ist ein Widerspruch zu |§(uy)| — oo; also gilt

sup  [¢(u)| < oo,
u€ Ma (0&)

d.h. d(r) < 0.

Wir setzen g, : U — R U {400} durch
gr(u) :==&(u— uT) + ﬂlBgz(u, uT) + Bor?S(F(u), F(uT))”.

Analog zum Beweis von Proposition 4.6 erhalten wir die Unterhalbstetigkeit von
gr- Es sei nun (uy)ren eine Folge in Ma(oar) mit g,(ug) — infyeprs(oa) 9r(u)-
Dann existiert eine konvergente Teilfolge (ug,)ien von (uy) mit Grenzelement @ €
M5 (o) und es gilt

gr(@) < liminf g, (uy,) = Um g, (uy,) = ueﬂig(ga) gr(u)

und somit g, (%) = infy,epr, (0a) 9r (1)

Fiir r > 0 sei g, wie im Beweis zu Punkt (ii) und u, € Mg(o&) sei ein Minimierer
von g,. Dann gilt fiir alle r,s > 0

d(?“) - d(s) = mings - mingr < /82(87 - TV)S(F<UT)7 F(UT))K

<gs (“r) =gr (Ur) S(QO?)%
und
—(d —d = min g, —min gs < 7 — $NS(F S,FTH7
(d(r) — d(s)) = min g, — ming, < So(r” — s7)S(F(us), F(u'))
Sg'r(us) :gs(us) <(go_é)%
also

[d(r) = d(s)| < Bal0a) 7|r" — 7],
woraus die Stetigkeit von d folgt.

Die Behauptung folgt sofort aus der Definition von d.

Wiére 2 = 0 oder v = 0, so wére d konstant. Dies ist aber wegen d(r) > 0 fiir
jedes r > 0 und d(r) — 0 fiir » — oo nicht moglich; also gilt G2 > 0 und ~ > 0.

Wir nehmen an, es existiert ein r > 0, fiir das g, (gesetzt wie in Punkt (ii) des
Beweises) einen Minimierer @& € Mg (oa) besitzt, der F(i) = v° erfiillt. Dann gilt
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fiir beliebiges s > 0

&(i— ul) + B BE (i, ul)
= &(@ —ul) + BLBE (@, ul) + Bos7 S(F(a0), F(ul))"

> min(€(u—uf)+ BBE (u,ul) + B S(F(w), Fh))")

— —d(s)
und somit folgt aus d(s) — 0 fiir s — oo, dass &(@ — ul) + ﬁlBga(ﬁ,uT) > 0 gilt.
Dies steht jedoch im Widerspruch zu
E(a—ul) + AiBE (@, ul)
= & —ul) + BuBE (@, ul) + Bor ' S(F (@), F(ul))"

= min (6l —ul) + BB (wul) + Bor"S(F (w), F)")

= —d(r) <0.

Also gilt fiir jedes r > 0, dass jeder Minimierer @ € Mg(o&) von g, die Ungleichung
S(F(@), F(u')) > 0 erfiillt. Somit gilt fiir 0 < s < r

d(r)=— min g, (u)=—gr(0
(r) UEM&(Qa)g( ) = —g,(0)

= —gs(@) = Bao(r7 — 87) S(F(a), F(u"))"

>0 >0
< —gs(u) < — min s(u
0@ = mingufu)
= d(s),
d.h. d ist streng monoton fallend. O

Proposition 4.15.

(i) Eine R-minimierende Losung erfillt genau dann eine Variationsungleichung im
Sinne von Definition 4.9, wenn sie eine approzimative Ungleichung im Sinne von
Definition 4.13 erfillt und ein rg > 0 existiert, sodass d(ro) =0 gilt.

(i4) Erfillt ut eine approzimative Ungleichung im Sinne von Definition 4.13 mit Kon-
stante &, so ist auch fir jedes o € (0, @] eine approximative Ungleichung (mit den
selben weiteren Konstanten) erfillt.

Beweis.

(i) Erfiillt u' eine Variationsungleichung, dann erfiillt u' offensichtlich auch eine ap-
proximative Ungleichung mit d(1) = 0 und beliebigem ~ > 0. Die Riickrichtung
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4. Konvergenzraten

folgt aus
~&(u—ul) = B1BE (u, ul) = Bord S(F(u), F(u")" < d(ro) = 0
fir u € Ms(oa).
(ii) Diese Behauptung ist offensichtlich (vgl. Proposition 4.7 (ii)). O

Definition 4.13 hat trotz Proposition 4.14 noch einen Schonheitsfehler: Wie wir spéter
feststellen werden, tritt die Konstante & aus der approximativen Ungleichung bei der
Formulierung von Konvergenzraten nicht explizit in Erscheinung, sodass es aufgrund
der Aussage von Proposition 4.15 (ii) ,wiinschenswert“ wire, wenn die Funktion d oder
wenigstens ihr Verhalten im Unendlichen nicht von & abhidngen wiirde. Ein Resultat
in diese Richtung liefert die iibernéchste Proposition. Als Vorbereitung dazu zeigt die
folgende Proposition, dass sich die Elemente, die das Minimum in der Definition von
d(r) realisieren, fiir r — oo bei speziellen Elementen % mit F(@) = v°  konzentrieren®.

Proposition 4.16. Sei u' eine R-minimierende Losung, die eine approzimative Unglei-

chung im Sinne von Definition 4.13 erfillt. Weiter seien (ri)ren eine Folge in (0, 00)

mit r, — oo und (uk)ken eine Folge von Elementen uy, € Mg(o&), die das Minimum in

der Definition der Werte d(ry) realisieren, sodass ux — @ fir ein 4 € D gilt. Dann folgt
—b

F(a)=2", R(@<e und &(i—ul) = Bl(R(ﬂ)—R(u*»-

Beweis. Aus der Definition von uy und d(ry) folgt
—Barl S(F (ug), F(uh)® = d(ry) + &(ug — ul) + B1BE (ug, ul).

Aufgrund der Stetigkeit von £ und der Unterhalbstetigkeit von R gilt fiir beliebiges
g > 0 bei hinreichend grofsem k € N somit

—Bar ) S(F(ug), F(uh)™ > d(ry,) + £(@ — ul) + B1BE (i, ul) — ¢,

also auch

S(F(ug), F(uh))™ < =% (d(rg) +&(@ — u) + B1BE (@, ul) —¢).

= Par)]
——
v —0
—0

Der Grenziibergang k — oo liefert
S(F (uy), F(u))* — 0

und mit Voraussetzung 3.2 (iv)(d) folgt daraus F(uz) — v°. Andererseits gilt wegen
Voraussetzung 3.2 (i) auch F(u;) — F(@) und damit F(@) = 2°.

30



4.3. Approximative Variationsungleichungen

Die zweite Behauptung folgt aus

R(u) < liminf R(ug) < ligr_l)iggf é’]}?(uk) <o.

k—o0

Zum Beweis der dritten und letzten Behauptung stellen wir zunéchst

—&(u —ul) = BiBE (@, u) = —¢(a — u') — B1BE (G, ul) — Bor) S(F (@), F(ul))"
und damit
—&(a —u) — p1BE(a,ul) <0 (4.2)

fest. Fiir beliebiges € > 0 liefert die Stetigkeit von & und die Unterhalbstetigkeit von R
bei hinreichend groffem k € N

0> —Bor)S(F(uy), F(uh))® = d(ri) + &(ux — ul) + B1BE (ug, u')
> d(rg) +&(@ — ub) + BIBE (@, ul) — e
N

—0

Aus dem Grenziibergang k — oo folgt &(@ —u') —1—615?(11, u') < e und da & > 0 beliebig
war, erhalten wir

—&(a—ul) — BiBE (@, u’) > 0. (4.3)

Die Formeln (4.2) und (4.3) ergeben zusammen
—¢(a —u') = BB (@, ul)
und das Finsetzen der Definition des Bregman-Abstandes liefert die Behauptung. [

Proposition 4.17. Sei ul eine R-minimierende Losung, die eine approzimative Un-
gleichung im Sinne von Definition 4.13 erfillt und sei d, fir o € (0,a] die mit « statt
a analog zu d definierte Funktion. Existiert kein u € U mit F(u) = v°, R(u) = o und
(u—ul) = 2 (0 — R(ul)), so gilt:
(i) Fir jedes o € (0, @] ezistiert einrq > 0, sodass d(r) = do(r) fir alle r > rq erfillt
15t.

(ii) Fir jedes a € (0,a] existiert ein ro > 0, sodass fir jedes r > ro simtliche Ele-
mente aus Mz(o&), fir die das Minimum in der Definition von d(r) angenommen
wird, in My (o) liegen.

Beweis. Behauptung (i) folgt sofort aus (ii). Behauptung (ii) beweisen wir indirekt.
Wir nehmen also an, dass ein o € (0, @] und eine Folge (7 )ken in (0,00) mit 7, — 00
existieren, sodass es zu jedem 7 ein Element uy € Mg(oa) gibt, welches das Minimum
in der Definition von d(ry) realisiert und ug ¢ M, (p«) erfiillt. Wegen Proposition 4.6
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4. Konvergenzraten

besitzt (ug)gen eine konvergente Teilfolge mit Grenzelement @ € Mg (pa). Diese Teilfolge
bezeichnen wir wieder mit (ug)geN.
Nach Proposition 4.16 gilt nun
—b

F(a)=1°, R(@) <o und £&(a—u')= 5 (R(1) — R(ul)). (4.4)

Wegen uy, ¢ M, (o) gilt auferdem
R(ug) > 0 — 2S(F(ug), v°)?

fiir jedes k& € N und somit folgt aus S(F(ug), F(u')) — 0 (vgl. Beweis zu Proposition
4.16), dass fiir beliebiges € > 0 bei hinreichend grofem k € N die Ungleichung R (u) >
0 — ¢ gilt. Zusammen mit R(ux) < p liefert dies R(ux) — 0. Damit kénnen wir aus

0> —BorlS(F(ug), F(ul))" = w+§(uk —ul) + B (R(up) — R(u') = &(uy, — uh))

—0

durch Grenziibergang die Beziehung
0> (1-B)E@@—ul) + Bi(o— R(uh))

folgern und erhalten zusammen mit (4.4) die Beziehung

PR~ Ruh) = €~ uf) < 5 (0~ Ruh) < T4 (R(@) ~ R(u);
A 1-05 1—p
d.h. insbesondere gilt R(u) = p. Einsetzen dieser Gleichheit in die Formeln (4.4) liefert
einen Widerspruch zu den Voraussetzungen der Proposition. O

4.3.2. Hauptsatz

Die Vorbetrachtungen sind nun abgeschlossen, sodass wir mit dem nachsten Lemma den
entscheidenden Schritt zum Beweis von Konvergenzraten gehen kénnen. Dieses Lemma
sowie auch der darauf folgende Satz sind im Wesentlichen aus [15] entnommen und
wurden nur geringfiigig an die allgemeinere Situation dieser Arbeit angepasst.

Lemma 4.18. Seiu' eine R-minimierende Losung, die eine approzimative Ungleichung
im Sinne von Definition 4.13 erfillt. Sei weiter o — «(0) eine Parameterwahl wie
in Proposition 4.8 und sei 6 die entsprechende Konstante aus Proposition 4.8. Dann
existieren Konstanten K1 > 0, Ko > 0 und K3 > 0, sodass

BE (ud ), u') < K1 35 + Koa(8)7rris + Kad(r)

fiir alle v > 0 und alle 6 € (0,0] gilt, wobei ui(é) ewnen Minimierer von ’Z:f(é) bezeichnet.
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4.3. Approximative Variationsungleichungen

Beweis. Wir schreiben der Kiirze halber nur « statt «(J). Proposition 4.8 und die De-
finition von d(r) liefern uns die Ungleichung

—&(ul, — ul) < BiBE(ud, ul) + Bor S(F(ud), F(uh))™ + d(r)
fiir hinreichend kleines 6. Damit erhalten wir

aBE(ud, ul) = S(F(ud),v°)” + aR(u)) — aR(u') — ag(u, — ul) — S(F(ul),v°)
< 6P — ak(ud — uT) — S(F(ud),v%)P

< & + a1 BE(ud, ul) + afar?S(F(ul), F(ul))" + ad(r) — S(F(ud),v°)
<P+ aﬁlBg (ud, ul) 4+ afor?s e, (S(F(ui),v‘s)“ + ")
+ ad(r) — (F( o) )P,

wobei wir mit ¢, analog zu ¢, die durch

1 fur k € (0,1),
Cyx 1=
251 fir k > 1

gegebene Konstante bezeichnen. Somit gilt also

1
BE (ug,uf) <

—————— (20" + . Bor7 550" — 0P + ac Por s S(F u‘; Pk
Sl B Pr s S(F (), 0')

~S(F(uh), ") + ad(r)).

Wir wenden nun die Beziehung

pp2
ab—ea’t < —————
(ep1)P2/P1py
wobei a,b >0, >0, p;,p2 > 1 und —|— — =1 gelten soll, einmal mit
a:=0% b:i=ac.for"s", e:=1, p:= B, P2 = P
K pP—K

und ein zweites Mal mit S(F(ul),v°) statt § an. Wir erhalten

a

BR(uf, u) < srrbay (207 + 2(cnfBos™) 77 (5) 7 X an i s + ad(r) )

yp 1

&P e - - £ AP
= 2 % 2enas™) R (5) PR g 07 R 4+ T dr).
~——

=K =:Ko =:K3

Beweis zu Satz 4.10. Nach Proposition 4.15 (i) erfiillt u! eine approximative Unglei-
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4. Konvergenzraten

chung mit d(rg) = 0 fiir ein 79 > 0, sodass die Behauptung fiir r := ry aus Lemma 4.18
folgt. O

Satz 4.19. Sei u! eine R-minimierende Losung, die eine approzimative Ungleichung

im Sinne von Definition 4.13 mit d(r) > 0 fiir alle r > 0 erfillt. Fir r > 0 setzen wir

P—K P 1 ol

U(r):=d(r) = r = und ®(r):=d(r)sr x.

Weiterhin sei o — «(8) eine Parameterwahl, die 67 = a(8)d(¥ ™! («(8))) fiir hinreichend
kleines 6 > 0 erfillt. Dann gilt

BE (upys),ul) = O(d(@71(6)))  fiir 6 — 0,

wobei ui( 5) einen Minimierer von T°

(5) bezeichnet.

Beweis. Der Kiirze halber schreiben wir statt «(d) nur a. Da d streng monoton fallend
ist, sind auch ¥ und ® streng monoton fallend. Somit existieren die Umkehrfunktionen
U~ und &1, welche ebenfalls streng monoton fallend sind.

Aus Lemma 4.18 mit 7 := U~1(a), also

aﬁr% = \Il(r)pfiﬁr% = d(r)7
erhalten wir

BE (up, ul) < Kl%p + (Ko + K3)d(V () = (K1 + Ky + K3)d(¥ ' ()

fiir alle hinreichend kleinen § < 6 und wegen

p

— 5% (o U (@)% ) T b = s

~~

=d(v=1(a))=2

folgt ¥=1(a) = ®71(4) und damit die Behauptung. O

Bemerkung. Ist statt d nur eine streng monoton gegen Null fallende Majorante d zu d
bekannt, so gelten Lemma 4.18 und Satz 4.19 auch mit d statt d.

4.3.3. Bemerkungen

Zunichst wollen wir festhalten, dass bei Erfiillung einer approximativen Ungleichung
die Konvergenzraten aus Satz 4.19 nicht hoher als bei Erfiillung der entsprechenden
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4.3. Approximative Variationsungleichungen
Referenzungleichung sein konnen. Dieses Resultat entnehmen wir [15, Remark 4.5]; den
Beweis geben wir nochmals mit der hier verwendeten Notation an.
Proposition 4.20. Mit den Bezeichnungen aus Satz 4.19 gilt
5" = o(d(®1(8))) fiir 5 — 0.
Beweis. Mit r := ®71(), also § = ®(r), gilt

or _®(r)* d(r)rY T p=1(5)
q@) - dir) - dmy O

Aus v > 0 und ®~1(8§) — oo fiir § — 0 folgt ®~1(6)™7 — 0 fiir § — 0 und somit die
Behauptung. O

Eine weitere Proposition klart den Einfluss des Abklingverhaltens der Abstandsfunk-
tion d auf die Konvergenzrate.

Proposition 4.21. Mit den Bezeichnungen aus Satz 4.19 folgt aus

d(r) =0(d(r)) firr— oo

die Beziehung
d(@71(8)) = O(d(®1(6))) fiir 5 — 0,

wobei & analog zu ® mit d statt d definiert sei.

Beweis. Aus d(r) = O(d(r)) fiir 7 — oo folgt ®(r) = O(®(r)) fiir r — oo und daraus
d(®71(5)) = O(@71(9)) fiir § — 0. Mit r := ®71(4), also § = ®(r), gilt nun fiir

hinreichend kleines § > 0 und fiir eine Konstante ¢ > 0

Die folgende Proposition zeigt, dass die Konstante + in der Definition der approxi-
mativen Ungleichung in bestimmten Situationen keinen Einfluss auf die erzielten Kon-
vergenzraten hat. Dass solche Fille tatsdachlich auftreten konnen, werden wir im Beweis
zur iibernéchsten Proposition sehen.

Proposition 4.22. Sei u' eine R-minimierende Liosung, die eine approzimative Un-
gleichung im Sinne von Definition 4.15 mit d(r) > 0 fir alle r > 0 erfillt. Fzistiert zu
d eine Magjorante d der Form d(r) = ar~® mita >0 und b > 0, so liefert Satz 4.19 die
Parameterwahl
_b
a(d) = coP "
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4. Konvergenzraten

mit einer Konstante ¢ > 0 und die Konvergenzrate
R ()0 ot
BE (upys), ul) = O(65+17).
Beweis. Der Kiirze halber schreiben wir statt a(d) nur o. Mit den Bezeichnungen aus

Satz 4.19 und gewissen Konstanten a1, as, a3 > 0 erhalten wir

— —K —by(p—kK)—
U(r) = (r)pTr_% = ayr e w,

-1 _bs g p(b+1)
ad(T™(a)) = apae=1+r " = goapb+DFbr

und aus ad(¥~!(a)) = 67 somit

p(b+1)—br b
§=agd bri =36l bHi",

Mit Konstanten a4, as > 0 gilt des Weiteren

O(r) = (r)%rf% = ayr -

und somit

A(D7L(8)) = a5d™HT = azdF1",
L]

Zur Unterstiitzung der Plausibilitdt des in dieser Arbeit vorgestellten Konzepts der
approximativen Variationsungleichungen ist es interessant, ob bei erfiillter Variations-
ungleichung auch eine approximative Ungleichung fiir eine Referenzungleichung mit gro-
Berem k erfiillt ist; und wenn ja, stimmen dann die auf diesen zwei Wegen erhaltenen
Konvergenzraten iiberein? Die néchste Proposition beantwortet diese Frage positiv. Ein
entsprechendes Resultat fiir lineare Operatoren in Hilbert-Rdumen und approximative
Quellbedingungen findet man in [8].

Proposition 4.23. Seiu' eine R-minimierende Lisung, die eine Variationsungleichung
im Sinne von Definition 4.9 erfiillt, und sei p € (k,p) so gewdhlt, dass ul keine Vari-
ationsungleichung mit u anstelle von k erfillt. Dann erfillt ut eine approzimative Un-
gleichung im Sinne von Definition 4.13 mit p anstelle von k und die aus der exakten
Ungleichung mit k und der approximativen Ungleichung mit p erhaltenen Konvergenz-
raten stimmen tberein.

Beweis. Die Konstanten o, &, 51 und f(a seien die Konstanten aus der von u! mit &
erfiillten Variationsungleichung; v > 0 sei beliebig. Fiir alle u € Mg(p&) und alle r > 0
gilt dann

— &(u—ul) — BiBE (u,ul) — Bor?S(F(u), F(ul))*
< BoS(F(u), F(uh))™ — Bor S(F(u), F(uh))*
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und aus

pP2
(5p1)P2/P1p2
fﬁra,b20,5>0,p1,p2>lundpil+pi2:1mit

ab —eat <

T

f L p [
a = (ﬁQT’yS(F(U),F(’UJ ))I'L) s b:= B2M roH, £ = ]_’ p1i=—, po 1=

folgt somit

) < mave (=€ —ul) = A ER () = Gor S(F(w). F(u))")

< ()7 el T,

d.h. u' erfiillt eine approximative Ungleichung und wir haben zur entsprechenden Ab-
standsfunktion d eine Majorante d der Form d(r) = ar™® mit @ > 0 und b = =

H—K
gefunden. Nach Proposition 4.22 mit p anstelle von « gilt nun
BE(ul, 5, ul) = O(57T4) = O(65") = O(5")
fiir die Parameterwahl
a(d) = P THIH = gk = cPr

mit einer Konstante ¢ > 0. Dies ist genau die Konvergenzrate, die wir mit Satz 4.10
auch direkt aus der fiir x erfiillten Variationsungleichung erhalten. O

In Proposition 4.12 wurde gezeigt, dass unter schwachen Voraussetzungen fiir Varia-
tionsungleichungen stets k < ¢ mit einem gewissen ¢ > 0 gelten muss. Auf den ersten
Blick erscheint es denkbar, dass dies fiir approximative Ungleichungen nicht gelten muss,
sodass iiber den Weg der approximativen Ungleichungen unter Umsténden auch hohere
Raten als O(07) erreicht werden kénnen. Die folgende Proposition schlieft zwar nicht
aus, dass fiir approximative Ungleichungen auch x > ¢ moglich ist, jedoch zeigt sie, dass
die maximal erreichbare Konvergenzrate durch 69 begrenzt wird.

Proposition 4.24. Seien die Voraussetzungen von Proposition 4.12 erfillt, wobei u'
jedoch eine approximative Ungleichung mit d(r) > 0 fir alle r > 0 erfille. Mit den
Bezeichnungen aus Satz 4.19 gilt dann

89 =0(d(®"1(8))) fiir 5 — 0.
Beweis. Wir beweisen die Behauptung indirekt, d.h. wir nehmen

d(®~1(9))

5 —0 fiiréd—0 (4.5)
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an. Wie im Beweis zu Proposition 4.12, wobei wir jedoch mit
—&(a —ul) < BIBE (@, ul) + Bor? S(F (@), F(uh))" + d(r)

fir w € M5(pa) und r > 0 statt (4.1) beginnen, folgt fiur ¢ € (0,%p] und r > 0 zunéchst

t t

~~ ~

ul+tuw)—R(u u u u . E_ d
—f(u) < B (R(H—WU) —g(u)) 4 Byr (3(F< Ftu), F( f))q>q a1 (tr) (4.6)

=40, t4>+0Lg/q

Wiéhlen wir nun r(t) := q)_l(t%), d.h. es gilt t = ®(r(¢))?, so erhalten wir einerseits
(unter Verwendung von (4.5))

= —0 firt— +0

und andererseits

r(t)ta ' = T(t)wt(’"(t))n - d(rt(t)) — 0 fiir t — +0.

Somit konvergieren alle Summanden in (4.6) gegen Null und wir erhalten £(u) > 0. Dies
steht jedoch im Widerspruch zur Annahme £(u) < 0. O
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In diesem Kapitel werden wir einige Konvergenzratenresultate aus der Literatur be-
trachten und zeigen, dass das im ersten Teil dieser Arbeit vorgestellte Konzept im ent-
sprechenden Spezialfall die bekannten Konvergenzraten liefert.

5.1. Nichtlineare Operatoren zwischen Banach-Riaumen

Wir betrachten die in [15] untersuchte Situation. Seien also U und V reflexive Banach-
Raume mit den dazugehorigen schwachen Topologien 77 und 7y und sei F' : D(F) C
U — V ein im Allgemeinen nichtlinearer Operator. Die schwache Konvergenz in U bzw.
V bezeichnen wir im weiteren Verlauf dieses Abschnitts mit ,,—; fiir die Normkonvergenz
bendtigen wir kein Symbol. Wir wihlen S(v1,v2) := |lv; — v2]| und p > 0, d.h. wir
betrachten das Tikhonov-Funktional

T, (w) = |[F(u) = 0°|” + aR(w)

mit [|v® — || < § fiir ein vorgegebenes v* € V. Auf diesen Spezialfall waren wir bereits
in Abschnitt 3.3.1 eingegangen. Im Weiteren sei stets Voraussetzung 3.8 erfiillt und R
sei konvex.

Die Arbeit mit Subgradienten im Sinne von Definition 4.1, d.h. mit schwach stetigen
linearen Funktionalen auf U wird durch die folgende Proposition erleichtert.

Proposition 5.1. Seien W ein Banach-Raum und Ty die schwache Topologie auf W.
Ein lineares Funktional auf W ist genau dann normstetig, wenn es schwach stetig ist.

Beweis. Die Behauptung ist trivialerweise erfiillt, da nach Definition der schwachen
Konvergenz im Banach-Raum

wp = w < ((wg) — C(w) fiir alle ¢ € W/

gilt (W’ sei der Dualraum beziiglich der Normtopologie), d.h. jedes normstetige lineare
Funktional ist automatisch schwach stetig. Da in R schwache Konvergenz und Norm-
konvergenz iibereinstimmen, folgt umgekehrt aus der schwachen Stetigkeit eines linearen
Funktionals auch die Normstetigkeit. O

Sei im Weiteren uf € Dp = {u € D : OR(u) # 0} stets die selbe R-minimierende
Lésung. Da relativ kompakte Teilmengen eines reflexiven Banach-Raumes beschrankt
sind, existiert fiir jedes a > 0 eine Konstante K, > 0, sodass

|u—ul|| < K, fiir alle u € My(oc)

gilt. Wir nehmen an, dass die folgenden Voraussetzungen von u! erfiillt werden.
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Voraussetzung 5.2. Es gilt:

(i) D(F) ist sterndhnlich beziiglich uf, d.h. fiir jedes u € D(F) existiert ein tq > 0,
sodass ul +t(u — u') € D(F) fiir jedes t € [0, o] gilt.

(ii) Es existiert ein beschriinkter linearer Operator F'(u') : U — V, sodass

H Fu + t(u — uh)) — Fuh)

. —F'(uT)(u—uT)HHO fir t — 40

fiir jedes u € D gilt.

Aus der Konvexitit von R und der Sternihnlichkeit beziiglich uf von D(F) folgt die
Sternéhnlichkeit beziiglich uf von D. Im Weiteren bezeichnen wir mit F’(uf)* : V! — U’
den adjungierten Operator zu F’(u'). Dabei sind U’ und V' die Dualriume von U und
V' beziiglich der Normtopologien.

Definition 5.3. Wir sagen, dass ul eine Quellbedingung erfiillt, wenn ein & € GR(UT)
mit & € im F'(ul)* existiert. Wir sagen, dass ul eine approzimative Quellbedingung
erfiillt, wenn ein £ € R (u') mit & € im F’(ul)* existiert und definieren die zu u! und ¢
gehorende Abstandsfunktion d : [0,00) — [0, 00) durch

d(r) == min{[|¢ — F'(u")*nll :n € V', ]| < 7).

Die Funktion d aus Definition 5.3 ist nach [15] wohldefiniert, nicht negativ, endlich
und monoton fallend. Erfiillt u eine Quellbedingung, so erfiillt u! offensichtlich auch
eine approximative Quellbedingung und es existiert ein ro > 0 mit cz(r) = 0 fiir alle
r > ro. Im Fall £ € im F/(uf)* \ im F'(u)* gilt stets d(r) > 0 fiir alle 7 > 0 und d ist
streng monoton fallend (vgl. [15]).

Die folgende Definition ist aus [15] {ibernommen, wobei wir die Handhabung der
Niveaumengen des Tikhonov-Funktionals geringfiigig an das Konzept dieser Arbeit an-
gepasst haben.

Definition 5.4. Seien ¢1,co > 0. Der Operator F heift nichtlinear vom Grad (e, c2)
beziiglich R, u und ¢ € OR(u'), wenn Konstanten ¢ > ¢,R(ul), @ > 0 und K > 0
existieren, sodass

1F(u) = F(u") = F'(uf)(u —u)|| < K||IF(u) = F(u")]|* BE (u, u)
fir alle u € M5 (o) gilt.

Das néchste Lemma findet man in &hnlicher Form ebenfalls in [15] (Lemma 3.1 und
Formel (4.3)).

Lemma 5.5. Die R-minimierende Losung u' erfille eine approzimative Quellbedingung
im Sinne von Definition 5.3 und F sei nichtlinear vom Grad (cy,c) beziglich R, u' und
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5.1. Nichtlineare Operatoren zwischen Banach-Rdumen

§ mit c1 € (0,1 — o] und c2 € [0,1). Des Weiteren seien r := 2 und ro > 0. Dann
existieren Konstanten $; € [0,1), B2 > 0 und v > 0, sodass

—&(u—ul) < BiBE (u,ul) + BorY | F(u) — F(uh)[|* + Kad(r)

1
1—co -

fiir alle u € Ms(o&) und alle r > ro gilt. Dabei ist $1 = ca und v =

Bewers. Fir r > 0 sei n, € V' ein Element, fiir welches das Minimum in der Definition
von d(r) angenommen wird. Dann gilt fiir u € Mz(o&) zundchst
—&(u—u) <[ (F'(ul)"ne + & = F'(ul)"np) (w — ul)
= |ne (F'(u") (w = uh)) + (€ = F'(u) ) (w = u)]
< e I1F (@b (u = uh) | + 1€ = F'(ul) n, || [Ju = ul|
~~~ —_—
<r =d(r) <Ka
< r|[F(u) = F(u') = F'(uh)(u — u") + F(u") = F(u)|| + Kad(r)
< Kr||F(u) = F(ul) [ BE (u,uh)? + 7| F(u) = F(u")|| + Kad(r).

Wir missen nun zwei Falle unterscheiden:

e Fall co = 0. Wir erhalten

—&(u—u) < Kr| F(u) — F(uh)||* + 7| F(u) — F(u")|| + Kad(r)
= (Kr+7||F(u) = F(uh)|'") | F(u) = F(uh)|* + Kad(r)

1—cq

< (K +(0a) 7 )rllF(u) = F(uh) [ + Kad(r).

e Fall co € (0,1). Wir wenden die Ungleichung

pP1 bp2 1 1
abga——l—— fir a,b>0, —+—=1, pi,p2>1
P P2 Pt P2
mit
R (0 )2 N 1 1
a:= B (u,u')?, b= Kr|F(u) — Fu")|?, p1:=—, p2:=
(&) 1—62

an und erhalten
—&(u—ul) < Kr||[F(u) — F(ul) | BE (u,ul)® + r||F(u) — F(ul)|| + Kad(r)

R, ot _ i s T N
< Bt (u,ul) + (1 —eg) K=oz r =<2 ||[F'(u) — F(u') T=<
+r||F(u) — Fuh)|| + Ksd(r)
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5. Spezialfélle

und weiter
—&(u—ul)
11 l1—cj—cg el
= (1= e)K™=amr™a 4 r|[F(u) - F(uh)| 2 )| F(u) - F(uh)| ™
+ 2B (u,ul) + Kd(r)

1 loep—eg =2\ 1 G
< (A=) K5 + (oa) 7o) rg 2 )17 || F(w) — F(ul)[ ™
+ CQB?(U, ul) + Kgd(r). O

Satz 5.6. Die R-minimierende Losung u' erfille eine approzimative Quellbedingung im
Sinne von Definition 5.8 und F sei nichtlinear vom Grad (cy,ca) beziiglich R, u' und

€ mit ¢; € (0,1 — 2], c2 € [0,1) und 2 < p. Dann erfillt ul eine approzimative

Ungleichung im Sinne von Definition 4.18 mit k = 1%~ € (0,p) und es gilt

Cc2

d(r) < Kad(r)  fiir alle v > ro > 0.
Beweis. Die Behauptung folgt sofort aus Lemma 5.5. O

Erfiillt «' eine Quellbedingung, so erfiillt «' nach Satz 5.6 eine Variationsunglei-
chung und Satz 4.10 und [15, Theorem 3.3] liefern die selbe Konvergenzrate. Analog
gilt: Erfiillt u! eine approximative Quellbedingung, so erfiillt u! auch eine approximati-
ve Ungleichung. Gilt d(r) > 0 fiir alle r > 0, so liefern Satz 4.19 und [15, Theorem 4.3|
abgesehen von eventuellen Unterschieden zwischen d und d die selbe Konvergenzrate,
d.h. die Struktur von ® und V¥ in dieser Arbeit stimmt mit der Struktur von ® und ¥
in [15] {iberein. Aus Proposition 4.21 folgt in Verbindung mit Satz 5.6 aufserdem, dass
die mit dem Konzept dieser Arbeit erhaltene Konvergenzrate mindestens so gut ist wie
die Rate aus [15].

Bemerkung. In [19] und [15] wird gezeigt, dass fir den Fall ¢; = 0 und ¢ = 1 aus der
Quellbedingung & = F'(uf)*n mit K||n|| < 1 eine Variationsungleichung mit x = 1 folgt.
Die Umkehrung, d.h. aus einer Variationsungleichung mit x = 1 folgt die Quellbedin-
gung, gilt, falls F und R in ul Gateaux-differenzierbar sind (siehe [29]).

Sind R und F in u! Gateaux-differenzierbar, so kann man zeigen, dass die Voraus-
setzungen von Proposition 4.12 bzw. Proposition 4.24 mit ¢ = 1 erfiillt sind (vgl. [16]).
Wir werden dieses Resultat weiter unten fiir beschrankte lineare Operatoren zwischen
Hilbert-Raumen beweisen.

5.2. Nichtlineare Operatoren zwischen Hilbert-Raumen

Analog zum vorhergehenden Abschnitt kénnen wir nichtlineare Operatoren auch zwi-
schen Hilbert-Radumen U und V betrachten. Dies ermoglicht uns die Formulierung von
allgemeineren Quellbedingungen: Erfiille F die Voraussetzung 5.2 und sei F'(u!)* : V —
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5.3. Lineare Operatoren zwischen Hilbert-Rdumen

U der Hilbert-Raum-Adjungierte zu F’(u'). Dann verstehen wir unter einer Quellbedin-
gung eine Darstellung der Form

&= (F'(u") F'(uh)"n
fiir ein n € V und mit p € (0,1]. In [16] wird gezeigt, dass aus solch einer Quellbedin-
gung eine Variationsungleichung folgt, wobei die Konstante x von g und dem Grad der
Nichtlinearitdt von F' abhéngt. Fiir Details verweisen wir auf [16].

5.3. Lineare Operatoren zwischen Hilbert-Rdumen

Wir betrachten einen beschriankten linearen Operator A : U — V zwischen Hilbert-
Réaumen U und V und das Tikhonov-Funktional

) é
T, (u) = [|Au = 0°[* + alul|?,

wobei ||v9 — 0| < 6 und v° € im A gelten soll. In Abschnitt 3.3.2 hatten wir die-
se Situation bereits betrachtet und gezeigt, dass die Satze iliber Existenz, Stabilitét
und Konvergenz der Minimierer des Tikhonov-Funktionals aus Abschnitt 3.2 anwend-
bar sind. Wir stellen zusitzlich fest, dass R = ||+||*> konvex ist und Dp # () gilt. Im
Beispiel in Abschnitt 4.1.1 hatten wir auferdem Bgz(u, @) = ||u — @||* gezeigt.

In der Literatur (z.B. [9]) werden zum Beweis von Konvergenzraten an eine R-mini-
mierende Losung u! Quellbedingungen der Form

ul € im (A*A)* mit p € (0,1]
vorausgesetzt. Fiir den Fall ;4 = 1 erhdlt man dann die Rate
4
[ulys) — ul|* = O(3).

Um diese Rate mit Hilfe einer Variationsungleichung zu erreichen, miisste xk = % gelten.
Dies ist aufgrund der folgenden Proposition jedoch nicht méglich.

Proposition 5.7. Fir den betrachteten Spezialfall eines linearen Operators zwischen
Hilbert-Raumen sind die Voraussetzungen von Proposition 4.12 bzw. Proposition 4.24
mit ¢ = 1 erfillt.

Beweis. Die R-minimierende Losung u' erfiille also eine Variationsungleichung bzw.
eine approximative Ungleichung. Wir setzen

wi=—ul und to := min{l7 ﬁ} >0
(bzw. tp := 1, falls A =0). Dann gilt

E(u) = (u, 2uh) = —2[[uf|* <0
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und fiir ¢ € (0, ¢o] gilt

T3 (u! + tu) = TY((1 = t)ul) = )| Au’|* + a1 - ) ul||?
Y

a

< (V5 + (= t))alul|® < 2a]u’? < ea,
d.h. u + tu € Ms(pa). Die Grenzwerte Lgr und Ls aus Proposition 4.12 existieren
offensichtlich und es gilt Lz = (u,2u'). O

Wir haben nun also eine Situation, fiir die das in dieser Arbeit vorgestellte Konzept
nicht die beste Konvergenzrate liefert. In [16] wird jedoch gezeigt, dass aus einer Quell-
bedingung u! € im (A* A)* mit p € (0, %) eine Variationsungleichung mit x = ﬁ—’g# folgt.
Fir p = % gilt dies ebenfalls, wie wir in Abschnitt 5.1 bereits festgestellt hatten (man
beachte im (A*A)% = im A*). Somit liefert unser Konzept wenigstens fiir p € (0, 3] die
selben Konvergenzraten wie klassische Quellbedingungen.

Wir wollen nun noch zeigen, wann die Voraussetzungen von Proposition 4.17 im be-
trachteten Spezialfall erfillt sind.

Proposition 5.8. Sei ul eine R-minimierende Lisung, die eine approzimative Unglei-
chung im Sinne von Definition 4.18 erfillt. Gilt 81 > 0, so ewistiert kein u € U mit
Au =0, |Jul|? = 0 und (u —ul,2ul) = %(g — |luf||?). Gilt 31 = 0, so existiert genau
dann kein solches u, wenn A injektiv ist.

Beweis. Zunichst stellen wir fest, dass u! € (ker A)*L gilt: Denn wire dies nicht so, so
wiirden u; € ker A\ {0} und uy € (ker A)* mit u = uy + uy existieren und mit dem
Satz von Pythagoras wiirde |[uf]|? = [ju1|? + [Ju2?, d.h. |ua|® < [luf||?, folgen. Da
Aug = A(uy + ug) = Aul gilt, ist dies ein Widerspruch zu der Annahme, dass u' eine
R-minimierende Losung ist. Es gilt nun also

Au=v" = Aw-u)=0 = w—-uckerd = (u—ul ul)=0.

Im Fall 5; > 0 fiihrt die Existenz eines Elements u € U entsprechend der Proposition
wegen

1-p1
——

0= (u—uf 2u) = =2 (o — |uf|?) <0
N———

zu einem Widerspruch.

Gilt 8; = 0 und ist A injektiv, so ist u' die einzige Losung. Wegen ||u'||? < o existiert
also kein u € U mit den in der Proposition formulierten Eigenschaften. Ist A nicht
injektiv, so existiert ein @ € ker A mit @ # 0. Setzen wir t := /o — |[uf]|? und

llall

u = ul +ti, so gilt Au =0, also (u — uf,u’) = 0, und somit
[l = [[a]? + lu — o[> = [u|* + £]|a@]* = o,

d.h. u erfiillt die Eigenschaften aus der Proposition. O
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6. Ausblick

Abschliefiend wollen wir einige Anmerkungen und Gedankengénge zusammentragen, die
im ersten Teil dieser Arbeit bisher keine oder nur wenig Beachtung gefunden haben.

e Bei der Arbeit mit topologischen Rédumen fallt auf, dass die Folgenkonvergenz re-
lativ unnatiirlich ist, im Gegensatz zu metrischen Rdumen. Aus rein theoretischem
Interesse wire denkbar, die Sétze 3.3 (Existenz von Minimierern), 3.4 (Stabilitét
des Minimierungsproblems) und 3.7 (Konvergenz bei 6 — 0) auch fiir die in Ka-
pitel 2 eingefiithrte Netzkonvergenz zu formulieren. Aus numerischer Sicht ist dies
jedoch von keinerlei Bedeutung.

e Wie in Abschnitt 3.1 bereits erwédhnt, kann man statt der p-ten Potenz von
S(F(+),v?) im Tikhonov-Funktional auch f(S(F(),v°%)) fiir eine gewisse Klasse
von Funktionen f : [0, 00] — [0, 00] betrachten. Die in dieser Arbeit verwendeten
Techniken lassen sich dann jedoch nicht ohne Weiteres auf diese allgemeinere Si-
tuation iibertragen. In diesem Zusammenhang sollten die Resultate in [31] genauer
untersucht werden.

e Von groftem Interesse sind sogenannte Converse-Results, d.h. Aussagen die von
einer Konvergenzrate des Bregman-Abstandes bei 6 — 0 Schliisse auf die Erfiil-
lung einer Variationsungleichung zulassen. In [16] wurde ein solches Resultat fiir
Hilbert-Raum-Situationen formuliert. Jedoch wurde dort der Umweg iiber Quell-
bedingungen gewéhlt. Offen ist, ob auf dem direkten Weg (sofern ein solcher exis-
tiert) bessere Ergebnisse, d.h. Variationsungleichungen mit groferem « als in [16],
erreicht werden konnen.

e Aus numerischer Sicht sind nur Exponenten p > 1 im Tikhonov-Funktional sinn-
voll. Dies ist vermutlich der Grund, weshalb auch bei theoretischen Untersu-
chungen bisher stets p > 1 vorausgesetzt wurde. Im Rahmen dieser Arbeit stellte
sich heraus, dass die verwendeten Techniken auch den Fall p € (0, 1) abdecken. Bei
der Betrachtung von Konvergenzraten fiir p € (0,1) tritt der bisher unbekannte
Effekt auf, dass der Exponent p (im Banach-Raum-Fall) eine obere und nicht an-
nehmbare Schranke fiir x in der Variationsungleichung darstellt und somit die mit
den Techniken dieser Arbeit erzielbaren Konvergenzraten geringer als O(dP) sind.
Fir p > 1 wird die erzielbare Konvergenzrate hingegen durch Proposition 4.12
begrenzt. Eine tiefer gehende Schilderung und Interpretation dieser Beobachtung
findet man in [17].

e Es wurde gezeigt, dass bei Betrachtung linearer Operatoren zwischen Hilbert-
Réumen die mit Hilfe der in dieser Arbeit verwendeten Form von Variations-
ungleichungen maximale erreichbare Konvergenzrate bei O(9) fiir den Bregman-
Abstand liegt (vgl. Proposition 5.7). Offen ist, ob mit einem &hnlichen Konzept
unter Verzvendung eines anderen Typs von Variationsungleichungen die maximale
Rate O(63) erreicht werden kann.

45



46



II. Numerische Studie

Im zweiten Teil dieser Arbeit soll die Methode der Tikhonov-Regularisierung, die wir
bisher nur aus der theoretischen Perspektive betrachtet haben, anhand eines konkreten
Problems aus der Praxis demonstriert werden.

Wir begeben uns dazu auf das Gebiet der Ultraschalltechnik und stellen ein Ver-
fahren zur Untersuchung des von Ultraschallwandlern erzeugten Schallbildes vor, die
Schlierentomografie.

Nachdem wir uns einen Uberblick iiber die Thematik verschafft haben, werden wir
zunéchst einige Werkzeuge bereitstellen, um im Anschluss ein mathematisches Modell zu
formulieren. Ausgehend von diesem Modell werden wir uns sukzessive der praktischen
Umsetzung anndhern. Den Abschluss dieses Teils der Arbeit bildet die Présentation
einiger numerischer Resultate.
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7. Ultraschall und Ultraschallwandler

Ultraschalltechnik hat im Laufe des 20. Jahrhunderts eine Vielzahl von Anwendungs-
moglichkeiten erschlossen. Nicht nur in der Medizin zur Visualisierung des Korperin-
neren eines Menschen oder zur Entfernung diverser Ablagerungen wie Gallensteinen,
sondern zum Beispiel auch in der Industrie zur Bearbeitung oder Qualitatspriifung von
Werkstiicken und in der Seefahrt zur Messung der Meerestiefe oder zum Auffinden von
Fischschwérmen ist sie kaum noch wegzudenken.

Als Ultraschall bezeichnet man Schallwellen, deren Frequenz oberhalb der menschli-
chen Horgrenze von 20 kHz liegt. Erzeugt wird er durch so genannte Ultraschallwandler
(auch Ultraschall-Transducer genannt), die elektrischen Wechselstrom, dhnlich wie ein
Radiolautsprecher, in Schallwellen umwandeln.

Schallwellen konnen sich nur in Materie, also zum Beipiel in Luft oder Wasser, aus-
breiten. Dabei werden die Teilchen (z.B. Wassermolekiile) abwechselnd verdichtet und
sauseinandergezogen®. Wesentliche Kenngrofie von Ultraschallwellen ist neben der Fre-
quenz die Amplitude (maximale Auslenkung) der Wellen. Physikalisch nicht ganz prézise
werden wir im Weiteren die Auslenkung mit dem im Transportmedium erzeugten Druck,
dem Schalldruck, gleichsetzen. Dieser wechselt also stets entsprechend der Frequenz des
Ultraschalls zwischen positiven und negativen Werten.

Die wesentlichen technischen Entwicklungen auf dem Gebiet des Ultraschalls fanden
in der Zeit des Zweiten Weltkriegs statt, doch auch heute wird aufgrund der zahlreichen
Anwendungsmoglichkeiten noch itensiv an der Weiterentwicklung der Ultraschallwand-
ler gearbeitet. Fiir einige Bemerkungen zur Geschichte der Ultraschalltechnik sei auf [24]
verwiesen.

Ziel bei der Konstruktion von Ultraschallwandlern ist eine moglichst vorteilhafte
Form des Schallbildes, d.h. eine fiir die entsprechende Anwendung geeignete Druck-
verteilung im Transportmedium des Schalls. Bei einfachen Ultraschallwandlern setzt
sich das Schallbild iiblicherweise aus mehreren keulenférmigen Bereichen unterschiedli-
chen Schalldrucks zusammen. In der so genannten Hauptkeule ist der Druck (genauer:
der maximale Druck) am hochsten, dies ist der erwiinschte Anteil am erzeugten Schall.
Aufgrund physikalischer Effekte entstehen jedoch neben der Hauptkeule mehrere Ne-
benkeulen, in denen der Schalldruck zwar schwécher ist als in der Hauptkeule, die aber
zu Storeffekten beim Einsatz des Schallwandlers fithren konnen. So ist es zum Beispiel
moglich, dass die Nebenkeulen bei auf Echoeffekten beruhenden Bildgebungsverfahren
zu Bildfehlern fiihren. Kurze, auf das Wesentliche konzentrierte Erlauterungen zur Pro-
blematik der Nebenkeulen und allgemeiner zur Ausbreitung von Ultraschallwellen findet
man in [14].

Seit einigen Jahren werden verstérkt Gruppenstrahler (auch als Phased-Array-Wand-
ler bezeichnet) zur Erzeugung von Ultraschall eingesetzt. Dies sind Ultraschallwandler,
die aus mehreren kleinen Wandlern zusammengesetzt sind. Durch geschickte, computer-
gestiitzte Steuerung kénnen mit Gruppenstrahlern komplexe Schallbilder erzeugt wer-
den, die fiir viele Anwendungen besser geeignet sind als herkbmmliche Ultraschallwand-
ler, siehe [35].
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Ultraschallwandler
Hauptkeule

Nebenkeulen

Abbildung 7.1.: Beispiel fiir das von einem Ultraschallwandler erzeugte Schallbild mit
Hauptkeule und Nebenkeulen.

Neben den technischen Anforderungen miissen aus Sicherheitsgriinden auch recht-
liche Vorgaben bei der Konstruktion von Ultraschallwandlern beachtet werden. Nicht
nur in der Medizin, sondern auch beim Einsatz in der Industrie halten sich Menschen
langere Zeit in der Umgebung von Ultraschallquellen auf, sodass zur Vermeidung von
Gesundheitsrisiken durch dauerhafte oder zu starke Bestrahlung mit Ultraschallwellen
eine genaue Kenntnis des Schallbildes erforderlich ist.

In der Praxis werden die Konstruktionsparameter ausgehend vom gewiinschten Schall-
bild durch Berechnungen bestimmt. Die Uberpriifung des Schallbildes erfolgt dann iib-
licherweise durch Messung des Schalldrucks an jedem Punkt eines rdumlichen Ras-
ters. Dieses Verfahren ist sehr zeitaufwéndig und fehleranféllig. Einen anderen, deutlich
schnelleren und zugleich préaziseren Weg zur Kontrolle und Bewertung von Ultraschall-
wandlern bietet die Schlierentomografie.
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8. Prinzip der Schlierentomografie

Im Jahr 1864 entwickelte der deutsche Chemiker und Physiker August Toepler eine
Fotografiemethode, die so genannte Schlierenfotografie, mit der Dichteunterschiede in
Gasen und Fliissigkeiten sichtbar gemacht werden konnten (siehe [20]). Theoretisch un-
terlegt wurde dieses Verfahren 1935 durch die Raman-Nath-Theorie, die den Einfluss
von Ultraschallwellen auf die Ausbreitung von Licht in Wasser beschreibt.

Im Wesentlichen besteht ein Schlierensystem aus einer punktformigen Lichtquelle
(z.B. Laser), einem zylindrischen, aufrecht stehenden Wassertank und einer Kamera,
sowie einigen Linsen oder Hohlspiegeln. Das von der Lichtquelle abgegebene Licht wird
durch eine Linse zu einem Biindel von parallelen Lichtstrahlen (wir verzichten hier zu
Gunsten der Anschaulichkeit auf die physikalisch préazise Beschreibung) geformt, wel-
ches in horizontaler Richtung durch den Wassertank geleitet wird. Auf der Ober- oder
Unterseite des Tanks ist ein Ultraschallwandler montiert; auf der gegeniiberliegenden
Seite eine Einrichtung zur Absorption der vom Wandler erzeugten Ultraschallwellen
(vgl. Abbildung 8.1). Der Ultraschall verursacht Druck- und somit Dichteunterschiede
im Wasser, die zur Beugung des durchlaufenden Lichts fithren. Beim Austritt aus dem
Wassertank wird das Licht durch eine Linse fokusiert und der nicht gebeugte Anteil, d.h.
der Anteil des austretenden Lichts, der noch die selbe Richtung wie vor dem Durchlau-
fen des Tanks besitzt, herausgefiltert. Das verbleibende Licht trifft auf die Kamera und
erzeugt das Schlierenbild. Je stérker das Licht in einem bestimmten Bereich des Wasser-
tanks gebeugt wird, desto heller erscheint die entsprechende Region auf dem Bild. Zur
prézisen Beschreibung der physikalischen Vorgénge sei auf [22] und [13] verwiesen.

Ultraschallwandler

Wassertank Bildebene (Kamera)
Linse . _4_ Linse :

Lichtquelle

KOO : gebeugtes Licht
Ultraschallabsorber ungebeugtes Licht

Abbildung 8.1.: Schematische Darstellung eines einfachen Schlierensystems.

Man kann zeigen, dass die Helligkeit eines Punktes auf dem Schlierenbild proportio-
nal zum Quadrat eines gewissen Integrals ist; integriert wird iiber den Druck entlang

51



8. Prinzip der Schlierentomografie

des (nicht gebeugten) Lichtstrahls, der zum entsprechenden Bildpunkt gehort. Diese
Beobachtung stellt die Grundlage fiir die Schlierentomografie dar, mit deren Hilfe man
die Druckverteilung und damit die Ausbreitungseigenschaften der Ultraschallwellen im
Wassertank rekonstruieren kann.

Analog zur Computertomografie, bei der (vereinfacht gesagt) Rontgen-Bilder aus ver-
schiedenen Richtungen aufgenommen werden, um daraus ein dreidimensionales Bild des
Korperinneren zu berechnen, werden bei der Schlierentomografie mehrere Schlierenfoto-
grafien aus verschiedenen Richtungen aufgenommen, um daraus die Druckverteilung im
Tank zu ermitteln.

Die Berechnung der dreidimensionalen Druckverteilung (genauer: von zweidimensio-
nalen Schnittbildern der dreidimensionalen Druckverteilung) aus den aufgenommenen
Schlierenfotografien soll Gegenstand der folgenden Kapitel sein.

An dieser Stelle sei angemerkt, dass die beschriebene Technik die einfachste Aus-
fiihrung eines Schlierensystems darstellt. In der Praxis verwendete Systeme enthalten
komplexe elektronische Bauteile, die eine dufserst genaue Synchronisation von Lichtquel-
le, Ultraschallwandler und Kamera erméglichen, um zum Beispiel Bilder von sehr kurzen
Wellensequenzen oder so genannten Stofswellen zu erzeugen.
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9. Mathematische Modellierung

Wir werden nun ein Modell zur mathematischen Behandlung der Schlierentomografie
aufstellen. Dabei beschranken wir uns auf die Rekonstruktion der Druckverteilung im
Wassertank entlang einer horizontalen Ebene. Soll die Druckverteilung im gesamten
Tank, d.h. in drei Dimensionen, berechnet werden, so muss das im Weiteren entwickelte
Verfahren fiir mehrere horizontale Ebenen angewendet werden. Aus den Einzelergeb-
nissen kann dann eine dreidimensionale Darstellung zusammengesetzt werden. Bei der
Modellierung orientieren wir uns an [12].

Sei Q := {(z,y) € R? : 22 +4? < 1} die offene Einheitskreisscheibe im R? und sei H >
0 die Hohe des Wassertanks. Wir beschreiben den Inhalt des Tanks als  x (0, H) C R3.
Mit h € (0, H) bezeichnen wir das Niveau im Tank, fiir welches wir die Druckverteilung
rekonstruieren mochten. Die Druckverteilung sei eine reellwertige Funktion u auf R?
mit suppu C Q. Zur Rekonstruktion seien N € N Schlierenfotografien gegeben. Da
wir uns hier auf eine horizontale Ebene einschranken, wird von jedem Bild nur die zur
Hohe h gehorende ,,Zeile benotigt. Diese modellieren wir als reellwertige Funktion v;,
i =1,...,N, auf der reellen Achse mit suppv; C [~1,1]. Mit o; € S! = {(z,y) €
R? : 22 + 42 = 1} bezeichnen wir entsprechend einen Einheitsvektor, der parallel zur
Bildebene verlduft (vgl. Abb. 9.1), und wir setzen o;- := (—0?2,0}), wobei die oberen
Indizes die Vektorkomponenten bezeichnen.

Bildebene A

supp v;

Abbildung 9.1.: Lagebeziehung zwischen dem Vektor o; und der Bildebene.

Setzen wir u € L'(£) voraus, so kann das direkte Problem der Schlierentomografie,
d.h. die Bestimmung der v; aus der Kenntnis von u, durch die folgende Familie von
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9. Mathematische Modellierung

Abbildungen beschrieben werden:
1 2

U — /u(-ai+qail)dq , 1=1,...,N.
1

Nach dem Satz von Fubini existieren diese Integrale und die durch die rechte Seite
gegebenen Funktionen besitzen einen in [—1, 1] enthaltenen Trager.

Das inverse Problem besteht entsprechend darin, aus der Kenntnis der v; die Druckver-
teilung v zu bestimmen. Bevor wir dies mathematisch exakt in geeigneten Unterrdumen
von L'(2) formulieren, bendtigen wir noch einige Werkzeuge.

Um Missverstandnisse zu vermeiden, sei an dieser Stelle darauf hingewiesen, dass die
oben eingefiihrten Bezeichnungen H und h nicht mehr beno6tigt werden und in spéateren
Kapiteln mit einer anderen Bedeutung belegt sein kénnen.
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10. Wavelets

In diesem Kapitel werden wir einige Aspekte aus der Theorie der Wavelets vorstellen.
Dabei beschranken wir den Umfang der Ausfiihrungen auf das fiir die numerische Losung
des betrachteten inversen Problems notwendige Minimum. Fiir tiefer gehende mathe-
matische Abhandlungen der Wavelet-Theorie seien die Biicher [6] und [23] empfohlen.
Anwendungsorientierte Einfithrungen bieten [1], [11] und [30].

Die Grundidee der Wavelet-Theorie ist, d&hnlich zur Fourier-Analysis, die Zerlegung
von Funktionen in kleine ,Bausteine”, welche durch Verschiebung und Streckung aus ei-
nigen wenigen ,Grundbausteinen“ entstehen. Mittels solcher Zerlegungen kénnen Funk-
tionen untersucht und zweckméfig verdndert werden. Letzteres spielt besonders in der
Signal- und Bildverarbeitung eine wichtige Rolle.

Wir werden zundchst den Begriff des Wavelets, die kontinuierliche Wavelet-Trans-
formation und orthogonale Wavelet-Basen einfithren. Im Anschluss konstruieren wir die
Familie der so genannten Daubechies-Wavelets und erldutern an diesem Beispiel den Al-
gorithmus der schnellen Wavelet-Transformation. Nachdem die grundlegenden Gedan-
ken im eindimensionalen Fall dargestellt wurden, werden wir diese auf zwei Dimensionen
iibertragen.

10.1. Grundbegriffe

Definition 10.1. Ein Wavelet (auch Mutter-Wavelet genannt) ist eine Funktion 1 :

R — R, die der Bedingung
)12
[EOE,,
J o

geniigt.

Dabei bezeichnet 1& die Fourier-Transformierte von 1, d.h.
P(w) == /¢($)e_iw dx.

Allgemeiner kann man auch komplexwertige Wavelets betrachten, wir beschranken uns
hier jedoch auf den reellen Fall.

Beispiel. Die Funktion
1, x €0, %),
1

¢(x) = _17 HARS [%7 )7
0, sonst

ist ein Wavelet, das Haar- Wavelet.
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10. Wavelets

Durch Verschiebung und Streckung des Wavelets erhalten wir eine Vielzahl weiterer
Funktionen. Fiir s # 0 und ¢ € R definieren wir die Funktionen ;) : R — R durch

Vs (@) = V/]s[v(sz —1).

Das Wavelet wird also um ¢ entlang der reellen Achse verschoben und anschlieffend um
den Faktor s gestaucht. Der Faktor 4/|s| dient der Normierung.

Definition 10.2. Sei 1) € L?(R) ein Wavelet. Fiir f € L?(R) heifit die durch

definierte Funktion Wy, f : (R\ {0}) x R — R Wavelet- Transformierte von f beziiglich
¥ und die auf L?(R) definierte Abbildung Wy, heift Wavelet- Transformation beziiglich

.

Man kann zeigen, dass aus der Wavelet-Transformierten einer Funktion die urspriing-
liche Funktion vollstdndig rekonstruiert werden kann (siehe [30]). Es geniigt sogar die
Kenntnis der Wavelet-Transformierten an geeignet gewéhlten, abzahlbar vielen Punkten.
Dies werden wir im weiteren Verlauf dieses Kapitels prézisieren.

Definition 10.3. Eine Multi-Skalen-Analysis in L?(R) ist ein Folge Vo C V; C V5 C
.-+ C L%(R) von abgeschlossenen Unterriumen von L?(R), die die folgenden Bedingun-
gen erfiillt:

i) UV = L2(®R),
J€No

(i) f€Vy< f(e—k) €V fiir alle k € Z,

(ii) f € Vo< f(27+) € V; fiir alle j € Ny,

(iv) es existiert ein ¢ € Vj, sodass {¢(e — k) : k € Z} eine Orthonormalbasis von
ist.

Die Funktion ¢ heifst Skalierungsfunktion (oder auch Vater-Wavelet).

Bei der Definition der Multi-Skalen-Analysis stiitzen wir uns auf [34], um spéter die
Charakterisierung der Besov-Réume mittels Wavelets ohne Anderungen iibernehmen
zu konnen. Die meisten Autoren betrachten allerdings doppelt unendliche Folgen von
Teilrdumen (j € Z); dies fiihrt aber im Wesentlichen zu denselben Aussagen.

Setzen wir .

k() = 210(2x — k), z€ER,

fir K € Z und j € Ny, so sieht man leicht, dass {p; : k € Z} fiir jedes j € Ny eine
Orthonormalbasis von Vj ist.
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10.2. Daubechies-Wavelets

Mit W; bezeichnen wir im Folgenden stets das orthogonale Komplement von V; in
Vj+1. Kernpunkt der Wavelet-Theorie ist nun die Frage, ob es ein Wavelet 1) € Wy gibt,
sodass {¢(s — k) : k € Z} eine Orthonormalbasis in Wy bildet. Dann wére mit

Yip(x) = 250(Pe — k), z€ER,

fir k € Z und j € Ny durch {#; : k € Z} fiir jedes j € Ny eine Orthonormalbasis in W
gegeben. Diese Frage kann unter geeigneten Voraussetzungen an ¢ positiv beantwortet
werden; wir erhalten dann die folgende Aussage.

Satz 10.4. Fiir jedes j € No ist {¢jr : k € Z} U{jx : k € Z,j > j} eine Orthonor-
malbasis in L?(R), d.h. fir f € L*(R) gilt

F=> C%@l‘,k YN Ak (10.1)

keZ j>j k€Z
mat

d= [ ieinwar  wnd &= [ f@udn

Die Vorteile der Darstellung von Funktionen mittels orthonormaler Wavelet-Basen
werden wir spater im Zusammenhang mit der konkreten Formulierung des inversen
Problems der Schlierentomografie diskutieren. An dieser Stelle soll zunéchst nur auf die
grundlegende Interpretation der Darstellung (10.1) eingegangen werden:

Der grofse Vorteil der Darstellung einer Funktion mit Hilfe einer Wavelet-Basis wie in
Satz 10.4 ist die Zerlegung der Funktion in unterschiedlich grofse Details. Die Koeffizien-
ten CJE repriasentieren eine sehr grobe Approximation der Funktion. Die Koeffizienten
di hingegen spiegeln die Details, d.h. die lokalen Eigenschaften der Funktion, wider.
Mit wachsendem j wird der Einfluss der entsprechenden d{t aufgrund des (fiir grofes
j) kleinen Trégers von v immer geringer, sodass eine endlichdimensionale Approxima-
tion in einer Wavelet-Basis (durch Weglassen der Details) deutlich bessere Ergebnisse
erwarten lasst als eine endlichdimensionale Approximation in einer anderen Basis (z.B.
Fourier-Basis).

10.2. Daubechies-Wavelets

In der Signal- und Bildverarbeitung sind besonders Wavelets von Bedeutung, die sowohl
im Zeit- als auch im Frequenzbereich gut lokalisiert sind (siehe [30]). Eine ganze Familie
von Wavelets mit iiberwiegend positiven Eigenschaften stellen die Daubechies-Wavelets
dar, die in den 80er-Jahren von Ingrid Daubechies beschrieben wurden (siehe [6]). Diese
Wavelet-Familie wird durch einen Parameter r € Ny parametrisiert, der die Glattheit
angibt. Das Daubechies-Wavelet der Ordnung r > 1 ist (r — 1)-mal stetig differenzierbar
und das Daubechies-Wavelet der Ordnung r = 0 ist das Haar-Wavelet, also stiickweise
konstant. Im Zeitbereich besitzen die Daubechies-Wavelets einen kompakten Tréger.
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10. Wavelets

Bevor wir zur Konstruktion der Daubechies-Wavelets kommen, wollen wir gleich den
Zusammenhang zum Begriff der Multi-Skalen-Analysis formulieren.

Satz 10.5. Seien ¢ und Y die nachfolgend konstruierten Funktionen. Dann ist durch
Vo := span{p(s — k) : k € Z} und die, entsprechend Definition 10.3, dadurch eindeu-
tig bestimmten Unterriume Vj, j > 1, von L?(R) eine Multi-Skalen-Analysis mit Ska-
lierungsfunktion ¢ gegeben und 1 ist ein passendes Wavelet zu dieser Multi-Skalen-
Analysis, d.h. {¢(s — k) : k € Z} ist eine Orthonormalbasis in Wy.

Abbildung 10.1.: Daubechies-Wavelet der Ordnung r = 3.

Mit Ausnahme des Falles r = 0 sind die Daubechies-Wavelets nicht als geschlossener
Ausdruck darstellbar. Man kann sie jedoch beliebig genau durch ein iteratives Verfahren
approximieren. Der nachfolgend beschriebene Ansatz kann auch allgemeiner angewendet
werden, wir werden uns hier jedoch auf Daubechies-Wavelets beschrianken. Wir folgen
der Beschreibung in [30].

Ausgangspunkt fiir die Konstruktion des Daubechies-Wavelets der Ordnung r ist ei-
ne doppelt unendliche Folge h = (hy)kez, die nur endlich viele Nicht-Null-Elemente
besitzt. Diese Elemente werden wir aus einer Tabelle in [6] und zum Vergleich auch
aus [11] entnehmen. Alternativ konnen die Folgenelemente als Nullstellen gewisser Po-
lynome numerisch berechnet werden (siehe [1]). Der Vollstéandigkeit halber geben wir die
Werte in Tabelle I1.1 nochmals an. Zunéchst wird aus der Folge h eine Approximation
der Skalierungsfunktion ¢ berechnet und daraus anschlieffend eine Approximation des
Wavelets 1.
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10.2. Daubechies-Wavelets

15

05}

Abbildung 10.2.: Daubechies-Skalierungsfunktion der Ordnung r = 3.

Auf dem linearen Raum aller doppelt unendlichen Folgen fithren wir den Operator
H* durch
H*a:=hx (72 a)

ein. Dabei ist To der so genannte Up-Sampling-Operator, d.h.

ar, k gerade,
(T2 a)g =1 2
0, k ungerade,

und a * b mit

(a*b)y := Zak—lbl

IEZ

bezeichnet die Faltung zweier Folgen a und b. Die Folge H*a ist also durch

(H*a)e =Y hpa(T2a)i =D hea(la @) =D hi—gia

leZ leZ leZ

gegeben. Die Konvergenz der Reihe ist gesichert, da h nur endlich viele Nicht-Null-
Elemente besitzt.
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10. Wavelets

r=20 r=4
ho 0,7071067811865475 | hg 0,1601023979741929
h1 0,7071067811865475 | hi 0,6038292697971895
r=1 ho 0,7243085284377726
hg 0,4829629131445341 | hg 0,1384281459013203
h1 0,8365163037378077 | hy  —0,2422948870663823
ho 0,2241438680420134 | hs  —0,0322448695846381
hs —0,1294095225512603 | hg 0,0775714938400459
r=2 hy  —0,0062414902127983
hg 0,3326705529500825 | hg  —0,0125807519990820
h1 0,8068915093110924 | hg 0,0033357252854738
ho 0,4598775021184914 r=>5
hs —0,1350110200102546 | hg 0,1115407433501095
hy —0,0854412738820267 | hq 0,4946238903984533
hs 0,0352262918857095 | ho 0,7511339080210959
r=3 hs 0,3152503517091982
ho 0,2303778133088964 | hy  —0,2262646939654400
h1 0,7148465705529154 | hs  —0,1297668675672625
ho 0,6308807679298587 | hg 0,0975016055873225
hs —0,0279837694168599 | h~ 0,0275228655303053
hgy —0,1870348117190931 | hg —0,0315820393174862
hs 0,0308413818355607 | hg 0,0005538422011614
hg 0,0328830116668852 | hig 0,0047772575109455
hy —0,0105974017850690 | h11 —0,0010773010853085

Tabelle I1.1.: Folgen h zur Beschreibung der Daubechies-Wavelets der Ordnungen 0 bis
5 (nicht angegebene Folgenelemente sind Null)

Wir berechnen aus der durch
o)1, k=0,
€ =
0, £K#0
gegebenen Startfolge e” nun iterativ die Folgen

" i=V2H ", n=1,2,...,

und definieren entsprechend die stiickweise konstanten Funktionen €, durch

en(2) =) eixap (@),

kEZ

60



10.3. Die schnelle Wavelet-Transformation

wobei I}! := [2% - 2n1+1 , 2% + QH%) gesetzt wurde und xjp die charakteristische Funktion

des Intervalls I}’ bezeichnet.

Die Funktionen é, sind offensichtlich in L?*(R) und nach [6] konvergiert die Funktio-
nenfolge (€,)nen, in L?(R). Die Grenzfunktion ist die Daubechies-Skalierungsfunktion
 der entsprechenden Ordnung. Man kann sogar zeigen, dass diese Konvergenz fiir r > 1
auch eine punktweise Konvergenz ist. Fiir » = 0 (Haar-Wavelet) gilt punktweise Kon-
vergenz in R\ {0, 1}. Bereits fiir n = 8 erhélt man eine hinreichend gute Approximation

der Skalierungsfunktion (Lénge der Intervalle I}": 5i-).

Aus der Skalierungsfunktion ¢ kann mittels

P(x) = \/§ng<p(2x — k)~ \@ngén(% — k)

keZ keZ

das Daubechies-Wavelet berechnet werden, wobei die Folge g durch
9k ‘= (_1)kh1—/€a ke Z)

gegeben ist. Die Folge g besitzt wie h nur endlich viele Nicht-Null-Elemente.

Aus der beschrieben Konstruktion von ¢ und % kann man durch elementare Berech-
nungen leicht ableiten, dass

supp ¢ C [0, 2r + 1] und supp ) C [—r,r+ 1]

gelten.

10.3. Die schnelle Wavelet-Transformation

Seien ¢ und 7 die Skalierungsfunktion und das Wavelet der Ordnung r > 0 nach Dau-
bechies. Die Funktionen ¢; 1, ¥ und f sowie die Koeffizienten cgg und dfﬁ und der Index
J seien wie in Abschnitt 10.1 eingefiihrt.

Wir sind nun fiir gegebenes f an der schnellen Berechnung der Koeffizientenfolgen ¢
und d’, j > j, sowie an der schnellen Rekonstruktion von f aus diesen Koeffizienten
interessiert.

Wir nehmen zur Vereinfachung supp f C [—1, 1] an. Dann sind in jeder Koeffizienten-
folge nur noch endlich viele Elemente von Null verschieden, denn es gilt

c,i #0 = meas(supp f Nsuppp;) >0

meas([—1,1] N 277k, 277 (k + 2r +1)]) >0
max{—1,277k} < min{1,277(k + 2r + 1)}
~1<279(k+2r+1)und 277k < 1

2 —2r—1<k<?2 & -2-2r<k<2-1

¢ty
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10. Wavelets

und analog

di#O = max{-1,279(k—7)} <min{1,277(k +r + 1)}
& —1<29%k+r+1)und 277 (k—-r)<1
& Y r-l<k<24r & Y _pr<k<¥4r-1

Desweiteren beschriinken wir die Anzahl der Koeffizientenfolgen, indem wir ein j > j
vorgeben und annehmen, dass die Folgen ¢/ mit j > j Nullfolgen sind. In der Spra-
che der Multi-Skalen-Analysis setzen wir also f € V; voraus. Dies ist aus praktischen
Gesichtspunkten zulissig, da die Koeffizientenfolgen ¢’ fiir groke j kleine Details von
f widerspiegel, die bei numerischen Berechnungen ohnehin nicht beriicksichtigt werden
kénnen (vgl. Ende von Abschnitt 10.1).

10.3.1. Bestimmung der Koeffizienten

Um die gesuchten Koeffizientenfolgen ¢ und d’, j = Jye - ,7 — 1, zu erhalten, berechnen
wir zunéchst

00 i} - ~ 2r4+1 -
d = / f(@)22 (22 — k)dz =272 / F27 (@ +k))p(z)dz
s 0

fir k = —2/ — 2r,...,2/ — 1. Dabei haben wir die Kompaktheit des Trigers von ¢
verwendet. In der Praxis wird meist versucht, auf Integrale zu verzichten. In [1] findet
man eine Diskussion, unter welchen Voraussetzungen entsprechende Vereinfachungen
hinnehmbar sind. In allen Féllen fiihrt der Verzicht auf die Berechnung der Integrale zu
Fehlern, die wir hier vermeiden mochten, um die numerische Untersuchung des inversen
Problems der Schlierentomografie nicht durch unnétig fehlerhafte ,Nebenalgorithmen*
zur Handhabung der Wavelets zu verfilschen.

Fiir den néchsten Berechnungsschritt benétigen wir zwei Operatoren auf dem linearen
Raum der doppelt unendlichen Folgen. Fiir eine Folge a = (ax)gez bezeichnen wir

zunéchst mit =t die durch

-1 ._
a, = a_g

definierte Folge und mit |5 den durch

(l2 a)g == az
gegebenen Down-Sampling-Operator. Wir fiihren die Operatoren H und G mittels

Ha:=|s (h" ! xa) und Ga:=|y (¢ % a)
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10.3. Die schnelle Wavelet-Transformation

ein, wobei h und g die Folgen aus Abschnitt 10.2 sind. Wir haben also

(Ha), = (b xa)ay, = Zhg_kl,lal = Z hi—oray

leZ keZ

und eine analoge Formel fiir G.
Man kann nun zeigen, dass mit diesen beiden Operatoren die Beziehungen

AV =HJ und 1 =Gd

firj=j,..., J+1 gelten, d.h. wir kénnen die gesuchten Koeffizienten sukzessive aus den

¢}, berechnen. Numerisch ist dies leicht umzusetzen, da alle beteiligten Folgen nur endlich
viele Nicht-Null-Elemente besitzen. Die Faltung zweier Folgen kann zum Beispiel mit
Hilfe der schnellen Fourier-Transformation berechnet werden (siche [21, Befehl conv]).

10.3.2. Rekonstruktion der Funktion

Zur Rekonstruktion der Funktion f aus den Koeffizientenfolgen ¢ und &/, j = JoooonJ—
1, beno6tigen wir den im Abschnitt 10.2 eingefiihrten Operator H* und den analog dazu
definierten Operator G*, also

(G a)r = gr-aa.
=

Zur Bezeichnung der verwendeten Operatoren sei angemerkt, dass die Operatoren H*
und G* bei Betrachtung auf Folgen aus [2(Z) gerade die adjungierten Operatoren (im
Sinne des Hilbert-Raums) von H und G sind.

Die Funktion f erhalten wir nun durch sukzessive Anwendung der Beziehung

It =H*' + G

fir j=4,... ,7 — 1 und Berechnung von
F=avie= Y. v
keZ k=—27—2r

10.3.3. Koeffizientenanzahl

Durch den beschriebenen Zerlegungsalgorithmus steigt die Maximalanzahl der Nicht-
Null-Elemente in den Folgen ¢ und &/, j = IEEE ,7—1,im Vergleich zur Maximalanzahl

der Nicht-Null-Elemente in der Folge ¢/ in Abhingigkeit von der Wavelet-Ordnung » und
der Wahl von j und j leicht an. Man kann nachrechnen, dass gilt:
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Maximalanzahl cz : 201 4 2r,
Maximalanzahl ¢, d}, j = j,...,j —1: 2741 427 4 2r(j — §).

10.4. Zweidimensionale Wavelets

Um das inverse Problem der Schlierentomografie numerisch zu 16sen, werden wir mit auf
R? definierten Funktionen arbeiten miissen. Somit ist eine Erweiterung der in den vor-
hergehenden Abschnitten dargestellten Konzepte auf den zweidimensionalen Fall nétig.

Seien ¢ und 1 die Skalierungsfunktion und das Wavelet der Ordnung r > 0 nach
Daubechies. Wir fithren Funktionen ®, ¥ ¥¥ ¥?:R? — R wie folgt ein:

P(z,y) = p(z)p(y),
(3, y) = o(x)(y),
U(2,y) = p(x)e(y),
U (x,y) = ¢(z)(y).

Dabei stehen die oberen Indizes h, v und d fiir ,horizontal”, ,vertikal“ und ,diagonal®.
Diese Bezeichnungen haben ihren Ursprung in der Bildverarbeitung und sollen die unter-
schiedliche ,Empfindlichkeit* der Funktionen gegeniiber entsprechend gelagerten Kanten
im Bild hervorheben. Fiir Details sei auf [30] verwiesen. Zur Vereinfachung der Notation
setzen wir formal T := {h,v,d} und schreiben dann ¥* mit ¢ € T

Aus den Beobachtungen im eindimensionalen Fall erhélt man sofort die Beziehungen

supp® C [0,2r + 1] x [0, 2r + 1],
supp U C [0,2r 4 1] x [—r,r + 1],
supp ¥° C [—r,r 4+ 1] x [0,2r + 1],

C[-

supp p ror+ 1) x [=r,r +1].

Fiihren wir fiir t € T, j € Ng und k = (k1, k2) € Z? Funktionen ®; 1 und \Ilék durch
<I>j7k(w, y) = 2j<I)(2jx — k1, 2jy — k2),
UL (w,y) =20 (2 — ky, 2y — ky)

ein, so bildet die Menge {®; : k € Z?} fiir jedes j € Ny ein Orthonormalsystem in
L*(R?). Mit V; := span{®, : k € Z?} fiir j € Ny erhalten wir eine zur Multi-Skalen-
Analysis analoge Konstruktion in L?(R?). Es stellt sich heraus, dass die Menge {\112 k-

t € T,k € Z*} eine Orthonormalbasis des orthogonalen Komplements von Vi in Vi
ist. In diesem Sinne ist es also gerechtfertig, die Funktion ® als (zweidimensionale)
Skalierungsfunktion und die drei Funktionen ¥" ¥ W% als (zweidimensionale) Wavelets
zu bezeichnen. Man kann zeigen, dass die folgende Aussage gilt.

Satz 10.6. Fir jedes j € Ny ist {®jx : k € 7} U {\Ilik it e T, keZj>j} eine
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10.4. Zweidimensionale Wavelets

Orthonormalbasis in L?(R?), d.h. fiir f € L?(R?) gilt
F=2 a3 > > 4,
kez? j>j teT kez?
mat
d= [ feptue ey wd A = [ f@p¥oy) de).
R2 R2

Wir kommen nun zur Berechnung der Koeffizienten bei gegebenem f und zur Rekon-
struktion der Funktion f aus den Koeffizienten. Zur Vereinfachung beschrinken wir uns
auf den Fall supp f C [~1,1] x [~1,1]. Dann erhilt man analog zu den Uberlegungen
im Eindimensionalen

A A0 = ke[-2-2r2 —1]x[-2 —2r,2 —1],
A #0 = kel-2 -2, — 1] x [-2/ -2 47— 1],
&7 £0 = ke[-2 -2 4 —1]x[-2 —2r,2] 1],

[

A 40 = ke[ —r2Y4r—1x[-2 -2 +r-1].

Auferdem nehmen wir fiir gegebenes j > J vereinfachend d’,;’j =0 fiir k € Z?,t € T und
j > j an, sodass insgesamt nur noch endlich viele Koeffizienten von Null verschieden
sind.

10.4.1. Bestimmung der Koeffizienten

Zur Bestimmung der Koeffizienten c%, keZ? undd, keZ? teT,j= Jreoesd — 1,
wird zuerst

¢ = /f(x,y)2j<1>(2jx — k1, 2y — ko) d(z,)
R2
=277 / F7 (@ + k), 277 (y + ko)) (2, y) d(z,y)

[0,2r+1]2

fiir k1, ky = —27—2r, ..., 27 —1 berechnet. Dabei haben wir supp ® C [0, 2r+1]x[0, 2r+1]
verwendet.

Wir fassen ¢/ und d*7, t € T, nun als doppelt unendliche Matrizen auf und wenden die
fiir den eindimensionalen Fall eingefiihrten Operatoren H und G zunéchst zeilenweise
und anschliefend spaltenweise auf diese Matrizen an. Mit Hilfsvariablen a’ und &' ist
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also
J
a(klv.) —Hcgkl o) /{71 EZ,
b%kl .) = Gc;kl; ki € Z,

1
Cg. ko) = H(L( 2)? ko € Z,

h,j—1
d( J,k2) B Ga(' ka)’ ks € Z,
9 1 J—
d( ij) Hb{ ka)? ko € 7,
dj—1 _
d(',kg) - G (.,kg) k? E Z

fir j = j,...,j + 1 zu berechnen.

10.4.2. Rekonstruktion der Funktion

Um f aus den Koeffizienten C]E, keZ?> wddi, keZ? teT,j= Jroosg— 1, zu
rekonstruieren werden mit Hilfsvariablen &, Jh’j, d?J und d%I zunichst

&y ey = H o 0yy k1 EZ,

dif o =HdR ), k€L,

d”(;jl o= G*dq(’;jl, o k€L,

di? o =Gl L, kel

cgj7}€2) = H*cg ke + G*d( k) H*d(. k) + G*d(. by k2 €L

fir j = j,...,7 — 1 berechnet und anschliefend
_ 2;_1 _
f= Z Cliq)},k - Z Cliq)j,k
kez2 ki,ko=—27—2r

gesetzt.

10.4.3. Koeffizientenanzahl

Wie im eindimensionalen Fall erhéht sich die Koeffizientenanzahl durch den Zerlegungs-
algorithmus. Man rechnet leicht nach, dass gilt:

Maximalanzahl Cz (271 4 2r)2,
Maximalanzahl
G d t €T, j=j,.o,j—1 (21 4 2r)2 +127%(5 — j) + 167(27 — 22).
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10.4. Zweidimensionale Wavelets

Bei der Anwendung der hier beschriebenen Algorithmen zur Losung des Schlierento-
mografieproblems werden wir statt supp f C [—1,1] x [—1, 1] sogar supp f C {(x,y) €
R? : 22 4+ 9% < 1} voraussetzen konnen. Mit dieser zusitzlichen Eingrenzung des Trigers
von f kann die Maximalanzahl der Nicht-Null-Koeffizienten noch um ca. 20 Prozent
gesenkt werden. Die entsprechenden Berechnungen der Koeffizientenanzahlen sind zwar
elementar, aber aufwéndig und sollen deshalb hier nicht widergegeben werden. Bei der
numerischen Umsetzung werden wir dies aber beriicksichtigen, um die Rechenzeiten
moglichst gering zu halten.
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11. Besov-Raume

In diesem Kapitel fiihren wir eine Klasse von Rdumen ein, mit deren Hilfe wir im néchs-
ten Kapitel das inverse Problem der Schlierentomografie formulieren werden. Wir geben
zunéchst eine recht allgemeine Definition an, werden uns dann aber sofort auf einen
Spezialfall zuriickziehen.

Sein € Nund 1 <p <oo. Fir f € LP(R") und M € N fithren wir den Glattheitsmo-
dul wps(f, ) : R — R mittels

wy(fot) = sup  [|AN Fllzogn
heRn |h|<t

ein, wobei

M

M
M .
@ 1)) = 3o () o )

=0 J

J
gesetzt wurde. Letzteres ist im Wesentlichen der Vorwértsdifferenzenquotient M-ter

Ordnung zum Schritt h.

Definition 11.1. Sei 1 <p <o0,1<¢g<o00,s>0und M := [s]. Fir f € LP(R")
definieren wir

1
1 q

wr(f, )\ 1
1l Bsra@ny = | fllLo@gn) + /(M(f)> —dt

s
0

und setzen
BPPAR™) = {f € LP(R") : || fll s waqrn) < 00}

Der so definierte normierte lineare Raum heilst Besov-Raum.

Man kann zeigen, dass die eingefithrten Besov-Réume stets Banach-R&ume sind. Die
Definition kann mittels Fourier-Techniken auch auf 0 < p < 00, 0 < ¢ < 00, s € R"
ausgedehnt werden, wobei dann aber nicht jeder Besov-Raum ein Banach-Raum ist. Fiir
tief gehende Untersuchungen zu diesem allgemeinen Fall verweisen wir auf [32].

Von nun an beschrinken wir unsere Betrachtungen auf den Falln =2, p=¢g=s=1.
Wir haben also

1
2 sup  [[f(e) = 2f (e + ) + (o +2h) | 1 ge) dt.
heR? |h|<t

1
I = e + [
0
Seien nun @, ; und \Ilg i t €T, wie in Abschnitt 10.4 eingefiihrt. Die Ausdriicke

:/}@ymmuwmww> und @ﬁz/ﬂmmﬁﬂamaaw
2 R2
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11. Besov-Rédume

(t € T,j € No,k € Z?) sind fiir f € BYVH(R?) sinnvoll, da BYLH(R?)! = B~1o9%0(R2)
und @, 1, \Ilgk € B~1°%(R?) fiir hinreichend groke Daubechies-Ordnung r gezeigt wer-
den kann, wobei wir den Raum B~1°%°°(R?) hier nicht eingefiihrt haben (siche [34]).
In [23] und [34] findet man den folgenden Satz, wobei der zweite Autor aufgrund der
zum Beweis verwendeten Techniken die Ordnung r der Daubechies-Wavelets stérker
einschrénkt.

Satz 11.2. Sei j € No. Dann ist {®;), : k € Z*} U {\I'ék :te T,k eZ?j>j} fir
r > 3 eine Basis in BYYY(R?), d.h. f € BYYY(R?) kann als

J t,j 1t
F=2 Gt 2 2 4V,
kez? j>j teT kez?
dargestellt werden. Die auftretenden Reihen sind unbedingt konvergent.

Desweiteren findet man in [34] den folgenden Satz.

Satz 11.3. Die durch

If e =S lel+ 33 S [ab|

kez? Jj=j €T kez?

auf BHV1(R2) definierte Norm ist dquivalent zu [l B (r2)-
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12. Das inverse Problem

Nachdem wir in den vorhergehenden Kapiteln wesentliche Werkzeuge bereitgestellt ha-
ben, sind wir nun in der Lage das inverse Problem der Schlierentomografie in der iiblichen
Form, d.h. mit Hilfe eines Operators F' zur Beschreibung des direkten Problems, mit
konkreten Rdumen fiir Daten und Losung zu formulieren. Zunéchst werden wir die be-
notigten Raume und den Operator F' definieren, sowie wesentliche Eigenschaften von
RAumen und Operator angeben. Anschlieftend soll diskutiert werden, worin Vor- und
auch Nachteile der Raumwahl liegen. Aufgrund der Ahnlichkeit zwischen dem inversen
Problem der Schlierentomografie und dem der Computertomografie ist es notwendig,
den unscheinbaren, aber wesentlichen Unterschied zwischen beiden Problemen heraus-
zustellen. Darauf werden wir am Ende dieses Kapitels eingehen.
Wie in Kapitel 9 setzen wir Q := {(z,y) € R? : 22 + 3? < 1}. Wir betrachten die
Menge
B(Q) := {u € B"M(R?) : suppu C Q}.

Mit der durch ul|gq) = [[ul|p1.11(r2) definierten Norm ||+[|g(q) ist dies offensichtlich
ein normierter linearer Raum. Nach [34] ist B(2) sogar ein Banach-Raum. Mit L?(Q) =
{u € L*(R?) : suppu C Q} folgt aus der stetigen Einbettung BYV1(R?) — L%(R?)
(siehe [33]) die stetige Einbettung

B(Q) — L*(Q).

Man kann auch einen Raum B%!1(€2) definieren. In diesem kann jedoch nicht ohne Wei-
teres eine Wavelet-Basis angegeben werden, sodass wir hier mit dem Raum B! (R?)
arbeiten und die Trager der Funktionen geeignet einschréanken. Zum Thema Wavelet-
Basen in Besov-Réumen tiber Gebieten ) verweisen wir auf [34].

Wir werden den Operator F' des direkten Problems aus einzelnen Operatoren Fj,
i=1,..., N, zusammensetzen, wobei N die Anzahl der zur Verfiigung stehenden Schlie-
renbilder ist (vgl. Kapitel 9). Die Operatoren F; definieren wir mittels

(Fi(w))(s) = (Ru)(s)?, s €[~1,1],

wobei R; die zur Aufnahmerichtung o; des i-ten Schlierenbildes gehérende Radon-
Transformation bezeichnet, d.h.

o0

(Riu)(s) = / u(so; + qo)dg, se[-1,1].

— 00

Wie bereits in Kapitel 9 bemerkt, ist das Integral fiir v € L'(2) nach dem Satz von
Fubini fiir fast alle s € [—1, 1] wohldefiniert und endlich. Die folgenden Aussagen liefern
weitere Erkenntnisse fiir u € B(2).

Satz 12.1. Fiir u € L?(Q), also insbesondere fiir u € B(Q), gilt Fi(u) € L'(—1,1).
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12. Das inverse Problem

Zudem sind die Abbildungen F; : L*(Q) — L'(—1,1) und F; : B(Q) — L'(—1,1) stetig
und besitzen in jedem Punkt u Richtungsableitungen in alle Richtungen. Die Richtungs-
ableitung im Punkt u in Richtung h ist gegeben durch

(F{(u)h) (s) :==2(Ryu)(s)(R;ih)(s), se[-1,1];
somit ist F(u) ein linearer Operator.

Beweis. Sei v € C5°(€2). Dann folgt aus der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung und
dem Satz von Fubini

0o 2

1
IF@)ll oy = / / u(soi+qot)dg | ds
1

— OO

1 o 00

g//u(saﬁ—qaf‘)qu/XQ(sai—i-qaiL)qu ds

—1—0o0 —00

<2

< 2/u(soi +q07)* d(s.q) = 2[ullf> (o)
Q

d.h. F; 2 (C5°(Q), [l 2 (@) — LY(—1,1) ist stetig. Da C§°(Q) dicht in L?(1) ist, folgt
daraus die Stetigkeit von F; : L?(Q) — L'(—1,1) und somit aus B(Q2) — L2() die
Stetigkeit von Fj; : B(Q2) — L*(—1,1).

Die Behauptungen iiber die Richtungsableitungen folgen aus

H Fi(u+eh) = Fi(u) F(u)h
€ LY(—1,1)
B ' Fi(u) + eF!(u)h + £2F;(h) — F;(u) ~ F(w)h
€ ' L1(—1,1)
e—+0
= |e] HFi(h)HLl(fl,l) — 0
fiir alle w € L?(Q2) und alle h € L?(9). O

Bemerkung. In Satz 12.1 wird festgestellt, dass die Richtungsableitungen in u € B(Q2)
durch einen linearen Operator F](u) gegeben sind. Wiinschenswert wére die Gateaux-
Differenzierbarkeit von F; in u, d.h. F](u) sollte beschriankt sein. Diese Eigenschaft
konnte jedoch im Rahmen dieser Arbeit weder nachgewiesen noch widerlegt werden.
Weiter unten werden wir noch sehen, dass selbst die Gateaux-Differenzierbarkeit fiir die
numerische Analysis oft nicht ausreicht. Stattdessen benétigt man meist die Fréchet-
Differenzierbarkeit des Operators, d.h. der Operator muss sich durch eine Taylor-Ent-
wicklung erster Ordnung approximieren lassen.
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Wir definieren nun den Operator F : B(Q) — (L'(—1,1))" durch
F(u) := (Fi(u),...,Fn(u)).

Den Produktraum (L!(—1,1))" statten wir dabei mit der iiblichen Norm aus, d.h. fiir
v=(v1,...,0N) gilt

vl =1y~ = vl + -+ lowllr =1,

Aus obigem Satz folgt sofort die Stetigkeit von F' und die Existenz sédmtlicher Rich-
tungsableitungen.

In der Praxis kénnen keine exakten Daten v € (L'(—1,1))" gemessen werden, sondern
nur gestorte Daten v® € (L'(—1,1))", von denen wir annehmen, dass sie fiir 6 > 0 die
Bedingung

o
”Ui_U?”Ll(fl,l) < N? i=1,...,N,
erfiillen. Dann gilt automatisch ||v — U‘SH(D(_LD)N < 6.

Das inverse Problem der Schlierentomografie besteht nun darin, die Operatorgleichung
Fu)=v

fiir v € (L'(—1,1))" zu 16sen, wobei die rechte Seite nicht bekannt ist, sondern nur ein
v? mit |lv — v‘sH(U(,Ll))N < § vorliegt. Die Losung u soll in B(Q2) liegen, wobei sofort
klar ist, dass die Losung nicht eindeutig sein kann, da mit v auch —u eine Losung ist.

Der Operator F' wurde in [12] bereits fiir u € H}(Q) und v € L2(Q)" untersucht.
Untersuchungen zum inversen Problem der Schlierentomografie mit etwas anderer Mo-
dellierung findet man auch in [29].

Wir wollen nun noch die Wahl des Raumes B(€2) als Losungsraum und den Ansatz zur
numerischen Losung des Schlierentomografieproblems mittels Tikhonov-Regularisierung
begriinden.

In der Bildverarbeitung haben Besov-Raume einen festen Platz. Besonders interes-
sant ist der Raum B%1!(R?), da er (zumindest fiir beschriinkte Gebiete (2 statt R?)
Hkleiner ist als der ebenfalls gern genutzte Raum der Funktionen beschréankter Varia-
tion (siehe [5]), aber immer noch ,grof* genug ist, um ,natiirliche Bilder, d.h. Bilder
mit Kanten und strukturierten Flichen, zuzulassen. Einige Beispiele fiir in B! (IR?)
enthaltene Bilder werden in [7]| diskutiert. Eine kurze Zusammenfassung von Nachteilen
der Besov-Réaume fiir die Bildverarbeitung findet man in [5]. Diese Nachteile betreffen
im Wesentlichen so genannte ,Real-World-Bilder” (dies sind Bilder, die Ausschnitte der
mit bloffem Auge wahrnehmbaren Welt abbilden, wie zum Beispiel Landschaftsfotogra-
fien) und sollen deshalb hier nicht néher erldutert werden. Bei der Schlierentomografie
auftretende Bilder bestehen aufgrund der Darstellung von Druckverteilungen aus ver-
schiedenen Bereichen konstanter Intensitét, die durch mehr oder weniger scharfe Kanten
begrenzt werden; somit fallen Schlierenbilder nicht in die Klasse der deutlich komplexe-
ren Real-World-Bilder.
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12. Das inverse Problem

Ein zweiter wichtiger Vorteil der Besov-Réume ist die Moglichkeit Funktionen mittels
Wavelet-Basen darzustellen. Die Wavelet-Koeffizienten verschiedener Skalierungsstufen
(vgl. Multi-Skalen-Analysis in Abschnitt 10.1) entsprechen unterschiedlichen Detailstu-
fen des Bildes. Ein Bild wird also in eine grobe Approximation (Koeffizienten der Skalie-
rungsfunktion) und in verschiedene Detailstufen zerlegt. Man kann nun zeigen, dass die
Wavelet-Koeflizienten unter geeigneten Voraussetzungen mit steigender Skalierungsstufe
gegen Null fallen. Zudem sind die Wavelet-Koeffizienten, die zu Bildbereichen konstanter
Intensitét gehoren, identisch Null. Die Darstellung von Bildern mit Hilfe von Wavelet-
Basen fiihrt also dazu, dass nur wenige Koeffizienten von Null verschieden sind. Eine
Diskussion des Verhaltens von Wavelet-Koeffizienten findet man in [4] und auch in [7].

In Zusammenhang mit der Tikhonov-Regularisierung liefert uns das Verschwinden
der Wavelet-Koeffizienten und die Arbeit im Besov-Raum wegen Satz 11.3 so genann-
te Sparsity-Constraints (wir bleiben hier bei der englischen Bezeichnung), die uns die
Verwendung spezieller Minimierungsalgorithmen zur Minimierung des Tikhonov-Funk-
tionals erlauben. Dazu kommen wir weiter unten noch genauer.

Neben diesen praktischen Erwidgungen spielt bei der Raumwahl auch die Tatsache
eine Rolle, dass das Schlierentomografieproblem fiir u € H}(Q2) und u € BV (2) bereits
in [29] mittels Tikhonov-Regularisierung numerisch gelost wurde und in dieser Arbeit
ein bisher noch nicht in Zusammenhang mit der Schlierentomografie erprobtes Verfahren
auf seine Eigenschaften untersucht werden soll.

Zum Abschluss dieses Kapitels soll geklart werden, wieso die bekannten und weit
entwickelten Methoden der Computertomografie nicht zur Lésung des Schlierentomo-
grafieproblems geeignet sind. Auf den ersten Blick kann der Eindruck entstehen, dass
man aus den Daten v bzw. v° die Wurzel ziehen kann und dann nur noch die Radon-
Transformation zu invertieren hat. Bei genauerer Betrachtung stellt sich jedoch heraus,
dass dies nicht korrekt ist. Der Grund dafiir ist die Notwendigkeit, auch negative Wer-
te fiir die Druckverteilung u zuzulassen. Die Schlierenbilder geben nur Auskunft iiber
den Betrag der in Projektionsrichtung gemittelten Druckverteilung, sodass die iiblichen
Algorithmen fiir die Computertomografie (z.B. gefilterte Riickprojektion) zu falschen
Ergebnissen fithren kénnen. Ein Beispiel fiir dieses ,Fehlverhalten findet man in [12].
Das inverse Problem der Schlierentomografie muss also als nichtlineares inverses Problem
behandelt werden, um eine Chance auf Rekonstruktion von negativen Funktionswerten
zu haben. Ebenfalls in [12] wird ein iteratives Verfahren vorgestellt, welches dies leistet.
Ob der hier verwendete Ansatz mittels Tikhonov-Regularisierung diesbeziiglich ebenfalls
gute Ergebnisse liefert, muss anhand von Testrechnungen untersucht werden.

Die Wichtigkeit, positive und negative Druckanteile im erzeugten Bild unterscheiden
zu konnen, liegt in der Anwendung von Ultraschall fiir medizinische Zwecke begriindet.
Untersuchungen haben gezeigt, dass die negativen Druckanteile nachweislich zu Schédi-
gungen des Gewebes durch Bildung von Gasblidschen (Kavitation) fiihren kénnen. Man
ist also bestrebt, negative Druckmaxima zu minimieren. Physikalisch ist dies durchaus
moglich. Unterschiedlich groffe Druckminima und -maxima treten zum Beispiel bei Ul-
traschallstofwellen zur Zerstérung von Gallensteinen auf. Genaueres findet man in [24].

Inzwischen werden auch Verfahren erforscht, um nicht nur den Betrag des entlang der

74



Projektionsrichtung gemittelten Drucks, sondern auch das Vorzeichen dieses Wertes zu
messen. Eine Moglichkeit dazu wird in [27]| beschrieben.
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13. Numerische Realisierung

In diesem Kapitel soll ein Verfahren zur numerischen Losung des inversen Problems
der Schlierentomografie vorgestellt werden. Der Ubergang vom analytisch formulierten
Problem zum numerischen Algorithmus wird nicht ohne ,Verluste“ vonstatten gehen
koénnen. Insbesondere die Raumwahl fiir Daten und Lésung wird sich als schwierig er-
weisen, sodass an mehreren Stellen Kompromisse zwischen analytischer Korrektheit und
numerischer Umsetzbarkeit eingegangen werden miissen.

Auf die Untersuchung von Stabilitdt und Konvergenz werden wir verzichten miissen,
um im Rahmen dieser Arbeit iiberhaupt zu numerischen Ergebnissen zu gelangen. Ziel
soll vorrangig die ,,Beobachtung® des im Weiteren vorgestellten Verfahrens im Sinne
einer ersten Eignungspriifung sein, nicht jedoch der mathematische Beweis seiner Ei-
genschaften.

13.1. Das Tikhonov-Funktional

Im vorangegangenen Kapitel wurde das inverse Problem der Schlierentomografie mit
Hilfe des Operators F : B(Q) — (L'(—1,1))" und gestérten Daten v € (L'(—1,1))V
formuliert. Die Wahl der Rdume erfolgte dabei zunéchst ohne Beachtung der Moglichkei-
ten zur numerischen Losung. Ausschlaggebend war lediglich das Interesse an Losungen
im Besov-Raum BYL1(R?), um neben den in [29] betrachteten Riumen HE(Q) und
BV (Q) eine weitere Losungsmethode zu erproben. Den Abbildungseigenschaften des
Operators F' geschuldet, musste als Datenraum daher (L'(—1,1))" gewihlt werden.
Zur Losung mittels Tikhonov-Regularisierung kann man nun zum Beispiel das Funk-
tional
T2 () = 1P () — 0¥l g oy + allull o ey (13.1)

iiber B(§2) minimieren. Der erste Summand ist nicht konvex und der zweite nicht dif-
ferenzierbar. Zudem sind B(Q2) und (L'(—1,1))" keine Hilbert-, sondern nur Banach-
Raume.

Der Regularisierungsterm |[|u(|| g1,1,1(g2y stellt ein Sparsity-Constraint dar, d.h. er be-
straft die Groke und die Anzahl der Koeffizienten von u beziiglich einer Basis, die von
Null verschieden sind. Dies sieht man sofort anhand der Definition von |||« |[[g1.1.1(g2)
(vgl. Satz 11.3).

Es stellt sich als schwieriges Problem heraus, einen geeigneten Algorithmus zur Mi-
nimierung des Tikhonov-Funktionals (13.1) zu finden. Die Minimierung unter Sparsity-
Constraints ist ein sehr aktives Forschungsfeld, sodass in naher Zukunft die Veroffent-
lichung von Algorithmen zu erwarten ist, die auch Banach-Rdume als Daten- bzw. Lo-
sungsraum zulassen. Im Rahmen dieser Arbeit muss jedoch auf Hilbert-Raum-Algo-
rithmen zuriickgegriffen werden. Dies macht eine Anpassung des Tikhonov-Funktionals
(13.1) und der zugrunde liegenden Réume notig. Ziel soll es also sein, den L!'-Abstand
in (13.1) durch einen L?-Abstand zu ersetzen und dabei den Regularisierungsterm
[[ull| p1.1.1(r2y unveréindert zu lassen.
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13. Numerische Realisierung

Um den Ubergang von (L'(—1,1)) zu (L?(—1,1))" zu realisieren, schrinken wir
den Definitionsbereich D(F) C B(f2) so weit ein, dass im F' C (L?(—1,1))" gilt. In [12]
wurde gezeigt, dass fiir u € H}(2) das Bild F(u) in (L?(—1,1))" liegt. Als Definitions-
bereich von F bietet sich also B(Q) N H} () an. Die Stérke dieser Einschriinkung hélt
sich in Grenzen, da man zumindest B(Q) — W11(Q) zeigen kann (vgl. [34]), d.h die
verallgemeinerten ersten partiellen Ableitungen einer B(f2)-Funktion liegen in L(2).

Wir minimierten also das Tikhonov-Funktional

TS = ||F(u) = 0|20y pyyn + alllullprange) (13.2)

iiber {u € B(Q) : F(u) € (L?(—1,1))N}. Dabei sollen die gestérten Daten v° die
Abschétzung ||v — U6||(L2(_1’1))N < ¢ erfiillen.

In [3] und [26] werden Algorithmen vorgeschlagen, um Tikhonov-Funktionale mit
nichtlinearen Operatoren und Sparsity-Constraints in Hilbert-Rdumen zu minimieren.
In ersterem Paper wird jedoch vorausgesetzt, dass Daten- und Losungsraum iiberein-
stimmen. Daher werden wir uns fiir den in [26] vorgeschlagenen Algorithmus entscheiden.

Wesentliche Voraussetzung in [26] ist die Fréchet-Differenzierbarkeit des Operators F'.
Diese ist zum Beispiel fiir F: H}(Q) — (L%(—1,1))" gegeben (siche [12]). In unserem
Fall, d.h. im Fall F : D(F) C L?(Q) — (L*(—=1,1))" mit hinreichend eingeschrinktem
Definitionsbereich D(F') C B(f2), ist dies nicht gew&hrleistet. In Satz 13.2 werden wir
nur zeigen, dass die Richtungsableitungen von F' in einem Punkt « durch einen linearen
Operator F’(u) beschrieben werden. Um die Konvergenz des in [26] vorgestellten Ver-
fahrens und die Regularisierungseigenschaften zu zeigen, sind weitere Voraussetzungen
zu erfiillen.

13.2. Minimierung des Tikhonov-Funktionals

Wir stellen nun den in [26] vorgeschlagenen Algorithmus zur Losung nichtlinearer inver-
ser Probleme unter Sparsity-Constraints am konkreten Beispiel vor.

Zunichst wollen wir die Notation fiir die Darstellung einer Funktion v mit suppu C
in einer Wavelet-Basis vereinfachen. Wir hatten am Ende von Abschnitt 10.4 bereits
angemerkt, dass aufgrund der Tragerbeschrinkung viele Koeffizienten verschwinden.
Mit A bezeichnen wir nun die Menge all der in der Wavelet-Darstellung auftretenden
Indexkombinationen (j,t,k) € No x (T'U {s}) x Z2, fiir die der zugehorige Koeffizient
nicht fiir jede Funktion u mit suppu C € verschwindet. Das zusitzliche Element s
steht dabei analog zu h,v,d € T fiir die Koeffizienten der Skalierungsfunktion; zur
Indexkombination (4, s, (0,0)) gehort also zum Beispiel der Koeffizient C%o,o)' Mit ¢y
bezeichnen wir entsprechend das zur Indexkombination A € A gehdrige Basiselement
und mit by den dazugehorigen Koeffizient. Wir erhalten mit diesen Bezeichnungen die

Darstellung
u=>Y brdx.
AEA

Es ist notwendig, die Wahl des Definitionsbereichs von F' anzupassen bzw. zu pré-
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13.2. Minimierung des Tikhonov-Funktionals

zisieren, um die Vorgehensweise aus [26] iibernehmen zu konnen. Es sei p > 0 so grofs
gewahlt, dass

| suppér € 9,
AEA
mit
Q, = {(z,y) e R?: 2% +¢* < p?}
gilt. Fiir w mit suppu C Q, gilt nun supp F;(u) C [—p,p|, i =1,..., N, sodass wir

Bl,l,l(RE)

D(F) := {u € span{¢y : A € A} : F(u) € (L*(—p, p))N}

setzen konnen.

Lemma 13.1. D(F) ist ein linearer Unterraum von L?(,), der die Menge {u € B(Q) :
F(u) € (L3(—1,1))N} enthiilt.

Beweis. D(F) C L*(12,) ist klar, da analog zu B(§2) — L?(2) die Einbettung B(f2,) —
L*(Q,) gilt und D(F) eine Teilmenge von B(f2,) ist. Um die Abgeschlossenheit von
D(F) beziiglich der Addition zu zeigen, seien uq,us € D(F'). Dann gilt zunéchst

p
[Ri(ur) Ri(u2) |72, = /(Rz’ul)(s)Z(Rz’uz)(S)QdS = (Fi(u1), Fi(u2)) 12(—p.p)
—p
< 1 Fi(un) |2 (—pp) 1 Fi (u2) | £2(—p,p) < 00

und somit
Fi(uy +ug) = Ri(u1 +u2)® = R;(u1)? + 2R;(u1) Ri(uz) + R;i(u2)* € L*(—p, p),

d.h. F(uy +ug) € (L%(—p, p))V. Die Abgeschlossenheit von D(F) beziiglich der Multi-
plikation mit reellen Zahlen ist offensichtlich und die behauptete Inklusion folgt aus der

Wahl von A und p. O

Nach Definition von D(F) ist {¢» : A € A} eine Basis von (D(F), ||+||g1.11(r2)) und
offensichtlich auch von (D(F), H'HLQ(QP)) (vgl. Satz 10.4).
Der folgende Satz liefert zwei fiir den Algorithmus bendtigte Operatoren.

Satz 13.2.

(i) Die Richtungsableitung von F : D(F) C L?(Q,) — (L*(—p,p)) im Punkt u €
D(F) in Richtung h € D(F) ist durch

F'(u)h = (F{(wh,...,Fx(u)h) mit Fj(u)h = 2R;(u)R;(h)

gegeben.

79



13. Numerische Realisierung

(ii) Der Operator F'(u) : D(F) C L*(Q,) — (L*(—p,p))N ist linear und fir g =
(915 9n) € (L2 (=p, p))V gilt

N
Fl(u)'g =Y Fl(wg mit (F/(u)g)(x,y)=2gi(zo} +yo;)(Riu)(xo] +yoy).
=1

Beweis. Aussage (i) folgt aus

H Fi(u+¢eh) — Fi(u) F(u)h
£ L2(—p.p)
) / v _F
_ HFZ(U) +eFj(wh + e Fi(h) — Fi(u) F(u)h
€ Lz(—p,p)
—+0
= [el [Fs(B)ll 2(_ppy — O
fir alle w € D(F) und alle h € D(F). Aus
p
1E (whl|Z2pp) = AR (W) Ri(W) | Z2 ) = 4/(Rz‘u)(8)2(3ih)(8)2d8
—p

= 4(Fi(u), Fi(h)) 12— p,p) < 4l Fi(w)|[L2(—p,p) 1 Fi(R) || L2 (—p,p) < 00

und

N

N
<F/(u)h>g>(L2(—p,p))N = Z(Fi/(u)hvgi>L2(—p,p) = <h‘a ZEI(U)*92>
=1

=1 L2(B,(0))

sowie

P oo
<Fl-’(u)h,gz‘>L2(—p,p) :/ (2(Riu)(s) / h(sai—i—qaf)dq) gi(s)ds
—p

—00

p P

[/

—p—p

/pp

—p—p
)

s)h(so; + qoi)gi(s) dgds

(Riu)(
(Riu) (2o} + yoi)h(z,y)gi(zo} + yo?) dyda

/]

2 / Wz y)gi(wo? + yo?) (Ruu)(zo? + yo?) d(x,y)
B, (0

erhalten wir Aussage (ii). O
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13.2. Minimierung des Tikhonov-Funktionals

Angemerkt sei, dass F’(u)*g fiir g € (L*(—p, p)) nicht in D(F) liegen muss.
Wir bendtigen noch den Operator W : L2(,) — ?(A), der durch

Wu := (bx)ren

gegeben ist und die Wavelet-Transformation realisiert. Der Adjungierte W* : [2(A) —
L%(9,) ist durch
W*(ba)rea = > _ bada
AEA

definiert, denn es gilt

<u w (b)\))\EA L2(Q Zb)\d),\ L2(Q Zb)\ gf))\ L2(9,)

NeA AEA
= (Wi, (ba)rer)e(n):

Wir kénnen nun den Algorithmus zur Minimierung des Tikhonov-Funktionals ange-
ben. Fir die Herleitung des Verfahrens sowie fiir die Konvergenzvoraussetzungen und
-aussagen verweisen wir auf [26].

Die Grundidee besteht in der Ersetzung des Tikhonov-Funktionals durch eine Folge
anderer Funktionale, die sich einfacher minimieren lassen. Aus den notwendigen Opti-
malitdtsbedingungen der Ersatzfunktionale ergibt sich je eine Fixpunktiteration (innere
Iteration), mit deren Hilfe eine neue Iterierte (dufsere Iteration) zur Approximation eines
stationdren Punktes des eigentlichen Tikhonov-Funktionals berechnet wird.

In den Algorithmus flieft eine Konstante C' > 0 ein, die aus den Glattheitseigenschaf-
ten des Operators F' resultiert und das Verhalten des Algorithmus’, insbesondere das
Verhéltnis zwischen der Anzahl dufserer und der Anzahl innerer Iterationen, beeinflusst.
Das Verfahren arbeitet direkt mit den Koeffizientenfolgen (by)xea. Die Iterierten der
duBeren Iteration bezeichnen wir mit b* = (bY)rea, 1 =0,1,2,..., die der p-ten inneren
Iteration mit b = (b\"")aea, v =0,1,2,. ..

Die Fixpunktiteration wird mittels des Operators G : I2(A) x [2(A) — [2(A), gegeben
durch

G(b,b) := 2CP ( WF' (W*b)*(v° — F(W*b)) + 20())
realisiert, wobei P : I2(A) — [?(A) durch

(P(b)))\ = (sgnby) max{0, |bx| — 1}

definiert ist.
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13. Numerische Realisierung

Der Algorithmus sieht wie folgt aus:

Konstanten 71 > 0, 79 > 0 und C > 0 wahlen
Startfolge b° withlen
w0
do
pe—p+1
pi—1.0 _ pu—1
v«—20
do
v—rv+1
Bl qpr vl el
[P — B 10
[Tt [FETON)
b — pHTLY
6" — b))
169~ iz
u — W*HH.

while

> To

while

In [26] wird gezeigt, dass bei hinreichend groff gewéhltem C' und unter geeigneten
weiteren Voraussetzungen

[ =0 e py = O fiir v — o0, p=0,1,2,...,

und
[h—— W |lizay — 0 fiir p— oo

gelten, sodass der Algorithmus terminiert.
Als wesentliche Verletzungen der in [26]| getroffenen Voraussetzungen fiir den Beweis
von Konvergenz- und Regularisierungsaussagen stellen sich heraus:

e D(F) ist kein Hilbert-Raum (nicht vollstiandig).
e F als Operator auf D(F') ist nicht Fréchet-differenzierbar.

e F’(u)*g muss nicht fiir jedes g € (L?*(—p,p))Y in L*(Q,) und erst recht nicht in
D(F) liegen.

Somit sind die Konvergenzresultate aus [26] nicht anwendbar. Da im Rahmen dieser

Arbeit der Schwerpunkt der numerischen Untersuchungen ohnehin auf den konkreten
Berechnungsergebnissen liegt, soll uns der Mangel an mathematischer Korrektheit hier
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13.3. Diskretisierung

nicht weiter beschéaftigen. Durch die Diskretisierung sind bei der praktischen Umset-
zung des Verfahrens keine Probleme zu erwarten; gegebenenfalls miissen wir niedrigere
Konvergenzgeschwindigkeiten als bei Erfiillung aller Voraussetzungen hinnehmen.

13.3. Diskretisierung

Es verbleibt die Diskretisierung des oben vorgestellten Verfahrens. Die Verwaltung ei-
ner Vielzahl von Indizes, insbsondere der Indexmenge A ist recht aufwéndig. Einerseits
besteht der Wunsch nach moglichst einfacher Indizierung, andererseits soll auf das Spei-
chern von Vektor- und Matrixeintrdgen, die ohnehin gleich Null sind, weitestgehend
verzichtet werden.

Wir werden in diesem Abschnitt die diskrete Version einer Funktion iiber R als doppelt
unendliche Folge auffassen, obwohl in allen Féllen nur endlich viele Eintrdge von Null
verschieden sind. Die konkreten Grenzen fiir die Indizes der Nicht-Null-Eintrage kénnen
elementar berechnet werden und sollen hier nicht angegeben werden.

Die abzdhlbare Indexmenge A ersetzten wir durch eine endliche Indexmenge, indem
wir fiir vorgegebenes j > 0 und vorgegebenes j > J die Menge

A=At k) €A j<j<T}

einfithren. Im Folgenden nehmen wir an, dass die gesuchte Losung des Schlierentomo-
grafieproblems eine Darstellung
> bada

AEAJ’,;

besitzt, wobei die Skalierungsfunktion ® und die Wavelets ", U, U? entsprechend Ab-
schnitt 10.2 bzw. 10.4 durch stiickweise konstante (auf ,Intervallen” im R?) Funktionen
approximiert werden.

Die Diskretisierung der Wavelet-Transformation hatten wir in Abschnitt 10.3 bereits

besprochen. Es sind lediglich die zur Berechnung der Koeffizienten c}g benotigten Inte-
grale numerisch zu approximieren.

Fiir eine Funktion f € L?(R) bezeichnen wir mit f im Folgenden eine Approximation

von f, die auf den Intervallen [%, HTl), l € Z, fiir vorgegebenes n € N konstant ist. Mit
J bezeichnen wir entsprechend die doppelt unendliche Folge, deren I-tes Element gerade

den Wert von f im Intervall [L 1) angibt. Analoges gelte fir f = (fi,...,fn) €

n’ n

L2(R)N, d.h. es seien [ := (f1,..., [n) undi:z (é,af:N)

Der zweite Schwerpunkt der Diskretisierung, neben der Handhabung der Wavelet-
Transformation, liegt bei der Diskretisierung der Radon-Transformierten R;u (fiir i =
1,...,N) einer Funktion v = ) y.x _bx¢n = W*b. Hier machen wir uns die Linearitét

3,J
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13. Numerische Realisierung

von R; zunutze, d.h. wir verwenden die Beziehung

Ri( > bA¢A> = Y baRiga.

)\EA; = )\EAZJ

Die Berechnung einer stiickweise konstanten Approximation R;¢) von R;¢y wird mit-
tels numerischer Integration realisiert. Die diskrete Version der Radon-Transformierten

erhalten wir somit aus

Riu= Y _ b\Rigy.

)‘EAQJ

Die diskrete Version F;(W*b) des Ausdrucks F;(WW*b) bekommt man nun einfach

durch elementweises Quadrieren von R;u.

Zur numerischen Berechnung von W F/(W*b)*g fiir eine Funktion g = (¢1,...,9n) €
(L2(—p,p))" sind zwei Schritte notwendig. Zunichst wird das elementweise Produkt von
gi und R;W*b fiir ¢ = 1,..., N gebildet; die entstehenden Folgen bezeichnen wir mit

wi, ..., wn. Anschliefend muss noch die Wavelet-Transformation W (die aufgrund der
Ersetzung der Indexmenge A durch Ajj nur noch endlich viele Nicht-Null-Koeffizienten

liefert) auf die durch
N

z(x,y) =2 Z%(ma} + yo?)
i=1
definierte Funktion z angewendet werden.

Die den gestérten Daten v° zugrunde liegenden exakten Daten v = (vy,...,vyN) €
(L(—1,1))" werden ebenfalls stiickweise konstant durch v approximiert. Auf die Reali-
sierung der Datenstérung werden wir im néchsten Abschnitt eingehen.

Die Umsetzung aller weiteren Schritte in obigem Algorithmus ist elementar und be-
darf lediglich aus technischer Sicht einiger Uberlegungen, da die Berechnungen sowohl
rechenzeit- als auch speicherintensiv sind. Auf die Feinheiten der im Rahmen dieser
Arbeit entstandenen Implementierung wollen wir hier nicht néher eingehen.

13.4. Versuchsaufbau

Nach der Vorstellung des Minimierungsalgorithmus’ fiir das Tikhonov-Funktional (13.2)
und der Beschreibung der wesentlichen Diskretisierungsschritte bleiben noch einige Fra-
gen offen, die den konkreten Ablauf der numerischen Experimente betreffen.

Als Erstes stellt sich die Frage, welche Startfolge b° fiir den Algorithmus gewéihlt wer-
den sollte. Um dieses Problem zu vereinfachen, werden wir uns eine stiickweise konstante
Funktion ug auf R? mit suppug C 2 in Form einer Matrix aus Grauwerten mit Werten
im Bereich von -1 (schwarz) bis 1 (weif) vorgeben und die Wavelet-Koeffizienten von ug
berechnen. Die Folge dieser Wavelet-Koeffizienten wird die Startfolge b° sein. Giinstige
Wahlen der Startfunktion bzw. Startmatrix werden wir im Experiment untersuchen.
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13.4. Versuchsaufbau

Die niichste offene Frage ist die der Simulation der Daten v bzw. v°. Als Ausgangs-
punkt geben wir analog zur Startfunktion eine stiickweise konstante Funktion u auf R?
mit suppu C  in Form einer Grauwertmatrix vor. Durch moglichst genaue numeri-
sche Integration berechnen wir daraus die Radon-Transformierten R;u an den Stellen
%—F %, l=— ,n—1, und erhalten somit durch Quadrieren dieser Werte eine diskre-
te Version v = (Ul, . ) der exakten Daten v (die Notation mit ein- und zweifacher
Unterstreichung Wurde im vorhergehenden Abschnitt eingefiihrt).

Zur Festlegung der Aufnahmerichtungen geben wir deren Anzahl N € N vor und

setzen ) )
1
= = - — ,=1,...,N.
Gi <N 2N> T

Die Richtungen o; definieren wir nun als
0; = (cos(;,sin¢), i=1,...,N.

Wird N gerade gewéhlt, so ist gewéhrleistet, dass cos (; und sin {; von Null verschieden
sind. Dies Vereinfacht die Herleitung einiger Integrationsgrenzen fiir die numerische
Integration bei der Berechnung der Wavelet-Koeffizienten.

Zur Erzeugung der gestorten Daten v® geben wir den gewiinschten relativen Datenfeh-
ler d,¢1 > 0 vor und erzeugen N (theorgisch) doppelt unendliche Folgen, deren Eintrége
mit Index —n bis n — 1 Realisierungen einer normalverteilten Zufallsgrofe mit Erwar-
tungswert 0 und Varianz 1 sind. Alle anderen Eintrége sollen Null sein. Setzen wir

1 N n-—1 2
(5 = 5rel”UH(L2( 11) N = 6rel (n Z Z Ul )

i=1l=—n
und
5. 6 €i n ) €
VP = = = = ,
= = \/NHQHL?(AJ) = /N | nel 3
n 2 i
l=—n
so gilt
3
_ 2
19252 & 5
.6 _| = o = _
lvi = V3l z2(-10) = nz: N | TN
l=—n n Z gl
l=—n
und damit

N

N
lo = 2llz2(-1,1y = (Z lvi — ”?|L2(1,1)> =9
=1

Die kritischste und letzte offene Frage ist die nach der Wahl des Regularisierungs-
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parameters «. Hier gibt es zahlreiche Moglichkeiten. Wir entscheiden uns aufgrund der
einfachen Implementierung fiir das Diskrepanzprinzip. Dieses lduft wie folgt ab.

g > 0 groft genug wéhlen

q € (0,1) und 7 > 0 wahlen

l—0

do
l—1+1
Minimierer u;—; von Tgl—l berechnen
Qp <~ qoy—1

while ||F(u;—1) — UJH(LQ(_pr))N > 76

U — Uj.

Zu beachten ist, dass ag so grof gewéhlt werden sollte, dass || F'(ug) —v5||(L2(7p’p))N >
76 gilt. Die Wahl von 7 ist in der Praxis schwierig, da fiir zu kleines 7 die Abbruch-
bedingung unter Umsténden nie erfiillt sein wird und fiir zu grofes 7 der mittels Dis-
krepanzprinzip gewéhlte Regularisierungsparameter zu einer zu glatten Lésung fiihren
kann.
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Anhand der Betrachtungen in den vorangegangenen Kapiteln wurde eine Implementie-
rung mit Hilfe von Matlab erstellt. Wie weiter oben bereits angemerkt wurde, sind die
Berechnungen sehr resourcenintensiv, sodass wir die Anzahl der Wavelet-Koeffizienten,
d.h. die Anzahl der freien Variablen des Minimierungsproblems, gering halten miissen.
Dies kann auf zwei Wegen erfolgen, von denen wir beide umsetzen werden miissen. Zum
einen kann die feinste Skalierungsstufe j klein gewihlt werden; dies fiihrt zu grob ge-
rasterten bzw. unscharfen Ergebnissen. Zum anderen wirkt sich eine grofe Daubechies-
Ordnung r negativ auf die Koeffizientenanzahl aus. Erste Versuche haben gezeigt, dass
j = 5und r = 0 einen vertretbaren Kompromiss zwischen Ergebnisqualitiit und Resour-
cennutzung darstellen. Die Arbeit mit groferem r ist zwar wiinschenswert, bringt aber
die verfiighare Rechentechnik (3-GHz-Prozessor, 2 GB Arbeitsspeicher) an ihre Grenzen.
Gegebenenfalls wiirde eine Implentierung in der Sprache C hier mehr Freiraum bieten.

Fiir die Diskretisierung im Datenraum wéhlen wir die Parameter N = 40 (Anzahl
der Aufnahmerichtungen) und n = 20 (Stiitzstellenanzahl in Intervall der Lange 1). Die
grobste Skalierungsstufe der Wavelet-Zerlegung legen wir auf j = 0 fest. Als Abbruch-
schranken fiir den Minimierungsalgorithmus wihlen wir 71 = 1073 und 7 = 107%; der
Parameter C wird auf 50 gesetzt. Die Wahl dieser Werte erfolgte anhand zahlreicher
Testrechnungen. Insbesondere hat sich gezeigt, dass der Parameter C' auch grofer ge-
wahlt werden kann (z.B. C' = 100); dies wirkt sich nicht auf das Ergebnis aus, sondern
nur auf die Iterationsanzahl, genauer auf das Verhéltnis der Anzahl innerer und dufserer
Iterationen. Wird C' zu klein gewahlt, so konvergiert die innere Iteration unter Umstéan-
den nicht mehr. In den folgenden Versuchen wurden stets ca. 100 &ufiere Iterationen
und durchschnittlich 4 bis 5 innere Iterationen pro dufserer Iteration benotigt.

14.1. Abhidngigkeit vom Startwert

Bei der Modellierung des Schlierentomografieproblems hatten wir bereits festgestellt,
dass mit u auch —u stets eine Losung der Gleichung F'(u) = v ist. Somit stehen wir
vor dem Problem, zu entscheiden, welche der beiden Losungen uns der vorgeschlagene
Algorithmus liefert. In [12| wurde fiir ein anderes Verfahren bereits beobachtet, dass diese
Frage vom fiir den Algorithmus verwendeten Startwert ug bzw. von der entsprechenden
Startfolge b° abhiingt: ein positiver konstanter Startwert liefert die Losung mit dem
korrekten Vorzeichen, ein negativer konstanter Startwert liefert die Losung mit dem
falschen Vorzeichen.

Fiir die Untersuchung dieser Fragestellung verwenden wir eine einfache Druckvertei-
lung, wie in Abbildung 14.1 (b) dargestellt. Als Startwert wihlen wir die mit einem
Skalierungsfaktor versehene charakteristische Funktion yq des Gebietes 2 (Abbildung
14.1 (a)). Als Faktor wéhlen wir 0,01 und —0,01. Der Datenfehler § sei Null; dadurch
kénnen wir zur Wahl des Regularisierungsparameters a nicht mehr das Diskrepanzprin-
zip anwenden. Stattdessen geben wir uns eine fallende Folge von Parametern vor und
betrachten fiir jeden dieser Parameter die mit der entsprechenden Lésung u des Mi-
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nimierungsproblems erzielte Diskrepanz [|F'(u) — v||(z2(—p,p))~. Wir wihlen denjenigen
Parameter aus der Folge aus, der die Diskrepanz minimiert. Fiir beide Rekonstruktionen
wird dieses Vorgehen den Regularisierungsparameter o = 1078 ergeben. Da es an dieser
Stelle nicht so sehr auf die Genauigkeit der Rekonstruktion ankommt, reicht uns hier
j=4.

(a) 1 (b) 1

0.5

-1 -05 0 0.5 1

Abbildung 14.1.: (a) Funktion xq, (b) exakte Losung u, (c) rekonstruierte Losung mit
Startwert 0,01yq, (d) rekonstruierte Losung mit Startwert —0,01xq.

Die Ergebnisse in Abbildung 14.1 (c¢) und (d) zeigen, dass das hier vorgestellte Ver-
fahren das gleiche Verhalten wie in [12] beschrieben zeigt, d.h. das Vorzeichen des (kon-
stanten) Startwerts bestimmt das Vorzeichen der Losung. Weitere Berechnungen haben
dies bestatigt.

14.2. Rekonstruktion negativer Funktionswerte

Die interessanteste Frage in Hinblick auf Verfahren zur numerischen Lésung des inversen
Problems der Schlierentomografie ist die nach der Mdoglichkeit zur Rekonstruktion von
negativen Werten der Druckverteilung u. Es stellt sich heraus, dass die Beantwortung
dieser Frage stark von der Wahl der Startfolge b° fiir den Minimierungsalgorithmus
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14.2. Rekonstruktion negativer Funktionswerte

abhéngt.

Zur experimentellen Beantwortung dieser Frage ziehen wir die in Abbildung 14.2 (a)
dargestellte Druckverteilung heran. Den Startwert wéhlen wir wie im vorhergehenden
Abschnitt als 0,01xq. Da wir § = 0 setzen, miissen wir die Parameterwahl ebenfalls wie
im vorhergehenden Abschnitt durchfiihren. Dieses Vorgehen fiihrt zu oo = 1077,

(a) 1

0.5

-1
-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1

Abbildung 14.2.: (a) exakte Losung, (b) Rekonstruktion.

In Abbildung 14.2 (b) erkennt man deutlich, dass die Druckverteilung nicht korrekt
rekonstruiert wurde. Insbesondere sind die negativen Funktionswerte bei der rekonstru-
ierten Losung nun positiv.

Bei Verwendung eines Startwertes (siche Abbildung 14.3 (a)), der die Verteilung von
positiven und negativen Funktionswerten der exakten Losung in gewisser Weise wider-
spiegelt, erfolgt eine korrekte Rekonstruktion. Die rekonstruierte Losung ist in Abbil-
dung 14.3 (b) dargestellt.

(a) 1 (b) 1 1
0.5 0.5 05
0 0 0
-0.5 -0.5 -05
-1 -1 -
-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1 !

Abbildung 14.3.: (a) Startwert (mit Faktor 100 multipliziert), (b) Rekonstruktion.

Weitere Berechnungen haben die Beobachtungen bestétigt. Als Fazit ist also fest-
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zuhalten, dass das hier verwendete Verfahren im Allgemeinen nicht in der Lage ist,
Druckverteilungen mit negativen Funktionswerten korrekt zu rekonstruieren. Es gibt
jedoch geeignete Startwerte, die zu einer korrekten Rekonstruktion fiithren.

14.3. Abhingigkeit vom Datenfehler

Da wir im vorhergehenden Abschnitt feststellen mussten, dass das verwendete Verfahren
nicht in der Lage ist, negative Funktionswerte ordnungsgeméfs zu rekonstruieren, werden
wir in den folgenden Experimenten nur noch Druckverteilungen heranziehen, die keine
negativen Werte aufweisen.

Wir wollen nun das Verhalten des Verfahrens bei gestorten Daten untersuchen. Dazu
verwenden wir die in Abbildung 14.4 (a) dargestellte Druckverteilung. Da wir j = 5 set-
zen, was aus praktischer Sicht ein recht niedriger Wert ist, projizieren wir diese Funktion
jedoch zunéchst in den durch die Basiselemente aufgespannten Raum, d.h. wir approxi-
mieren sie durch die in Abbildung 14.4 (b) dargestellte Druckverteilung. Dies hat den
Vorteil, dass nun eine exakte Rekonstruktion theoretisch moéglich ist, falls 6 = 0 gewéhlt
wird.

(8) 1 (b) 1 1
0.5 0.5 0.5
0 0 0
-0.5 -0.5 -05
-1 -1 -1
-1 -0.5 0 0.5 1 - -0.5 0 0.5 1

Abbildung 14.4.: (a) exakte Druckverteilung, (b) in Wavelet-Raum projizierte
Druckverteilung.

Das Sinogramm der in den Wavelet-Raum projizierten Druckverteilung ist in Abbil-
dung 14.5 (a) dargestellt (ein Sinogramm ist die spaltenweise Anordnung der Projek-
tionen zu den verschiedenen Richtungen). Abbildung 14.5 (b) zeigt das mit oy = 0,2
gestorte Sinogramm.

In Abbildung 14.6 (a) bis (c) sind Rekonstruktionen fiir verschieden grofe Datenfehler
dargestellt. Abbildung 14.6 (d) zeigt das Sinogramm der rekonstruierten Druckverteilung
bei ;1 = 0,2. Fiir die Parameterwahl mittels Diskrepanzprinzip wurde 7 = 1,2 gewahlt.
Der Startwert fiir den Minimierungsalgorithmus wurde wie in Abschnitt 14.1 als 0,01xq
gewahlt.
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(b) 4 1
0.5 05
0 0
-05 -05
1 .

Abbildung 14.5.: (a) Sinogramm der in den Wavelet-Raum projizierten Druckverteilung,
(b) Sinogramm mit Datenfehler §,, = 0,2.

(b) 1

0.5
0
1
05
05
1
1 05 0 05 1 .
(d)
05
05
-1
0
05
1

|
=

|
o
a1
o
o
(6]
=

Abbildung 14.6.: (a) Rekonstruktion mit 6, = 0,05 (o = 1073), (b) Rekonstruktion mit
Srel = 0,1 (@ = 1072), (c) Rekonstruktion mit 8, = 0,2 (@ = 1073),
(d) Sinogramm der Rekonstruktion mit 6y = 0,2.
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14. Ergebnisse

Die Abbildungen zeigen, dass das Verfahren trotz grofser Datenfehler in der Lage ist,
die urspriingliche Druckverteilung in gewissem Rahmen zu rekonstruieren. Auffillig ist,
dass bei hoherem Datenfehler die Rekonstruktion aus wenigen grofen Quadraten zusam-
mengesetzt ist. Die Quadrate entstehen aufgrund der Wahl » = 0 (Haar-Wavelets). Die
geringe Anzahl kommt daher, dass der Regularisierungsparameter « recht grofs gewéhlt
wurde. Fiir héhere Daubechies-Ordnung 7 sind dhnliche Resultate zu erwarten, wobei
die scharfen Kanten der Quadrate durch sehr weiche Uberginge ersetzt werden.

14.4. Konvergenzraten

Im letzen numerischen Experiment soll versucht werden, Konvergenzraten fiir § — 0 zu
berechnen. D.h. wir betrachten €(0) := |lu — @|z2(q) in Abhéngigkeit von d, wobei u
die in den Wavelet-Raum projizierte exakte Druckverteilung ist (vgl. vorhergehenden
Abschnitt) und @ die rekonstruierte Druckverteilung bezeichnet.

Wir berechnen e(8) fiir 6, = 0,127  mit [ = 0,1,2,... bzw. fiir die entsprechenden
absoluten Datenfehler §. Alle weiteren Parameter wahlen wir wie im vorhergehenden
Abschnitt. Insbesondere verwenden wir die Druckverteilung aus Abbildung 14.4 (b) und
die Funktion 0,01yq als Startwert.

Es stellt sich heraus, dass fiir 4, < 0,0125 die Abbruchbedingung fiir die Parameter-
wahl mittels Diskrepanzprinzip fiir kein « erfiillt wird, da sich die erzielte Diskrepanz
fiir kleiner werdendes « kaum noch verringert. Die Werte £(0) sind fiir einige ¢ in Ab-
bildung 14.7 dargestellt, wobei der Regularisierungsparameter «, falls moglich, mittels
Diskrepanzprinzip gewahlt wurde; ansonsten wurde a so gewéhlt, dass die Diskrepanz
unter allen betrachtenen Werten fiir & minimal wird.

Die Abbildung zeigt deutlich, dass sich €(d) einem von Null verschiedenen Wert bei
0 — 0 annahert. Zu Erwarten war eigentlich €(0) — 0. Es liegt die Vermutung nahe,
dass dieses Verhalten durch eine zu kleine Wahl von n und N hervorgerufen wird. Die
Wiederholung der Berechnungen mit verdoppeltem n brachte jedoch das selbe Ergebnis.

Eine andere Ursache fiir das ungewohnliche Verhalten des Fehlers €(0) kann in der
Parameterwahl mittels Diskrepanzprinzip vermutet werden. Bei genauerer Betrachtung
der Berechnungsergebnisse hat sich jedoch gezeigt, dass fiir sehr kleine Parameter «
nicht nur die Diskrepanz nahezu unveréndert bleibt, sondern auch die Losung fir klei-
ner werdendes o kaum Verdnderungen erfihrt. Dieses Phéanomen konnte trotz zahlrei-
cher weiterer, hier nicht widergegebener Berechnungen im Rahmen dieser Arbeit nicht
aufgeklart werden.

14.5. Fazit

Die durchgefiihrten Experimente haben gezeigt, dass das in dieser Arbeit vorgestellte
Verfahren zur numerischen Losung des inversen Problems der Schlierentomografie nur
bedingt in der Lage ist, die gestellten Anforderungen, insbesondere in Hinblick auf die
Rekonstruktion von negativen Funktionswerten, zu erfiillen. Fiir den praktischen Einsatz
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14.5. Fazit
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Abbildung 14.7.: Abhéngigkeit des Losungsfehlers vom Datenfehler.

ist das Verfahren nicht grundsétzlich ungeeignet, es miissen jedoch Einschrénkungen in
Kauf genommen werden.

Die Implementierung ist aufgrund der Arbeit mit Wavelets im Vergleich zu anderen
Verfahren (z.B. Gradientenverfahren bei differenzierbarem Tikhonov-Funktional) sehr
aufwindig und somit auch fehleranfillig. Um den hohen Resourcenbedarf zu verringern,
ist eventuell eine Implementierung mit Hilfe einer geeigneteren Programmiersprache
(z.B. C) vorteilhaft. Zudem bestehen noch Einsparméglichkeiten bei der Speichernut-
zung durch eine konsequentere Umsetzung des Sparsity-Konzepts, d.h. durch den Ver-
zicht auf die Speicherung zahlreicher Null-Koeffizienten. Der Resourcenbedarf soll hier
also nicht zu negativ bewertet werden.

Zusammenfassend ist somit festzuhalten, dass der in dieser Arbeit eingeschlagene
Weg zwar prinzipiell zum Ziel fiihrt, allerdings weniger geeignet ist als andere Ansétze
zur Losung des Schlierentomografieproblems; in diesem Zusammenhang sei nochmals
auf [29] und [12] verwiesen.
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Symbolverzeichnis

An dieser Stelle werden alle in der Arbeit verwendeten Symbole aufgefiihrt, die aufgrund
ihrer Verbreitung in der Mathematik im Text nicht explizit eingefithrt wurden.

N Menge der natiirlichen Zahlen 1,2,3,...

Ng Menge der natiirlichen Zahlen mit Null, also 0,1,2,3,...
Z Menge der ganzen Zahlen ..., —2,1,0,1,2,...

R Menge der reellen Zahlen

C§°(M)  Menge aller auf der offenen Menge M beliebig oft differenzierbaren, re-
ellwertigen Funktionen mit kompaktem Trager

LP(M) Menge aller reellwertigen Funktionen auf M, deren p-te Potenz auf M
Lebesgue-integrierbar ist

HE(M)  Abschluss von C§°(M) in L*(M)

WHL(M) Menge aller Funktionen aus L'(M), deren erste verallgemeinerte Ablei-
tung ebenfalls in L'(M) liegt

95



96



Literaturverzeichnis

(1]

2]
3]

4]

[5]

[6]

17l

18]

19]

[10]

[11]

BANI, W.: Wawvelets. Eine Finfiihrung fir Ingenieure. Oldenbourg Verlag Miinchen
Wien, 2002.

BARTSCH, R.: Allgemeine Topologie I. Oldenbourg Verlag Miinchen Wien, 2007.

BoNEsSKY, T., BREDIES, K., LORENZ, D. A. und Maass, P.: A generalized con-

ditional gradient method for nonlinear operator equations with sparsity constraints.
Inverse Problems, 23(5):2041-2058, 2007.

CHAN, T. F. und SHEN, J.: Image Processing and Analysis: Variational, PDE,
Wawvelet, and Stochastic Methods. Society for Industrial and Applied Mathematics
Philadelphia, 2005.

CHol, H. und BARANIUK, R. G.: Wawvelet statistical models and Besov spaces.
In: UNSER, M. A., ALDROUBI, A. und LAINE, A. F. (Herausgeber): Wavelet
Applications in Signal and Image Processing VII, Band 3813 der Reihe Society of
Photo-Optical Instrumentation Engineers (SPIE) Conference Series, Seiten 489—
501, 1999.

DAUBECHIES, 1.: Ten Lectures on Wavelets. Nummer 61 in CBMS-NSF Regio-
nal Conference Series in Applied Mathematics. Society for Industrial and Applied
Mathematics Philadelphia, 1992.

DAUBECHIES, I., DEFRISE, M. und DE MoL, C.: An [terative Thresholding Algo-
rithm for Linear Inverse Problems with a Sparsity Constraint. Communications on
Pure and Applied Mathematics, 57:1413-1457, 2004.

DUVELMEYER, D., HOFMANN, B. und YAMAMOTO, M.: Range inclusions and
approzimate source conditions with general benchmark functions. Numerical Func-
tional Analysis and Optimization, 28(11-12):1245-1261, 2007.

EncrL, H. W., HANKE, M. und NEUBAUER, A.: Reqularization of Inverse Pro-
blems. Kluwer Academic Publishers Dordrecht Boston London, 1996.

Encr, H. W., KuNiscH, K. und NEUBAUER, A.: Convergence rates for Tikhonov
reqularization of non-linear ill-posed problems. Inverse Problems, 5(4):523-540,
1989.

GoswaMl, J. C. und CHAN, A. K.: Fundamentals of Wavelets. Wiley-Interscience,
1999.

97



Literaturverzeichnis

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]
[22]

[23]
[24]

[25]

[26]

98

HALTMEIER, M., KOWAR, R., LEITAO, A. und SCHERZER, O.: Kaczmarz methods
for reqularizing nonlinear ill-posed equations II: Applications. Inverse Problems and
Imaging, 1(3):507-523, 2007.

HANAFY, A. und ZANELLI, C. I.: Quantitative real-time pulsed Schlieren imaging
of ultrasonic waves. In: Ultrasonics Symposium, 1991. Proceedings., IEEE 1991,
Band 2, Seiten 1223-1227, Dezember 1991.

HEFTER, A.: Wie grof$ ist die Schallkeule bei Sonar-Naherungsschaltern? Siemens
AG, 2005. Produktinformationsbroschiire.

HEIN, T. und HOFMANN, B.: Approximate source conditions for nonlinear ill-posed
problems — chances and limitations. Inverse Problems, 25(3):035003 (16pp), 2009.

HOFMANN, B.: Interplay of source conditions and variational inequalities for non-
linear ill-posed problems. Preprint 6/2009, Preprintreihe der Fakultét fiir Mathe-
matik Technische Universitidt Chemnitz.

HoOFMANN, B.: A note on convergence rates for variational reqularization with non-
convez residual term. Preprint 11/2009, Preprintreihe der Fakultét fiir Mathematik
Technische Universitiat Chemnitz.

HOFMANN, B.: Approximate source conditions in Tikhonov-Phillips regularization
and consequences for inverse problems with multiplication operators. Mathematical
Methods in the Applied Sciences, 29(3):351-371, 2006.

HorMANN, B., KALTENBACHER, B., POscHL, C. und SCHERZER, O.: A conver-

gence rates result for Tikhonov regularization in Banach spaces with non-smooth
operators. Inverse Problems, 23(3):987-1010, 2007.

KREHL, P. und ENGEMANN, S.: August Toepler — The first who visualized shock
waves. Shock Waves, 5(1-2):1-18, 1995.

THE MATHWORKS: MATLAB Documentation, 2004.

MESSERSCHMID, R.: Zerstiubung von Flissigkeiten in einer nicht angepassten La-
valdiise. Doktorarbeit, Universitdt Bonn, 2004.

MEYER, Y.: Wavelets and operators. Cambridge University Press, 1992.

MORNEBURG, H. (Herausgeber): Bildgebende Systeme fiir die medizinische Dia-
gnostik. Publicis MCD Verlag, Erlangen, 3. Auflage, 1995.

PoscHL, C.: Tikhonov Regularization with General Residual Term. Doktorarbeit,
Leopold Franzens Universitat Innsbruck, 2008.

RamrLAU, R. und TESCHKE, G.: A Tikhonov-based projection iteration for non-
linear Ill-posed problems with sparsity constraints. Numerische Mathematik,

104(2):177-203, 2006.



27]

28]

[29]

[30]

[31]

[32]

[33]

[34]

[35]

[36]

[37]

Literaturverzeichnis

REICHEL, E. K., SCHNEIDER, S. C. und ZAGAR, B. G.: Characterization of Ultra-
sonic Transducers Using the Schlieren-Technique. In: Instrumentation and Measu-
rement Technology Conference, 2005. IMTC 2005. Proceedings of the IEEE, Band 3,
Seiten 1956-1960, Mai 2005.

RiNnow, W.: Lehrbuch der Topologie. VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften
Berlin, 1975.

SCHERZER, O., GRASMAIR, M., GROSSAUER, H., HALTMEIER, M. und LENZEN,
F.: Variational Methods in Imaging. Nummer 167 in Applied Mathematical Sciences.
Springer New York, 20009.

STARK, H.-G.: Wavelets and Signal Processing. Springer Berlin Heidelberg New
York, 2005.

TikHoNoOv, A. N., LEoNnov, A. S. und YAGoLA, A. G.: Nonlinear Ill-Posed
Problems, Band 1 und 2. Chapman Hall London, 1998.

TRIEBEL, H.: Theory of Function Spaces II. Birkhduser Verlag Basel Boston Berlin,
1992.

TRIEBEL, H.: The Structure of Functions. Birkhauser Verlag Basel Boston Berlin,
2001.

TRIEBEL, H.: Theory of Function Spaces III. Birkhaduser Verlag Basel Boston
Berlin, 2006.

WALDRON, B. und KAUTH, G.: Ultraschall-Array-Technik fiir industrielle Anwen-
dungen. ZfP-Zeitung, 69, Marz 2000.

WEIDMANN, J.: Lineare Operatoren in Hilbertrdumen. B. G. Teubner Stuttgart
Leipzig Wiesbaden, 2000.

WERNER, D.: Funktionalanalysis. Springer Berlin Heidelberg New York, 6. Auf-
lage, 2007.

99






Selbststandigkeitserklarung

Hiermit erklére ich, dass ich die vorliegende Arbeit selbststédndig angefertigt, nicht ander-
weitig zu Priifungszwecken vorgelegt und keine anderen als die angegebenen Hilfsmittel
verwendet habe. Samtliche wissentlich verwendete Textausschnitte, Zitate oder Inhalte
anderer Verfasser wurden ausdriicklich als solche gekennzeichnet.

Chemnitz, den 22. Juni 2009

Jens Geiller



