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0 Vorwort

Dieses Vorlesungsskript ist die Arbeitsgrundlage fiir die Veranstaltung “Numerische Ma-
thematik” (Modul i282) an der HTW Dresden ab Sommersemester 2026. Hinweise zum
Ablauf der Veranstaltung, insbesondere zum Umgang mit diesem Skript, finden Sie unter
brganisatorisches{.

Technischer Unterbau ist MyST Markdown mit einem eigenen, auf dem Standard-Book-
Theme aufbauenden Theme. Das MyST-Projekt ist noch recht jung und etliche Features
sind im Beta-Stadium. Hier und da ist also mit Ecken und Kanten zu rechnen. Fragen
und Anregungen zur Technik gern an Jens Flemming.


https://mystmd.org/
https://github.com/jupyter-book/myst-theme
https://github.com/jupyter-book/myst-theme
https://www2.htw-dresden.de/~fjeme691/flemming/

1 Was? Warum?

1 Was? Warum?

Die numerische Mathematik (,Numerik*) befasst sich mit Entwicklung und Analyse
von Algorithmen fiir das zahlenméiflige Losen von in der Sprache der Mathematik
formulierten Aufgabenstellungen.

Frither: Algorithmen per Hand/Zettel /Stift ausfithren (oder in Lehm geritzt).

Heute: Computer.

1.1 Analytisches vs. numerisches Ldsen

analytisches Losen numerisches Losen

exakte Ausdriicke Kommazahlen

exakte Zahlen endlich viele Ziffern (Nachkommastellen!)
Grenziibergénge endlich viele Rechenschritte

komplexe Operation Grundrechenarten

Nicht Thema hier: Computeralgebrasysteme (CAS). Diese konnen automatisiert
mit exakten Ausdriicken rechnen, teils auch Grenziiberginge ausfiihren usw. Jedoch
liefern sie nur Losungen, wenn die Aufgabenstellung iiberhaupt analytisch bestimmbare
Losungen besitzt, exakte Eingangsdaten vorliegen und die Aufgabe nicht zu kompliziert
ist! Rechenzeiten sind deutlich héher als beim numerischen Lésen.

1.2 Themen in der Numerik

Besondere Aufmerksamkeit gilt
e den technischen Gegebenheiten, z.B.

— Genauigkeit der Zahlendarstellung,
— verfiigbarer Speicherplatz,
— Moglichkeit der parallelen Ausfithrung,

— verfiighare Rechenzeit,

e dem Unterschied zwischen exakter Losung und algorithmisch berechneter Losung,

e der Auswirkung von Datenfehlern, insbesondere des Rundens von Eingangswerten
und Zwischenergebnissen, auf das Endergebnis,

o der Anzahl der benétigten Rechenschritte.

Typische Aufgabenstellungen sind zum Beispiel:


https://en.wikipedia.org/wiki/YBC_7289#Content

1.3 Beispiele

e lineare Gleichungssysteme l6sen,

o nichtlineare Gleichungen Losen,

o Funktionsauswertung (Interpolation, Ausgleichsprobleme),
e Integrale berechnen,

o Eigenwerte und -vektoren von Matrizen berechnen,

o Differentialgleichungen losen

o Optimierungsprobleme 16sen

Je nach Komplexitdt der konkreten Aufgabenstellung fiihren insbesondere die letzen
beiden Punkte zum wissenschaftlichen Rechnen. Ein klare Abgrenzung zur Numerik
ist nicht moglich. Die Numerik liefert die Werkzeuge. Das wissenschaftliche Rechnen
kombiniert sie zur Losung komplexer Aufgaben aus der Praxis.

Merke!

Grundkenntnisse der numerischen Mathematik sind essentiell fiir solide Software-
Entwicklung!

1.3 Beispiele

Was kann da schon schiefgehen?

GroB3 plus Klein

Klar:

14+ 2% — 220 =1,
z.B. ¢ =10.5.
Taschenrechner, Python, C, JavaScript,...: 0.

print(1 + 10.5 ** 20 - 10.5 ** 20)

# Ausgabe: "0.0"

Abbildung 1.1: *
Python-Code zum Testen

Bei 1 + (220 — 220) liefern alle 1.

Wir sehen hier Absorption und fehlende Assoziativitiat der Computeraddition.
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#include <stdio.h>
#include <math.h>

int main() {
printf ("%f\n", 1 + pow(10.5, 20) - pow(10.5, 20));
return O;

// Ausgabe: "0.000000"

Abbildung 1.2: *
C-Code zum Testen

console.log(l + 10.5 *x 20 - 10.5 ** 20);

# Ausgabe: "O"

Abbildung 1.3: *
JavaScript-Code zum Testen

Integral

Wollen fiir grofies n € N (z.B. n = 20) das Integral

1
I, = /x"emdx
0

berechnen. Das geht z.B. mittels partieller Integration, welche auf die Rekursionsformel
I,=e—nl, 1, Ip=e—1,

fithrt ( 140). Alternativ: numerische Integration, welche spiter im Semester be-
handelt wird.

from math import exp
from sympy import N, E

n_max = 20
num_e = exp(1l)
cas_e = E




num_
cas_

for

-1
-1

n in range(0, n_max + 1):

i = num_e
i = cas_e
if n > O:
num_i
cas_i
print(f'n
print(f'

print(f'

= num_e - n * num_3i

cas_e - n * cas_i

= {n}, exakt: {cas_il}')
{num_i:.20f} (numerisch)')
{N(cas_i, 20):.20f} (CAS)")

1.3 Beispiele

= o=l

it |

I OO Il OO Il OO Il OO Il OO I OO Il OO Il OO I © ol

0, exakt: -1 + E

.71828182845904509080
.71828182845904523540

1, exakt: 1

.00000000000000000000
.00000000000000000000

2, exakt: -2 + E

.71828182845904509080
.71828182845904523536

3, exakt: 6 - 2*E

.56343634308190981841
.56343634308190952928

4, exakt: -24 + 9xE

.46453645613140581716
.46453645613140711824

5, exakt: 120 - 44xE

.395569954780201600499
.395569954780200964415

(numerisch)
(CAS)

(numerisch)
(CAS)

(numerisch)
(CAS)

(numerisch)
(CAS)

(numerisch)
(CAS)

(numerisch)
(CAS)

6, exakt: -720 + 265%E

.34468454164694906083
.34468454164698737048

(numerisch)
(CAS)

7, exakt: 5040 - 1854%E

.30549003693040166496
.30549003693013364203

(numerisch)
(CAS)

8, exakt: -40320 + 14833*E

.27436153301583177111
.27436153301797609914

(numerisch)
(CAS)

9, exakt: 362880 - 133496*E

.24902803131655915081
.24902803129726034306

(numerisch)
(CAS)

10, exakt: -3628800 + 1334961x*E

.22800151529345358270
.22800151548644180472

(numerisch)
(CAS)

11, exakt: 39916800 - 14684570*E
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Ih OO Il OO Il OO Il OO Il OO Il OO I OO

.21026516023105568109 (numerisch)
.21026515810818538341 (CAS)

12, exakt: -479001600 + 176214841*E
.19509990568637691766 (numerisch)
.19509993116082063448 (CAS)

13, exakt: 6227020800 - 2290792932*E
.18198305453614516125 (numerisch)
.18198272336837698714 (CAS)

14, exakt: -87178291200 + 32071101049*E
.17051906495301283329 (numerisch)
.17052370130176741544 (CAS)

15, exakt: 1307674368000 - 481066515734*E
.16049585416385259151 (numerisch)
.16042630893253400376 (CAS)

16, exakt: -20922789888000 + 7697064251745%E
.15034816183740362661 (numerisch)
.15146088553850117518 (CAS)

17, exakt: 355687428096000 - 130850092279664*E
.16236307722318343849 (numerisch)
.14344677430452525731 (CAS)

18, exakt: -6402373705728000 + 2355301661033953*E

-0.20425356155825680204 (numerisch)

0
6
0

.13623989097759060374 (CAS)

19, exakt: 121645100408832000 - 44750731559645106*E
.59909949806592432964 (numerisch)

.12972389988482376433 (CAS)

20, exakt: -2432902008176640000 + 895014631192902121%E

-129.26370813285942062976 (numerisch)

0

.12380383076256994869 (CAS)

Sehen hier ein instabiles Verfahren zur Berechnung des Integrals.

Pentium-FDIV-Bug

Siehe Pentium FIDV bug.

Kurzfassung:

1.

Ein Fehler im Produktionsprozess von Pentium-Prozessoren fithrt zu nur selten
auftretenden und sehr kleinen Rechenfehlern bei gewissen Grundrechenopera-
tionen.

. Ein iteratives Verfahren zur Division von Zahlen verstirkt den Fehler soweit,

dass er relevant wird (fiinfte Kommastelle falsch).

. Intel merkt es, sagt aber nichts.


https://en.wikipedia.org/wiki/Pentium_FDIV_bug

4.
d.

1.3 Beispiele

Jemand anderes merkt es und macht das Problem offentlich.

PR-Disaster, Riickrufaktion, einige 100 Million Dollar Unkosten fiir Intel.

Patriot-Raketenabwehr

Siehe GAO/IMTEC-92-26 Patriot Missile Software Problem.

Kurzfassung:

1.

7.
8.

Zweiter Golfkrieg (“Operation Desert Storm”). US-Amerikanische Militdrbasis in
Dharan (Saudi-Arabien) wird durch Patriot-Raketenabwehrsystem vor Scud-Raketen
aus dem Irak geschiitzt. Vorher fiir dieses Szenario nicht wirklich getestet (70er-
Jahre Legacy-Code).

Gelegentlich werden Raketen aus ungeklarten Griinden nicht abgefangen.
Jemand schaut mal nach, wo es klemmt.

Fehler gefunden: Rundungsfehler verstidrkt sich im Laufe der Zeit durch un-
geschickte Implementierung einer Multiplikation mit 0.1, sodass nach hinreichend
langer Up-Time das System nicht mehr prézise genug arbeitet.

Anweisung an die Nutzer: tdglich rebooten.

Software-Update wird am 16. Februar 1991 verfiighar, impliziert aber 2 Stunden
Down-Time. Probleme beim Verteilen usw.

Am 25. Februar 1991 sterben 28 US-Soldaten durch eine Scud-Rakete.
Jemand spielt das Update ein am 26. Februar 1991.

Details zum Rundungsfehler: 170.


https://www.gao.gov/assets/imtec-92-26.pdf
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AMAZING UATCHING A PHYSICIST
AT \JORK, EXPLORING UNVERSES
IN A SYMPHONY OF NUMBERS.

IF ONLY I HAD STUDIED MATH,
I COULD APPRECIATE THE
BEAUTY ON DISPLAY HERE.

OH NO. THIS HAS TJO UNKNOWNS,
THAT'S GONNA BE REALLY HARD.

UGHHHHHHH.

THINK. THERE'S GOTTA BE A LAY
TO AVOID DOING ALL THAT LIORK...

Abbildung 1.4: *
I could type this into a solver, which MIGHT help, but would also mean I have to get a
lot of parentheses right... Quelle: Randall Munroe, xkcd.com /2207


https://xkcd.com/2207

2 Zahlen

Numerische Berechnung verwenden praktisch immer gebrochene Zahlen (“Kommazah-
len”). Zwei Varianten fiir die Darstellung von gebrochenen Zahlen durch Bitfolgen:

e Festkommazahlen
— begrenzte Anzahl Ziffern vor dem Komma,
— begrenzte Anzahl Ziffern hinter dem Komma,
¢ Gleitkommazahlen
— begrenzte Gesamtanzahl Ziffern,
— flexible Position des Kommas (auch weit vor oder hinter der Ziffernfolge).

Festkommazahlen spielen heute nur in Spezialanwendungen eine Rolle, siehe z.B. GNU-
Cash und STM32G4 CORDIC co-processor. Auch werden Festkommazahlen von gingi-
gen Programmiersprachen nur in Ausnahmeféllen unterstiitzt (ein Beispiel ist GNU C).
Beschéftigen uns hier deshalb nur mit Gleitkommazahlen genauer.

2.1 Darstellung von Gleitkommazahlen

Merke!

Gleitkommazahlen (engl.: floating-point numbers, kurz: floats) konnen durch zwei
Ganzzahlen beschrieben werden:

e Mantisse m € Z,

e Exponent e € Z.

Zusammen mit der gewédhlten Basis b € {2, 10} (Binér- oder Dezimalsystem) ergeben
diese die Zahl
mbe, (2.1)

wobei e die Position des Kommas angibt. Bei e = 0 steht das Komma direkt hinter
der Ziffernfolge. Positive e ergeben grofiere Zahlen (Komma weiter rechts), negative
e kleinere (Komma weiter links).

Ist die Hochstanzahl der Mantissenziffern (ohne Vorzeichen) festgelegt auf ¢ € N, so gibt
es mehrere Paare (m,e), die die selbe Zahl darstellen. Beispiel fur b = 10, t = 4:

123 - 10" = 1230 - 10°. (2.2)

Man wahlt tblicherweise die Darstellung mit der ldngsten mdoglichen Mantisse, d.h. die
Mantisse hat stets genau t Ziffern und die erste Ziffer ist nicht Null. Eine so darge-
stellte Gleitkommazahl heiffit normalisierte Gleitkommazahl. Diese Darstellung ist


http://www.gnucash.org/docs/v1.6/C/t7204.html
http://www.gnucash.org/docs/v1.6/C/t7204.html
https://www.st.com/resource/en/product_training/STM32G4-Peripheral-Cordic_Coprocessor_CORDIC.pdf
https://gcc.gnu.org/onlinedocs/gcc/Fixed-Point.html

2 Zahlen

eindeutig, fir Null aber nicht moéglich. Wenn nicht anders angegeben, meinen wir mit
“Gleitkommazahl” im Folgenden stets eine normalisierte Gleitkommazahl.

Die Ziffernanzahl im Exponent spielt in der numerischen Mathematik nur selten eine
Rolle. Die Mantissenldnge ist hingegen ausschlaggebend fiir die Genauigkeit von Be-
rechnungen. Wenn wir im Folgenden Aussagen der Form “fiir alle reellen Zahlen gilt...”
formulieren, meinen wir damit stets nur solche reellen Zahlen, die betragsméfig klei-
ner als die grofite darstellbare Gleitkommazahl sind, also keinen Exponenteniiberlauf
verursachen.

2.2 Datenformat fiir binare Gleitkommazahlen

Fiir die Umwandlung von Mantisse und Exponent einer bindren Gleitkommazahl zu einer
Bitfolge spielt heute hauptsichlich der Standard IEEE 754 eine Rolle. Siehe Floating-
point arithmetic fiir Ausnahmen.

Benotigte Bitfolgen fiir eine normalisierte Gleitkommazahl:
o Vorzeichen S der Mantisse:
— 1 Bit,
— 0 oder 1 fiir positive bzw. negative Mantisse.
e Betrag M der Mantisse ohne erste Ziffer:
— t — 1 Bit,
— die erste Ziffer ist immer 1, muss also nicht gespeichert werden (“hidden bit”).
o transformierter Exponent E:
— p Bit,
—FE=e+t—14+2071 1,
— E =0und E = 2P — 1 markieren spezielle Gleitkommazahlen (siehe unten).

Der Zusammenhang zwischen E und e entsteht dabei aus der Forderung, dass links und
rechts der zweiten Mantissenziffer gleich viele Kommapositionen darstellbar sein sollen:

e Der Summand ¢ — 1 verschiebt das Komma vom Ende der Mantisse zwischen die
ersten beiden Ziffern.

e Der Summand 2°~! — 1 sorgt fiir die gleiche Anzahl Kommapositionen links und
rechts.

Die durch Vorzeichenbit S, Mantissenbetrag M (ohne erste Ziffer) und transformierten
Exponent E beschriebene Zahl ist also

(-1)° (27 + M) - 2P D=0 (2.3)

10


https://de.wikipedia.org/wiki/IEEE_754
https://en.wikipedia.org/wiki/Floating-point_arithmetic#Other_notable_floating-point_formats
https://en.wikipedia.org/wiki/Floating-point_arithmetic#Other_notable_floating-point_formats

2.3 Runden

Tabelle 1: *
Ubliche Werte fiir die Bitanzahl von Mantisse und Exponent bei biniren
Gleitkommazahlen
Bezeichnung t—1 P Wertebereich dezimale Zif-
vone—+t—1 fern von m
16-Bit- 10 5 —14...15 3...4
Geleitkommazahl
32-Bit- 23 8 —126...127 7...8
Geleitkommazahl
64-Bit- 52 11 —1022...1023 15...16
Geleitkommazahl
oder auch
(—1)5 - 1M - 2P~ -1, (2.4)

wobei 1.M als 1+ 21~ M zu verstehen ist.
Spezielle Werte:

e FE = 0 markiert die Zahl 0, wenn M = 0; sonst sogenannte denormalisierte Zahlen
(behandeln wir hier nicht).

e E=2"—1 markiert oo, wenn M = 0; sonst “NaN”, also ungiiltige Zahl.

Ungiiltige Zahlen entstehen z.B. als Ergebnis der Division 0/0. Unendliche Werte entste-
hen zum z.B. bei 1/0 (dann +o0) oder -1/0 (dann —oo). Die Zahl 0 hat dabei ebenfalls
ein Vorzeichen. Betragskleine negative Zahlen werden auf -0 gerundet, positive auf +0.
Somit kann 1/0 auch —oo ergeben, wenn die 0 durch Runden einer negativen Zahl ent-
standen ist.

Nebenbemerkung

In der Literatur wird der Begriff Gleitkommazahl nicht einheitlich verwendet. Gele-
gentlich sind damit alle in der Form m ¢ darstellbaren Zahlen gemeint und die mit
dem Computer darstellbaren Zahlen (endlicher Bereich fiir m und e!) werden Maschi-
nenzahlen genannt. Wir verwenden den Begriff Gleitkommazahl hier ausschliefllich
fiir mit dem Computer darstellbare Zahlen bei vorgegebener Ziffernanzahl und vor-
gegebenem Bereich von Kommapositionen.

2.3 Runden

Das {ibliche Rundungsverfahren fiir Gleitkommazahlen entspricht nicht exakt dem ma-
thematischen Runden.

11


https://de.wikipedia.org/wiki/IEEE_754#Denormalisierte_Zahl

2 Zahlen

Merke!
Regeln fiir das Runden von Gleitkommazahlen:

e Runde zur néchst gelegenen darstellbaren Zahl.

e Wenn die zu rundende Zahl genau mittig zwischen zwei darstellbaren Zahlen
liegt, runde so, dass die letzte Ziffer der gerundeten Zahl gerade ist.

Beim mathematischen Runden wird in der zweiten Regel immer die groflere der beiden
moglichen Zahlen gewéhlt. Dies fithrt jedoch zur statistischen Drift.

Beispiel: Rechnen mit 2 Kommastellen. Mittelwert der 10 Werte 0.105, 0.115, 0.125,
0.135, 0.145, 0.155, 0.165, 0.175, 0.185, 0.195 ist 0.15 bzw. 0.16 je nach verwendeter

Rundungsregel ( 230).

Merke!

Sei x € R eine reelle Zahl, sei m b¢ die betragsméfig néchst kleinere (normalisierte)
Gleitkommazahl und bezeichne round(z) die durch Runden aus x erhaltene (norma-
lisierte) Gleitkommazahl. Dann gilt fiir den absoluten Rundungsfehler

|z — round(z)| < 1 |mb® — (m+1)b°| = L b° (2.5)
und fir den relativen Rundungsfehler

| — round(z)| b© < e 1 < 1
|| = 2x] T 2|m|be  2|m| T 2

b, (2.6)

wobei ¢t die Mantissenldnge ist und die letzte Ungleichheit auf der Tatsache beruht,
dass m genau t Ziffern hat und die erste Ziffer nicht Null ist.

Die Schranke € := %bl_t fiir den relativen Rundungsfehler heiit Maschinenepsilon.
Aus der Dreiecksungleichung folgen

(1 —¢)|z| < |round(z)| < (1 +¢) |z| (2.7)

und

T [round(z)| < |z| < 1%

( 260). Diese Ungleichungen spielen eine wichtige Rolle bei der Fehleranalyse von
Algorithmen. Insbesondere existiert zu jedem reellen = ein g mit

[round(z)| (2.8)

round(z) = (1 + o) x, lo| <e. (2.9)

12
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2.4 Grundoperationen

FEinige grundlegende Operationen, die nach IEEE 754 mit korrektem Runden implemen-
tiert sein miissen (meist direkt in der Hardware):

o Addition, Subtraktion,

e Multiplikation, Division,
e Quadratwurzel,

e Umwandlung in Ganzzahl,

e Umwandlung zwischen den verschiedenen Bitanzahlen.

Praktisch alle Prozessoren bieten viele weitere Operationen an. Siche z.B. Intel®64 and
[A-32 Architectures Software Developer’s Manual Volume 1: Basic Architecture (ab Ab-
schnitt 8.3.7). Mathematische Bibliotheken liegen tiblicherweise in an die verschiedenen
Prozessoren angepassten Versionen vor, sodass moglichst viele Operationen direkt auf
der Hardware ausgefithrt werden kénnen.

Als Ma$ fiir die Rechengeschwindigkeit eines Prozessors werden gern FLOPS (floating-
point operations per second, auch: flop/s) angegeben. Eine “floating-point operation”
ist dabei meist als kombinierte Addition und Multiplikation zu verstehen. Es gibt je-
doch keine allgemein anerkannte feste Definition dieser Einheit! Die Umrechnungen von
FLOPS in Prozessortakte ist prozessorabhéngig; siehe Floating point operations per se-
cond fiir die Umrechnungsfaktoren bei {iblichen Prozessoren. Die Prozessortaktanzahlen
fiir verschiedene Operationen findet man zum Beispiel in 4. Instruction tables: Lists of
instruction latencies, throughputs and micro-operation breakdowns for Intel, AMD, and
VIA CPUs (Spalte “Latency”, z.B. Seite 369 fiir Intel-Ice-Lake-Prozessoren).

2.5 Hinweise fiir die Praxis

Der IEEE-754-Standard tberldsst einige Details der konkreten Implementierung, so-
dass Programmcode sich auf unterschiedlichen Prozessorarchitekturen und beziiglich un-
terschiedlicher Compiler und Bibliotheken eventuell unterschiedlich verhélt, siche z.B.
Floating-Point Determinism.

Auch setzen die meisten Compiler Codeoptimierung ein, wobei zu Gunsten von Ge-
schwindigkeit auf Genauigkeit verzichtet wird. Die Optimierung lasst sich {iber zahlrei-
che Optionen steuern/abschalten. Fiir GNU C siehe Options That Control Optimization,
fiir Microsoft C++ siehe /fp (Specify floating-point behavior).

Nicht nur mit Blick auf Abweichungen zwischen erwarteter und tatsdchlich erzielter
Genauigkeit sind diese Aspekte interessant, sondern auch mit Blick auf Reproducible
Builds.

Fiir weitere “Randthemen” und Probleme bei der Verwendung von Gleitkommazahlen
siehe auch Random ASCII — tech blog of Bruce Dawson (Category Archives: Floating
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https://cdrdv2.intel.com/v1/dl/getContent/671436
https://cdrdv2.intel.com/v1/dl/getContent/671436
https://en.wikipedia.org/wiki/Floating_point_operations_per_second#Floating-point_operations_per_clock_cycle_for_various_processors
https://en.wikipedia.org/wiki/Floating_point_operations_per_second#Floating-point_operations_per_clock_cycle_for_various_processors
https://www.agner.org/optimize/instruction_tables.pdf
https://www.agner.org/optimize/instruction_tables.pdf
https://www.agner.org/optimize/instruction_tables.pdf
https://randomascii.wordpress.com/2013/07/16/floating-point-determinism/
https://gcc.gnu.org/onlinedocs/gcc/Optimize-Options.html#index-fexcess-precision
https://learn.microsoft.com/en-us/cpp/build/reference/fp-specify-floating-point-behavior
https://reproducible-builds.org/
https://reproducible-builds.org/
https://randomascii.wordpress.com/category/floating-point/
https://randomascii.wordpress.com/category/floating-point/

2 Zahlen

Point).

THE MATH DEPARTMENT NUMBER
SHORTAGE. 15 GETTING WORSE. WE
HAVE (')MLY |5 25 AND 12 3s LEFT,

NO, WAIT, 13 2s AND 10 3.
I
NG WAIT..

Abbildung 2.1: *

“10 minutes ago we were down to only 2 0s!” “How many do we have now?” “I ... don’t
know!!” Quelle: Randall Munroe, xkcd.com/3009
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3 Fehler

3.1 Fehlerarten

Bei numerischen Berechnungen spielen verschiedene Fehlerarten eine Rolle:

o Rundungsfehler (Zwischenergebnisse werden auf die darstellbare Genauigkeit
gerundet).

o Datenfehler (die Eingabewerte entstehen aus (ungenauen) Messungen),

o Verfahrensfehler (die eingesetzten Algorithmen liefern auch bei exakter Rech-
nung ohne Rundungsfehler nur Naherungslosungen).

o Modellfehler (vereinfachte/idealisierte Darstellung der tatséchlichen physikali-
schen oder anderweitigen Gegebenheiten),

Dabei enthélt der Datenfehler praktisch immer auch Rundungsfehler, da die Daten als
Gleitkommazahlen an den Algorithmus {ibergeben werden miissen.

Obwohl die numerische Mathematik sich auf die (Vermeidung der) Auswirkungen von
Rundungsfehlern konzentriert, spielen auch die anderen Fehlerarten und -quellen eine
Rolle. Insbesondere zielt man gar nicht auf maximale Genauigkeit (was mit ho-
hem Rechenaufwand verbunden ist), sondern nur darauf, dass die Auswirkungen von
Verfahrens- und Rundungsfehlern nicht gréfler sind als zwangslédufige Abweichungen aus
Daten- und Modellfehlern.

3.2 Beispiel: Volumen der Erde

Wollen das Volumen der Erde aus gegebenem Radius r (in Meter) mittels Kugelvolumen

4
V= gmﬁ (3.1)

berechnen.

Algorithmus
1. Teile 4 durch 3.

2. Multipliziere mit .

3. Multipliziere dreimal mit r.

Auftretende Fehler:

o Modellfehler: Die Erde ist keine exakte Kugel, sondern ein Ellipsoid (auch nicht
exakt).
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3 Fehler

o Verfahrensfehler: Hier nicht vorhanden, sofern (bei exakten Daten) mit exaktem
gerechnet wird.

e Datenfehler: Exakte Bestimmung von r scheitert schon an der Struktur der Erd-
oberfliche (Berge, Téler). Selbst mit sehr préziser Messtechnik wird man nur ein

Intervall r € [a,b] angeben kénnen. Wihlt man r = %2, betrigt der Datenfehler
b—
7
e Rundungsfehler: » und 7 miissen fiir die Darstellung mittels Gleitkommazahlen
gerundet werden. Die Zahlen 4 und 3 sind exakt darstellbar. Die Auswirkungen
der Multiplikationen und der Division auf die Genauigkeit des Ergebnisses werden

weiter unten untersucht.

Aufgrund der unvermeidlichen grofien Modell- und Datenfehler gibt es keinen Grund
die Berechnungen mit sehr grofler Genauigkeit auszufiihren. Solange die Rundungsfehler
und deren Auswirkungen auf die einzelnen Rechenoperationen kleiner als die Modell-
und Datenfehler bleiben, ist die Genauigkeit grof§ genug.

3.3 Bewertung von Algorithmen

Gegeben ist ein Algorithmus, der “ein Problem 16st”. Genauer: Es gibt eine Menge X C
R? von moglichen Eingaben, eine Menge ¥ C R von méglichen Ausgaben und eine
(exakte) Losungsabbildung f: X — Y.

Zentrale Frage: Wie hiangt der Ausgabefehler vom Eingabefehler ab?

Dabei nehmen wir an, dass es eine unbekannte exakte Eingabe r € X gibt und eine
bekannte mess- und rundungsfehlerbehaftete Eingabe . Der relative Eingabefehler
ist dann

1 — T1 Tq — Tq

. (3.2)

Tl Zq

Die numerische Auswertung von f(z) erfolgt durch einen (potentiell fehlerhaften) Algo-
rithmus f : X — Y, der auf die fehlerbehafteten Daten T angewendet wird. Fiir den
relativen Ausgabefehler erhalten wir somit

/()|

Nebenbemerkung (Warum relative Fehler und nicht absolute Fehler?)

Eine Aussage der Form “Der Algorithmus verursacht einen absoluten Fehler von
0.001” hat fiir sich allein keinen relevanten Informationsgehalt. Verarbeitet der Al-
gorithmus sehr grofie Zahlen, so spricht diese Aussage fiir den Algorithmus. Verar-
beitet er jedoch beispielsweise Zahlen unter 0.000001, so ist der Algorithmus vollig
unbrauchbar.
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3.4 Kondition

Relative Fehler liefern uns Informationen iiber die Anzahl der korrekt berechneten
Ziffern unabhéngig davon, in welchem Zahlenbereich der Algorithmus zum Einsatz
kommt.

Nachteil relativer Fehler: Wir miissen x = 0 und f(x) = 0 von den Bertrachtungen
ausschlieflen, was wir stets ohne explizite Erwdhnung dieser Tatsache tun werden.
Wenn dies sachlich nicht gerechtfertigt ist, bleiben nur absolute Fehler als Ausweg.

Ziel einer Fehleranalyse sind Abschitzungen der Form

wobei
d -
3 xxx <5 (3.5)
i=1 g

gelten soll. Die Zahl § ist also eine obere Schranke an den zu erwartenden Datenfehler.
Praktisch wird § mindestens so grofl sein wie das Maschinenepsilon.

Die Funktion ¢ ist meistens ein Monom ¢(d) = ¢6” mit p > 0 und einer (hoffentlich
kleinen) Konstante ¢ > 0. Je grofier p, desto unempfindlicher reagiert der untersuchte
Algorithmus auf Datenfehler. In jedem Fall muss lims_,og(d) = 0 gelten, damit die
Fehlerabschéitzung eine sinnvolle Aussage liefert (“Wenn wir den Datenfehler kleiner
machen, wird auch der Losungsfehler kleiner”).

Zentrale Werkzeuge fiir die Herleitung solcher Abschéitzungen sind die Kondition der
Abbildung f und die Stabilitidt des Algorithmus f, welche im Folgenden eingefiihrt
werden.

3.4 Kondition

Merke!

Die Kondition einer Abbildung f : X — Y beschreibt den Zusammenhang zwi-
schen Eingabefehler und Ausgabefehler bei exakter Auswertung von f. Sie ist eine
Figenschaft des zu losenden Problems und héngt in keiner Weise vom gewéhlten
Auswertealgorithmus f ab.

Verstarkt f die Eingabefehler, so ist f schlecht konditioniert oder hat schlechte
Kondition. Haben Eingabe- und Ausgabefehler die gleiche Gréflienordnung oder sind
die Ausgabefehler sogar kleiner als die Eingabefehler, so ist f gut konditioniert
oder hat gute Kondition.

Einfaches Beispiel: Berechnung des Schnittpunktes zweier Geraden ( 320).
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3 Fehler

o Verlaufen die Geraden nahezu senkrecht zueinander, dann gute Kondition.

e Verlaufen die Geraden nahezu parallel, dann schlechte Kondition.

Die Kondition héngt nicht nur von f selbst, sondern auch von der konkreten Eingabe x
ab!

Die Kondition eines Problems bzw. der entsprechenden Abbildung f kann man in Zahlen
fassen. Fiir die konkrete Definition dieser Konditionszahl gibt es verschiedene Ansétze.
Wir wéhlen zunichst den folgenden:

Merke!

Sei f: X — Y zweimal stetig differenzierbar an der exakten Eingabe z € X und sei
Z € X eine entsprechende fehlerbehaftete Eingabe. Die Zahl

= 3.6
wo) = B o ' 7) (36)
heifit Konditionszahl von f an der Stelle x. Mit ihr gilt
- d |-~
f@) —fl=)| - i — x;
—————= | S k(x 3.7
DS <o Y| 5.7)

i=1

(siehe 330). Das Symbol 5 ist als “im Wesentlichen kleiner als” zu lesen.

Der hier vorgestellte Konditionsbegriff fithrt immer zu linearen Fehlerzusammenhéngen
g in (@) Dieser Ansatz ist in der Literatur auch als differentielle Fehleranalyse oder
Storungstheorie 1. Ordnung zu finden.

Schlecht koniditionierte Probleme sind in der Praxis (leider) héufig anzutreffen, z.B. das
bei der Computertomografie zu losende mathematische Problem (siche Veranstaltung
zum wissenschaftlichen Rechnen).

3.5 Beispiele zur Kondition
Multiplikation

Betrachten
fiRE =R, f(zy,z2) = 21 22 (3.8)

Fir 1 # 0 und x9 # 0 erhalten wir x(x) = 1. Der Ausgabefehler ist als hochstens so
grof3 wie der Eingabefehler.

Fir 21 = 0 oder 9 = 0 konnen wir nur absolute Fehler betrachten:

[f(x) = f(@)] = |21][Z2]. (3.9)
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3.5 Beispiele zur Kondition

Ist z.B. 1 = 0 und z9 ist sehr grof, also auch Zs sehr grofl, so kann das Produkt
der gestorten Eingaben erheblich vom tatséchlichen Produkt 0 abweichen. Wéhle z.B.
21 = 107° und 29 = #9 = 105. Dann ist das berechnete Produkt 10 statt 0. Praktisch ist
dieser Fall aber selten von Interesse, da die Null exakt als Gleitkommazahl darstellbar
ist. Dennoch ist an dieser Stelle Vorsicht geboten!

a=0.1%x0.1-20.01
b 10 *x*x 20
print(a * b)

173.4723475976807

Division

Betrachten .
1

f:Rx (R\{0}) =R, fz1,22) := . (3.10)

Fiir z1 # 0 erhalten wir x(z) = 1. Der Ausgabefehler ist als hochstens so grofl wie der

Eingabefehler.

Fiir 1 = 0 kénnen wir nur absolute Fehler betrachten:

2
[f(z) = f(@)| = = (3.11)
|22
Die daraus zu ziehenden Schliisse entsprechen denen bei der Multiplikation.
a=0.1x%0.1-0.01
b = 10 ** ( -20)
print(a / b)
173.4723475976807
Quadratwurzel
Betrachten
f:]0,00) = R, f(x) =z (3.12)

Fiir z # 0 erhalten wir k(x) = % Der Ausgabefehler ist also kleiner als der Eingabefehler.

Fir x = 0 erhalten wir den absoluten Fehler

f(x) — (&) = Vi=+/]0- 7], (3.13)

der bei < 1 stets grofler ist als der Eingabefehler Z. Beachte hier, dass Eingabefehler
Z < 0 zu undefiniertem Ergebnis bzw. komplexen Zahlen fiihren!
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3 Fehler

a=0.01-0.1x%0.1
print(a **x 0.5)

(8.064844237971058e -26+1.3170890159654386e -09j)

from numpy import sqrt

a=0.01-0.1x%0.1
print(sqrt(a))

nan

/tmp/ipykernel_25646/1240944823.py:4: RuntimeWarning: invalid value
— encountered in sqrt
print(sqrt(a))

Addition und Subtraktion

Betrachten
f : R? — R, f(ml,.%'g) =x1 + Zo. (314)

Fir 1 # 0 und 2 # 0 erhalten wir

_ max{|z1], |x2|}

k() = ———————=. (3.15)

|x1 + xo|

Haben x; und zg gleiches Vorzeichen, dann ist x(z) < 1. Haben z; und z2 jedoch
unterschiedliches Vorzeichen, so kann |z 4+ x2| klein sein, obwohl weder |z1| noch |z9|
klein ist. In diesem Fall ist x sehr grof}, die Addition also schlecht konditioniert! Diese
Situation wird als Ausléschung bezeichnet.

Beispiel: Rechnen mit 5 Dezimalstellen, x7 = 0.120587, x93 = —0.120942. Durch Runden
der Eingabewerte entsteht ein Eingabefehler der GroSenordnung 104, Der Fehler im
Ergebnis liegt jedoch bei 1072, ist also deutlich grofier (Details: 340).

Weiteres Beispiel: Berechne die Differenz a — b, wobei statt a und b die auf 64-Bit-
Gleitkommazahlen gerundeten Werte verwendet werden.

a 1+ 11e -15
b 1 + 10e -15
print(f'a = {a:.20f}')
print(f'b = {b:.20f}"')

1.00000000000001110223
= 1.00000000000000999201

o P
o
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3.5 Beispiele zur Kondition

Mit exakten Werten erhalten wir a — b = 10715, Der Eingabefehler ist kleiner als 10714,
wéhrend der Ausgabefehler grofler als 0.11 ist ( 345). Somit weicht die tatséchliche
Differenz um mehr als 11 Prozent vom berechneten Wert ab. Beachte hierbei:
Wir haben exakt gerechnet, das Ergebnis also nicht gerundet. Ursache fiir den grofien
Fehler ist somit nicht ein konkreter Algorithmus (z.B. addiere exakt, runde dann auf 64-
Bit-Gleitkommazahl), sondern das Problem selbst in Kombination mit leicht gestorten
Eingabewerten. Berechnen wir die Differenz algorithmisch (also mit zusétzlichem Runden
des Ergebnisses), so erhalten wir

c=a->b
print(f'a - b
print( 'exakt

{c}")
1.0000000000000000e -15")

a-»b
exakt

1.1102230246251565e -15
1.0000000000000000e -15

Nur die Ziffer vor dem Komma ist korrekt!

Nebenbemerkung (Ist Ausloschung in der Praxis ein relevantes Problem?)

Ob Ausléschung wirklich ein Problem ist, hingt vom Kontext ab. Im obigen Beispiel
wurden zwei Zahlen subtrahiert, die beide ungefihr 1 waren. Der absolute Fehler
im Ergebnis liegt bei ca. 1076, was im Vergleich zu 1 verschwindend gering ist. Die
Rechnung an sich ist also hinreichend genau. Problematisch ist nur der Fakt, das von
den ca. 16 Dezimalziffern des Ergebnisses nur die erste etwas mit dem tatséchlichen
Wert zu tun hat. Alle weiteren sind falsch und unbrauchbar. Wird der berechnete
Wert als Eingabe fiir weitere Rechnungen verwendet, ist auch bei gut konditionierten
Operationen ein Ausgabefehler von der Gréflenordnung 10 Prozent zu erwarten!

print(1 + c) # Fehler in c nicht relevant
print(c * 10 **x 15) # Fehler in c relevant

1.000000000000001
1.1102230246251565

Sinus

Betrachten
f:R—[-1,1], f(z) ==sinz. (3.16)
Fir x # k7, k € Z, erhalten wir

|| | cos x|
= — 3.17
(z) | sin x| (3.17)
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3 Fehler

Fiir « in der Ndhe von Vielfachen von 7 wird die Kondition also beliebig grofl, wiahrend
J z.B. in der Nihe von 7 sehr gut konditioniert ist.

from math import sin
def print_sin(a, b):

sina = sin(a)
sinb sin(b)

print(sina)
print (sinb)

print(f'Eingabefehler: {abs((a - b) / a)}')
print (f'Ausgabefehler: {abs((sina - sinb) / sina)}')

print_sin(
3.141593,
3.141593123456789

-3.464102066193935e -07
-4.6986699585547026e -07

Eingabefehler: 3.929751219718377e -08

Ausgabefehler: 0.3563890060887287

Alle Mantissenziffern des fiir 3.141593 aus dem fehlerbehafteten Wert 3.141593123456789
berechneten Ergebnisses sind falsch, nur der Exponent stimmt. Der relative Fehler liegt
bei 34 Prozent. Die Konditionszahl ist x(3.141593) ~ 9068997. Beachte, dass die abso-
luten Fehler bei Eingabe und Ausgabe dennoch etwa gleich grof3 sind, das Ergebnis je
nach Kontext also durchaus brauchbar sein kann.

print_sin(
1.570796,
1.570796123456789

0.9999999999999466

0.9999999999999793

Eingabefehler: 7.8595049270588e -08
Ausgabefehler: 3.2751579226443866e -14

Hier stimmen fast alle Mantissenziffern trotz gleichem absoluten Fehler in der Eingabe
wie zuvor (der relative Eingabefehler ist hier sogar doppelt so grof}). Der relative Aus-
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3.6 Stabilitdt

gabefehler liegt im Bereich 10713, ist also um GréSenordnungen kleiner als der relative
Eingabefehler.

Quadratische Gleichung
Betrachten das Losen quadratischer Gleichungen 22 +px +¢ = 0, wobei wir nur die klei-

nere der beiden moglichen Losungen berechnen méchten. Haben mit D(f) := {(p,q) €
R? : p? > 4¢} also

[:D(f) =R, flx)=-2\/E 4 (3.18)
Fir z # 0 und f(p,q) # 0 (also p > 0 oder g # 0) erhalten wir
2
PR RARART
K(p, q) = max :
V-4 25 -a

Fir ¢ < 0 gilt somit x(p,q) < 1, also gute Kondition. Fiir ¢ > 0 wéchst die Kondition

(3.19)

mit ¢ und wird flir ¢ — % beliebig grofl. Das Problem ist fiir grofle ¢ also sehr schlecht
konditioniert (Details und grafische Interpretation: 350).

3.6 Stabilitat

Merke!

Ein Algorithmus f zur Auswertung einer Abbildung f heifit stabil, wenn f (x) ~
f(x) gilt fir alle moglichen Eingaben x.

Ein Algorithmus heifit also stabil, wenn er das tut, was man von ihm erwartet. Fir die
Formulierung préiziserer Aussagen iiber den erwarteten Zusammenhang zwischen f (z)
und f(z) gibt es verschiedene Ansétze. Wir gehen hier nur auf die beiden am weitesten
verbreitetenen ein: Vorwértsstabilitdt und Riickwartsstabilitit.

Merke!

Sei 6 > 0 eine obere Schranke an den erwarteten relativen Eingabefehler fir das
betrachtete Problem f. Ein Algorithmus f zur Auswertung von f heiffit vorwarts-
stabil, wenn

|f(z) = f(=)]
@) < ck(x)d (3.20)

fiir alle moglichen Eingaben x und ein nicht zu grofles ¢ > 0 gilt.
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Vorwértsstabilitét sichert also, dass der durch den verwendeten Algorithmus verursachte
Fehler in der Gréflenordnung des auch bei exakter Rechnung nicht zu vermeidenden
Fehlers liegt.

Fiir konkrete Algorithmen lassen sich Aussagen zur Vorwértsstabilitdt oft nur schwer
herleiten. Deshalb verwendet man fast immer den folgenden alternativen Stabilitédtsbe-
griff.

Merke!

Sei 6 > 0 eine obere Schranke an den erwarteten relativen Eingabefehler fiir das
betrachtete Problem f. Ein Algorithmus f zur Auswertung von f heifit riickwarts-
stabil, wenn es zu jeder moglichen Eingabe x eine Eingabe & gibt, sodass

Ti — Ty

< ef 3.21
z | = (3.21)

d
f@)= @) und Y

wobei ¢ > 0 unabhéngig von x und nicht zu grof3 sein soll.

Riickwértsstabilitdt sichert also, dass die Ausgabe des Algorithmus der exakten Rech-
nung mit einer Eingabe entspricht, die im Rahmen der Groéflenordnung des ohnehin
vorhandenen Eingabefehlers ebenfalls in Frage kommt.

Um Riickwartsstabilitidt zu zeigen miissen zwei Fragen beantwortet werden:

1. Gibt es zu jeder Eingabe z ein passendes &7

2. Wie grof} ist der Abstand zwischen x und zugehorigem & hochstens?

Merke!
Aus der Rickwartsstabilitit folgt stets die Vorwértsstabilitéit.

Beweis: 360.

3.7 Beispiele fiir Stabilitatsanalysen
Addition/Subtraktion

Nach IEEE 754 erfolgt die Addition zweier Gleitkommazahlen nach folgendem Algorith-
mus:
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3.7 Beispiele fiir Stabilitatsanalysen

Algorithmus

1. Berechne das exakte Ergebnis.

2. Runde entsprechend Rundungsregel auf eine Gleitkommagzahl.

Sind x1, z2 die beiden Summanden und ist € das Maschinenepsilon, so liefert der Algo-
rithmus das Ergebnis
(14 o) (z1 + 22) (3.22)

fir ein o mit |g| < e.

Der einfache Algorithmus erlaubt eine Vorwértsanalyse:

fl@) = f@)| _|ei+ae—(1+0) (w1 +m)|
e ot =|p| <e. (3.23)
Die Kondition der Addition erfiillt x(z) > % ( 370). Wir erhalten somit,
@)~ f(@)
@) <2k(z)e. (3.24)

Da der zu erwartende relative Eingabefehler praktisch immer gréfler als 2¢ sein wird
(Rundung jedes Summanden auf Gleitkommazahl), ist der untersuchte Algorithmus zur
Addition als vorwértsstabil anzusehen.

Zu Demonstrationszwecken untersuchen wir auch die Riickwartsstabilitat. Haben

f(xl, xg) = (1 + Q) (1‘1 + SUQ) (3.25)
=1+ w1+ (1+0) w2 (3.26)
= f((1+ o) 1, (1 + 0) 32), (3.27)

mit &1 := (14 0) x1, &9 := (1+ ) x3 also f(x) = f(&). Der relative Fehler beim Ersetzen
von x durch & ist

T — 21 T2 — X2 T = (1 + Q) L1 + x2 — (1 + Q) T2 (3.28)
T T2 T x2
=2|o| < 2e. (3:29)

Da die zu erwartenden Eingabefehler grofler als 2 ¢ sein werden, ist der Algorithmus als
riickwértsstabil anzusehen.

Lange Summen

Die Summe von n Zahlen soll berechnet werden:

FiRY SR, f(x) =) (3.30)
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Untersuchen dazu zunéchst den einfachsten Algorithmus:

Algorithmus

1. Addiere x1 und zo exakt.
2. Runde auf Gleitkommazahl.
3. Firi=3,...,n:
a) Addiere z; exakt.
b) Runde auf Gleitkommazahl.

Mit Maschinenepsilon € und den aus den Rundungsschritten entstehenden Abweichungen
02, - .., 0n wird also

("'((($1+f€2)(1+@2)+$3) (1+g3)+---)~-+xn) (1+ o) (3.31)

berechnet. Der Algorithmus ist fiir grofle n nicht riickwértsstabil (und auch nicht vor-
wiartstabil). Fur die Konstante in der Definition der Riickwartsstabilitdt erhalten wir
¢ =n (IDVID 375).

Betrachten nun folgenden alternativen Algorithmus fiir Summen mit n» = 2™ Summan-
den:

Algorithmus
1. Firk=0,....m—1:

a) Berechne aus den 2™~ * vorhandenen Werten die 2™~*~! paarweisen Sum-
men.

b) Runde jede dieser Summen auf Gleitkommazahlen.

In der letzten Iteration ist nur noch eine Summe mit zwei Summanden zu berechnen,
welche das Endergebnis darstellt. Bezeichnen wir die bei den Rundungsschritten entste-
henden Abweichungen mit oz;, k =0,...,m —1,1=1,... ,2m=k=1 50 entspricht der
Algorithmus folgender Formel:

(- (@1 +22) (4 000) + (s +20) (14 002) (1+01,) 4+ ) -+ ) (I 0m-1,0) (3.32)
Fiir die Konstante in der Definition der Riickwértsstabilitéit erhalten wir c = m (

380). Der Algorithmus kann also auch fiir groe n noch als riickwértsstabil (und somit
auch vorwértsstabil) angesehen werden, da m = log, n nur sehr langsam mit n wéchst.
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3.7 Beispiele fiir Stabilitatsanalysen

Quadratische Gleichung

Wir

untersuchen zwei Algorithmen zur Berechnung der kleineren der beiden Lésungen

der quadratischen Gleichung 22 + px + g = 0 auf Stabilitét.

Algorithmus

1. Multipliziere p mit p, dann runden.
Teile durch 4, dann runden.
Subtrahiere ¢, dann runden.

Ziehe die Wurzel, dann runden.

Teile —p durch 2, dann runden.

A T

Subtrahiere das Ergebnis aus Schritt 4, dann runden.

Direktes Auswerten der Losungsformel Vorwirts- und auch Riickwértsanalyse sind
hier recht mithsam. Mindestens die Riickwéartsanalyse ist mit unseren Mitteln aber mach-
bar. Wéhlen einen anderen Weg: Betrachten jeden Schritt separat und schlieflen aus der
Kondition der Einzelschritte auf die (Nicht-)Stabilitdat des Gesamtalgorithmus.

Schritt 1 ist stabil, liefert also bei fehlerfreier Eingabe p einen Ausgabefehler un-
terhalb des Maschinenepsilons €.

Schritt 2 erhélt eine fehlerbehaftete Eingabe, ist aber gut konditioniert. Die Divi-
sion ohne Runden wird also wieder einen Ausgabefehler in der Gréflenordnung von
¢ liefern. Anschliefendes Runden erhéht den relativen Fehler hochstens um den
Faktor 1+ ¢, sodass der Gesamtfehler nach Schritt 2 in der Gréfenordnung von €
bleibt.

Die Subtraktion in Schritt 3 ist schlecht konditioniert, wenn ¢ =~ ;, insbesondere
fiir ¢ < 0 aber gut konditioniert. Je nach Wert von ¢ kann der Ausgabefehler in
Schritt 3 beliebig grofl sein. Fiir ¢ < 0 wird er bei € bleiben.

Schritte 4 und 5 verhalten sich analog zu Schritt 2, also keine relevante Fehlerver-
starkung.

Schritt 6 ist schlecht konditioniert, wenn p < 0 und ¢ = 0; sonst gut konditioniert.
Fehlerverhalten analog zu Schritt 3.

Der Algorithmus ist also nur stabil, wenn gilt:

2
g < pz und |g| > 0 wenn p < 0. (3.33)
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3 Fehler

Umweg iiber Satz von Vieta Wollen einen Algorithmus, der fiir p < 0 bei betrags-
kleinem ¢ stabil ist. Der Satz von Vieta liefert x1 2 = ¢ fiir die beiden Lésungen der
quadratischen Gleichung. Wir konnen also zunéchst die grofiere Losung berechnen und
dann daraus die kleinere. Die ersten 5 Schritte bleiben unveréndert:

Algorithmus

1. Multipliziere p mit p, dann runden.
. Teile durch 4, dann runden.
. Subtrahiere ¢, dann runden.
. Ziehe die Wurzel, dann runden.

2

3

4

5. Teile —p durch 2, dann runden.

6. Addiere das Ergebnis aus Schritt 4, dann runden.
7

. Teile ¢ durch das Ergebnis aus Schritt 6, dann runden.

Fir p < 0 ist Schritt 6 nun gut Konditioniert (unabhéngig vom Wert von ¢). Auch
Schritt 7 ist gut konditioniert solange das Ergebnis aus Schritt 6 nicht zu nah bei 0 liegt.
Allerdings ist Schritt 6 fiir p > 0 und ¢ ~ 0 nun schlecht konditioniert. Der Algorithmus
ist also nur stabil, wenn gilt:

2
q < pz und |g| > 0 wenn p > 0. (3.34)

Kombinierter Algorithmus Um die kleinere Lésung einer quadratischen Gleichung sta-
bil zu erhalten, oder auch um beide Losungen zu erhalten, sollten also erst die obigen
Schritte 1 bis 5 ausgefiihrt werden. Anschlieffend ist zu unterscheiden:

p

e Wenn p > 0, dann subtrahiere die Wurzel von —5.

« Wenn p < 0, dann addiere die Wurzel zu —£.

Anschliefend kann iiber die Beziehung x; zo = ¢ (Vieta!) die andere Losung berechnet
werden.

Dieser Algorithmus ist stabil, wenn ¢ < %.

Die bei ¢ = % auftretende Instabilitdt aufgrund von Ausléschungseffekten spielt prak-
tisch kaum eine Rolle. In diesem Fall sind beide Losungen sehr nah beieinander. Sind
beide Losungen hinreichend weit von der Null entfernt, werden diese trotzdem korrekt
berechnet, da dann nur der durch Ausléschung entstandene absolute Fehler relevant ist
fiir den relativen Fehler in den Losungen. Und dieser ist sehr klein. Liegen jedoch bei-
de Losungen nah bei Null, so iibertragt sich der durch Ausléschung entstandene grofie
relative Fehler auf den relativen Fehler der Losungen.
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3.8 Gesamtfehler

3.8 Gesamtfehler

Faustregel: Gute Kondition des Problems f und Stabilitit des Algorithmus f garantieren
einen hinnehmbar kleinen Gesamtfehler. Schlechte Kondition oder fehlende Stabilitét
lassen keine brauchbaren Ergebnisse erwarten.

Merke!

Sei x die exakte Fingabe zum Problem f mit Kondition k. Sei & eine gestorte Einga-
be, wobei der relative Eingabefehler durch § > 0 beschréinkt sei. Ist der Algorithmus
f zur Auswertung von f vorwérts- oder riickwirtsstabil, so gilt fiir den relativen
Gesamtfehler

/(@) = f(@)]
[/ ()]

Dabei ist ¢ die Konstante aus der Definition der Vorwérts- bzw. Riickwartsstabilitat.

< (k(z) + ¢ (1 + k(z) 0) K(Z)) 0. (3.35)

Beweis: 390.

Die Abschatzung zeigt, dass der Ausgabefehler um so kleiner wird, je kleiner der Einga-
befehler ist (wenn x(Z) bei Z — x beschréankt bleibt).

29



3 Fehler

PRECISE + PRECISE _  SLIGHTLY LESS
NUMBER ~ NUMBER ~ PRECISE NUMBER

PRECISE PRECISE _  SLIGHTLY LESS
NUMGER ~ NUMBER PRECISE NUMBER

SSE,,CB'?E + GARBAGE = GARBAGE
SSE“;ZE X GARBAGE = GARBAGE
_ LESS BAD
J GARBAGE. = GARRAGE
2 \JORSE
(GARBAGE)” = ¢ aRBAGE

1 Z(N PIECES OF 5TAT|5T|CHLLY) _ BETTER
N INDEPENDENT GARBAGE / ~ GARBAGE

precise \ % MUCH WORSE
NUMBER = GARBAGE

_ - MUCH WORSE
GARBAGE - GARBAGE GARBAGE

GARBAGE ~ GARBAGE  Dyyision By ZERD

PRECISE

GARBPGE. x () = NUMIBER

Abbildung 3.1: *
“Garbage In, Garbage Out” should not be taken to imply any sort of conservation law
limiting the amount of garbage produced. Quelle: Randall Munroe, xkcd.com /2295
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4 Nichtlineare Gleichungen

Beschéftigen uns mit dem numerischen Losen nichtlinearer Gleichungen

wobei der Definitionsbereich [a,b] von f : [a,b] — R so eingeschrénkt sei, dass es genau
eine Losung gibt. Nichtlineare Gleichungen kénnen immer auf diese Form gebracht wer-
den, sodass das Losen nichtlinearer Gleichungen dquivalent zum Finden von Nullstellen
ist.

4.1 Kondition

Formale Untersuchungen zur Kondition des Problems sind mit unseren Mittel nicht
moglich. Die Eingabe ist hier eine Funktion. Die Ausgabe ist eine Nullstelle der Funktion.
Wir missten uns also mit Abstédnden in Funktionenrdume beschéaftigen um {iberhaupt
iiber Eingabefehler reden zu kénnen. Grundsétzlich gilt aber, dass die Kondition des
Problems vor allem an der konkreten Gestalt der Funktion f festgelegt wird.

Fiir quadratische Gleichungen haben wir die Kondition des Nullstellenfindens genauer
untersucht. Allerdings haben wir dort nicht die gesamte quadratische Funktion als Ein-
gabe betrachtet, sondern nur die in der Funktionsdefinition auftretenden Parameter p
und ¢. Somit konnten wir Eingabefehler mit unseren Mittel ausdriicken.

Eine andere Frage ist die nach der Kondition beim Auswerten der Funktion f an einer
Stelle z. Diese Frage kénnen wir mit unseren Mitteln beantworten, sofern eine konkrete
Funktion betrachtet wird. Fiir eine allgemeine Funktion f sind keine Aussagen moglich.
Da alle numerische Losungsverfahren die Funktion f an mehreren Stellen auswerten
miissen, ist die Frage nach der Kondition dieser Auswertungen sehr relevant fiir die
Stabilitdt von Losungsalgorithmen.

4.2 lterative Verfahren
Idee

Alle Losungsverfahren fiir nichtlineare Gleichungen arbeiten iterativ, d.h. sie arbeiten
nach folgendem Muster:

1. Wihle einen Startwert xg € [a, b].
2. Fir k=1,2... wiederhole:

a) Berechne eine neue Niaherungslosung xj, aus xp_1.

Im Prinzip kann x, nicht nur von z;_; sondern auch von mehreren Vorgdngern abhédngen,
ist aber hier nicht Thema.
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4 Nichtlineare Gleichungen

Die Folge xg,x1,xo,... liefert immer bessere Néherungen an die tatsédchliche Losung,
sofern das Verfahren sinnvoll konstruiert ist.

Merke!

Ein iteratives Verfahren heift konvergent (auch: “es konvergiert”), wenn fir die
exakte Losung x* gilt:

¥ = lim xy. (4.2)
k—ro0

Um aus der obigen Verfahrensidee konkrete Algorithmen zu erhalten, miissen wir fol-
gende Fragen beantworten:

e Wie wahlen wir x(?

e Wie berechnen wir x; aus xp_17

e Wann brechen wir die Iteration ab?

Abbruchkriterium

Die Frage nach dem Abbruch der Iteration ist relevant, weil ein Computer nur endlich
viele Rechenschritte durchfithren kann. Die Antwort ist eine Abwéigung zwischen ver-
fiigbarer Rechenzeit und akzeptiertem Losungsfehler. Folgende Varianten sind {iblich:

o Falls vor allem die Rechenzeit relevant ist, bricht man nach einer vorgegebenen
Anzahl an Iterationen ab.

o Falls vor allem die Genauigkeit der Losung relevant ist, bricht man erst ab, wenn
die gewlinschte Genauigkeit erreicht ist. Da man die exakte Losung nicht kennt,
ist die Machbarkeit dieses Ansatzes vom konkreten Verfahren abhéngig.

o Falls vor allem die Genauigkeit der Losung relevant ist, aber dise bei dem gewéhlten
Verfahren nicht zuverldssig bestimmt werden kann, bricht man ab, wenn sich die
Néherungslosungen im Rahmen der gewiinschten Genauigkeit nicht mehr dndern.

o Praktisch wird man abbrechen, wenn die Genauigkeit hoch genug ist, und zu-
satzlich eine (hohe) maximale Iterationsanzahl vorgeben um auch in ungiinstigen
Féllen (langsame Konvergenz) die Rechenzeit in akzeptablem Rahmen zu halten.

Konvergenzordnung

Aus der Beziehung z* = lim x}, lassen sich keine Erkenntnisse zur Konvergenzgeschwin-
k—o00

digkeit gewinnen. Deshalb ist man an konkreten Abschétzungen des Losungsfehlers in-
teressiert:
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4.2 Iterative Verfahren

Merke!
Gilt

|z, — 2*| < enF, k=1,2,..., (4.3)
fiir ein v € (0,1) und ein ¢ > 0, so heifit das iterative Verfahren linear konvergent
oder konvergent mit der Konvergenzordnung 1.

Gilt sogar
g — 2| < ey@), k=12, (4.4)

fiir ein p > 1, ein v € (0,1) and ein ¢ > 0, so heifit das iterative Verfahren konver-
gent mit Konvergenzordnung p.

Aus beiden Abschétzungen folgt insbesondere x* = klim xk, also Konvergenz.
—00

Je hoher die Konvergenzordnung, desto schneller die Konvergenz. Entsprechend sind bei
hoher Konvergenzordnung weniger Iterationen notig um einen vorgegebenen maximalen
Losungsfehler zu erreichen als bei niedriger Konvergenzordnung.

Abschéitzungen der obigen Form sind jedoch selten direkt zu bekommen. Meist fiigt man
einen Zwischenschritt folgender Form ein:

|z — 2% < Cleg_y — z™|P, k=1,2,..., (4.5)

wobei p > 1 und C' > 0. Daraus folgt dann Konvergenz mit Konvergenzordnung p,
sofern_folgende Bedingungen an die Konstante C' und den Startfehler |zo — x*| erfiillt
sind ( 420):

o p=1: Gilt C < 1, so folgt lineare Konvergenz mit ¢ = |zg — z*| und v = C.

e p>1: Gilt

1

C », falls C < 1,
|zg — 2*| < e (4.6)

C vt fallsC >1,

so folgt Konvergenz mit Konvergenzordnung p, wobei ¢ = 1 und
1

Cr |xg — z*|, falls C < 1,
v= i " | (4.7)

Cr=1|zg — 2|, falls C > 1,

gilt.

Beispiel: Gilt fiir ein festes k, dass |zx—1 —x*| &= 0.1, so sinkt der Fehler in den néchsten
Schritten bei linear Konvergenz (p = 1) stets nur um den Faktor C' < 1. Bei quadratischer
Konvergenz (p = 2) hingegen betrégt der Fehler in den néchsten Schritte etwa 0.01,
0.0001, 0.00000001.
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4 Nichtlineare Gleichungen

Nebenbemerkung

Wiéhrend bei linear konvergenten Verfahren allein C' < 1 die Konvergenz sichert,
muss bei superlinear konvergenten Verfahren (p > 1) der Startfehler |xg — x*| klein
genug sein um Konvergenz zu sichern.

4.3 Bisektionsverfahren
Verfahren

Das Bisektionsverfahren (auch: Intervallschachtelung) ist ein einfaches Verfahren zur
Nullstellenbestimmung.

Algorithmus
1. Wéhle ag and by so, dass f(ag) f(bp) < 0 gilt.
2. Setze xq := ‘lozibo.

3. Fir k =1,2,... wiederhole:

a) Setze

(4.8)

w1, falls flag—1) fzr-1) <0,
b Tp—_1, sonst

und

b i {xk_l, falls f(ax-1) f(ws-1) <0, o)
br_1, sonst.

b) Setze xy := %.

Die Bedinung der Form f(a) f(b) < 0 sichert, dass entweder im Intervall (a,b) eine
Nullstelle liegt (bei strenger Ungleichheit) oder ein Intervallende eine Nullstelle ist (bei
Gleichheit). Liegen mehrere Nullstellen im Startintervall [ag, bg], so liefert das Verfahren
nur eine dieser Nullstellen, wobei keine allgemeine Aussagen dariiber moglich sind, welche
Nullstelle geliefert wird.
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4.3 Bisektionsverfahren

Konvergenz und Abbruchkriterium

Merke!

Fiir stetiges f konvergiert das Bisektionsverfahren linear mit v = % und ¢ = 5%

(IDv1D] 440).

Ist der gewiinschte maximale (absolute) Losungsfehler A > 0 vorgegeben, so kann wegen

by —
|z, — 2¥| < ’“Ta’“ (4.10)
die Iteration gestoppt werden, sobald bx — ar < 2 A. Wegen
bo — ap
ist die Iterationsanzahl dann ;
0 — Qo
= |logg ——— | ; 4.12
0= [0, 2 (1.12)

insbesondere ist sie im Vorfeld exakt bekannt. Ein zusétzliche Begrenzung der Iterati-
onsanzahl als weiteres Abbruchkriterium ist nicht nétig.

Algorithmus

Ein konkreter Algorithmus zur Umsetzung des Bisektionsverfahrens kann wie folgt aus-
sehen (ohne explizites Erwahnen des Rundens nach jeder Rechenoperation):

Algorithmus

1. Zu gegebenen ag, by mit ag < by und f(ag) f(by) < 0 setze a := ag, b := by.
2. Setze A := f(a) und B := f(b).
3. Wiederhole solange b — a > 2 A:

a) Berechne z := 4.
b) Setze X := f(z).

c) Falls AX <0,
setze b:=x und B := X,
sonst
setze ¢ := z und A := X.

4. Berechne das Ergebnis z := “TH’.
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4 Nichtlineare Gleichungen

Eine vollstdndige Stabilitdtsanalyse ist trotz des relativ einfachen Algorithmus recht
mithsam. Das Verfahren gilt als sehr stabil. Wenn die Funktion f also fehlerfrei aus-
wertbar ist (fehlerfreie Eingabe), dann liegt der Ausgabefehler in der Gréflenordnung
des durch iibliche fehlerbehaftete Eingaben auch bei exakter Rechnung nicht zu vermei-
denden Ausgabefehlers (Kondition!), sofern A im Abbruchkriterium entsprechend klein
gewéhlt wird. Einige Hinweise zur Einschétzung der Stabilitat:

4.4

Die Summen a+b beim Berechnen der Intervallmitten sind anféllig fiir Ausléschung
falls 0 € (a,b). Der relative Fehler der Intervallmitten kann dann recht grof sein.
Die Werte xj, werden also nicht exakt in der Mitte liegen, was aber aufgrund der
Arbeitsweise des Bisektionsverfahrens keinen Einfluss auf das Endergebnis hat.

Rundungsfehler bei der Berechnung der Intervallmitten haben ebenfalls keinen
Einfluss auf das Endergebnis. Insbesondere werden sie nicht von Schritt zu Schritt
verstiarkt, da stets eine neue (im Rahmen der Stabilititsanalyse exakte) Auswer-
tung von f stattfindet.

Ausloschungseffekte bei b —a im Abbruchkriterium kénnen zu leichten Abweichun-
gen bei der theoretisch ermittelten Iterationsanzahl fithren. Da die Fehlerschranke
A in der Praxis ohnehin nur eine grobe Vorgabe/Schétzung ist, spielt dieses Pro-
blem in der Praxis keine Rolle.

Formuliert man das Abbruchkriterium bzgl. des relativen Fehlers, also z.B.

|a + b

b—a < Are] T, (413)

so konnen zusétzlich Ausloschungseffekte bei a + b auftreten, wenn 0 € (a,b).
Die damit eventuell verbundenen Abweichungen bei den Iterationsanzahlen sind
wiederum praktisch irrelevant.

Newton-Verfahren

Verfahren

Das

Newton-Verfahren nutzt zusédtzlich zu den Funktionswerten von f auch die erste

Ableitung f’ um Informationen iiber die Lage einer Nullstelle zu erhalten.

Algorithmus

1. Wéhle einen Startpunkt xg.
2. Fur k=1,2,... wiederhole:

a) Setze
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4.4 Newton-Verfahren

f(l‘k—1)

7}0/(5%_1) . (4.14)

T = Tp_1 +

Dieses Verfahren wéhlt xj also Nullstelle der Tangent an f an der Stelle xj_1 (
450).

Konvergenz und Abbruchkriterium

Merke!

Seien a und b so gewéhlt, dass z* € (a,b), und sei f zweimal stetig differenzierbar
in (a,b) mit

0<ci <|f(z)] und |f"(z)|<co fiirallez € (a,b) (4.15)

fiir Konstanten ¢; und co. Gilt x;—1 € (a,b), so folgt

* €2 *|2
— < Zzp_q — 4.16
for = a'| < o oo = ) (1.16)
(ipviD 460).
Aus dieser Abschétzung folgt quadratische Konvergenz |z — 2| < c*y<2k) mit ¢ = 1 und

=2 |xg — x*|, falls ca < 2¢q,
7_{v e [0 = a7 2o (4.17)

2% |zo — ¥, sonst,

wobei

2a falls ¢ < 2
yxo—x*\<{V02’ s as s (4.18)

2¢cq
o sonst

gelten muss. Damit das Newton-Verfahren konvergiert miissen also insbesondere zwei
Bedingungen erfiillt sein:

o Der Startwert z( liegt nah genug bei der (unbekannten) Losung x*.

¢ Die Iterierten z; miissen in der Ndhe von z* bleiben.

Sind diese Bedingungen erfiillt, so konvergiert das Newton-Verfahren quadratisch. Man
spricht auch von lokaler quadratischer Konvergenz. Im Gegensatz dazu ist das
Bijektionsverfahren global konvergent, allerdings nur linear.

Da die Konstanten ¢; und c¢s praktisch nicht zugénglich sind, kann aus der Abschitzung
fir die Konvergenzordnung kein in der Praxis einsetzbares Abbruchkriterium gewonnen
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4 Nichtlineare Gleichungen

werden. Man behilft sich mit der Tatsache, dass bei Konvergenz der Abstand |z — zj_1|
zwischen zwei Iterierten gegen Null geht. Abgebrochen wird also, wenn dieser Abstand
unter eine vorgegebene Schranke fallt.

Algorithmus

Ein konkrete Umsetzung des Newton-Verfahrens kann wie folgt aussehen (ohne explizites
Erwéahnen des Rundens nach jeder Rechenoperation):

Algorithmus

1. Zu gegebenem Startwert xg setzte x,y; := g.

2. Berechne x := zg — f,((g;%)).

3. Wiederhole solange |z — xa¢| > A:

a) Setze xuy = T.

b) Berechne z := = — %

Dieser Algorithmus ist stabil. Insbesondere werden Rundungsfehler im Laufe der Ite-
rationen nicht verstérkt. Jede neue Iteration kann als Neustart des Algorithmus mit
anderem Startwert betrachtet werden. Da die Wahl des Startwertes (innerhalb gewisser
Grenzen) keinen Einfluss auf die Losung hat, spielen Rundungsfehler des Startwertes
keine Rolle.

Beispiele

Um das Problem der nicht globalen Konvergenz zu verdeutlichen fiihren wir das Newton-
Verfahren fiir viele verschiedene Startwerte xy aus und stellen die Konvergenz bzw.
Nichtkonvergenz grafisch dar. Dabei sehen wir eine Naherungsfolge g, x1, 2, . . . als kon-
vergent an, wenn innerhalb von 1000 Iterationen der Abstand |z, — zx_1| unter 10710
sinkt. Zuséatzlich stellen wir dar, gegen welche von ggf. mehreren Nullstellen die Folge
konvergiert.

In den folgenden Diagrammen sind neben der betrachteten Funktion f die Iterationsan-
zahlen bis zum erstmaligen Unterschreiten der Fehlerschranke und (farblich) die ange-
ndherten Nullstellen ausgehend von verschiedenen Startwerten zg dargestellt.

Polynom 3. Grades Konvergenzverhalten fiir das Polynom

flx)=2*4+222 -2 -2, xe[-25,13]. (4.19)
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4.4 Newton-Verfahren

visualize newton(
lambda x: x ** 3 + 2 *x x **x 2 - x — 2,
lambda x: 3 * x ** 2 + 4 *x x - 1,
[ -2, -1, 11,
-2.5, 1.3

Einzugshereiche der Nullstellen und Konvergenzgeschwindigkeit

Iterationen

ni .
¥ e

An den Extremstellen gilt f'(x) = 0, sodass das Newton-Verfahren dort nicht anwendbar
ist (alle Berechnungen liefern nan, sodass die Abbruchbedingung nie erfiillt ist). Fiir xo,
fiir die weitere Iterierte auf eine Extremstelle fallen, ist das Newton-Verfahren ebenfalls
nicht anwendbar. Ist zo in der Nidhe einer Extremstelle, so fithren schon sehr kleine
Anderungen an g zum Wechsel der angestrebten Nullstelle.

Sinus Konvergenzverhalten fiir die Sinusfunktion

f(z) =sin(rx), =z €]0.5,3.5]. (4.20)

visualize_newton(
lambda x: np.sin(np.pi * x),
lambda x: np.pi * np.cos(ap.pi * x),
(1, 2, 31,
0.5, 3.5
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4 Nichtlineare Gleichungen

Einzugsbereiche der Nullstellen und Konvergenzgeschwindigkeit

Iterationen
o
o
o
f

Liegt xg in der Nahe einer Extremstelle, so verlduft die Tangente sehr schwach. Entspre-
chend weit entfernt ist x1, sodass auch Startwerte innerhalb des dargestellten Intervalls
zu Néherungen von weit entfernt liegenden Nullstellen fithren kénnen. Liegt die ange-
strebte Nullstelle nicht im dargestellten Intervall, so wird der entsprechende Startwert
grau eingefirbt (gleiche Farbe wie bei Nicht-Konvergenz).
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5 Nichtlineare Gleichungssysteme

Wir werfen einen kurzen Blick auf das numerische Losen nichtlinearer Gleichungssysteme
F(z)=0, F=(f,...,fs): D —>R% (5.1)

wobei D C R der Definitionsbereich der vektorwertigen Funktion F' ist. Beschrianken
uns auf den Fall, dass die Anzahl der Unbekannten mit der Anzahl der Gleichungen
iibereinstimmt.

Gelegentlich treten nichtlineare Gleichungssysteme mit nur kleinem d auf. Meist entste-
hen die Systeme jedoch als endlich Naherung kontinuierlicher Probleme (Strémungsme-
chanik usw.) und weisen dann sehr viele Unbekannte auf.

Ziel dieses Kapitels ist nicht die detaillierte behandlung konkreter Verfahren, sondern
das Aufzeigen von zusédtzlichen Fragen und Problemen, die im eindimensionalen Fall
nicht auftraten.

5.1 Bisektion vs. Dimension

Prinzipiell lasst sich das Bisektionsverfahren auf héhere Dimensionen {ibertragen, aller-
dings nicht so einfach wie es zunéchst erscheinen mag; siehe z.B. [VI86]. Hauptproblem
ist die mit der Dimension d exponentiell wachsende Anzahl zu untersuchender Punkte.
Wihrend im eindimensionalen Fall der Suchbereich durch zwei Punkte begrenzt ist, wer-
den in d Dimensionen 2% Punkte bendtigt. Dies entspricht gerade der Anzahl der Ecken
eines d-dimensionalen Quaders.

Beispiel: Fiir ein nichtlineares Gleichungssystem mit nur d = 30 Unbekannten und Glei-
chungen wére das Suchgebiet durch ca. 1 Milliarde Punkte begrenzt!

5.2 Newton-Verfahren

Das Newton-Verfahren ldsst sich leicht auf Gleichungssysteme tlibertragen. Das Newton-
Verfahren und daraus abgeleitete Verfahren (siehe unten) sind das wichtigsten Verfahren
flir das Losen auch grofler nichtlinearer Gleichungssysteme.

Verfahren

Wie bei d = 1 16sen wir eine linearisierte Version des nichtlinearen Gleichungsystems,
wobei wir die Linearisierungspunkte sukzessive ausgehend von einem Startpunkt xg als
Loésung des vorhergehenden linearisierten Systems berechnen.

Fiir gegebenen Punkt z;_; liefert der Satz von Taylor bei zweimal stetig differenzierba-
rem F' die Ndherung

F(z) = F(zk—1) + Jr(vr—1) (z — z—1), (5.2)
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5 Nichtlineare Gleichungssysteme

bei
wobei %(x o
g (Tk-1) o gy (1)
JF(xkfl) = (5.3)
0 0,
L) o G (we)
die Matrix der ersten partiellen Ableitungen der Komponenten fi,...,fy von F ist

(“Jacobi-Matrix”). Das nichtlineare Gleichungssystem F'(z) = 0 wird also in einer (klei-
nen) Umgebung von z_1 ndherungsweise durch das lineare Gleichungssystem

Jp(xk,l) xr = JF({L‘]Cfl) Th—1 — F(l"kfl) (5.4)
beschrieben. Ist Jp(xk_1) invertierbar, so besitzt dieses die eindeutige Losung
Tp i = Th—1 — JF(l‘k_l)_l F(xp_1). (5.5)

Dies ist die Iterationsvorschrift fiir das mehrdimensionale Newton-Verfahren.

Probleme

Analog zum eindimensionalen Fall (aber technisch aufwendiger) kann man zeigen, dass
das mehrdimensionale Newton-Verfahren quadratisch konvergiert, also

|z — 2% < Clap_y — 2™ (5.6)

gilt, sofern die Funktion F' gewisse, recht strenge Bedingungen erfillt und xy nah genug
an der Losung z* liegt. Beachte, dass z* und alle zj, hier Vektoren aus R? sind, in der
Ungleichung nun also Léngen von Vektoren verglichen werden.

Wie man x( in der Praxis wéahlen muss um quadratische Konvergenz oder iiberhaupt
Konvergenz zu erhalten, ist nicht so klar. Der Satz von Kantorovich liefert hier prak-
tisch verwertbare Anhaltspunkte. Letztlich wird es aber meist auf “Versuch und Irrtum”
hinauslaufen.

Nebendem auch im eindimensionalen Fall vorhandenen Konvergenzproblem macht zu-
satzlich die Jacobi-Matrix Jg(xx—1) Probleme. Selbst wenn diese als auswertbare Formel
vorliegt, miissen in jedem Interationsschritt die d? Eintrige neu berechnet werden (ei-
gentlich nur w, da symmetrisch). Oft ist F' so beschaffen, dass man Jp gar nicht
explizit in Formeln ausdriicken kann. Dann muss Jr(zj—1) numerisch bestimmt werden.
Die Probleme um Jr haben vielfaltige Losungen hervorgeracht, die zu unterschiedlichen,

sogenannten Newton-dhnlichen Verfahren gefiihrt haben.

5.3 Newton-ahnliche Verfahren

Beziiglich der Jacobi-Matrix Jr im mehrdimensionalen Newton-Verfahren sind zwei Pro-
bleme zu 16sen:
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5.4 Ausflug: Newton-Fraktal

o Ersetze Jr durch eine Matrix mit moglichst vielen Nullen (weniger Rechenauf-
wand) aber annidherend gleicher Wirkung,.

o Bestimme Jp numerisch stabil (!) mit moglichst geringem Aufwand.

Der zweite Punkt ist besonders schwierig, weil numerische Differentiation ein schlecht
konditioniertes Problem ist (siehe Veranstaltung zum wissenschaftlichen Rechnen).

Losungsansatze:

o Beim vereinfachten Newton-Verfahren wird Jp(z;_1) nicht bei jedem Schritt
neu berechnet, sondern iiber einige Schritte konstant gehalten. Hintergrund ist,
dass Jp sich von Schritt zu Schritt ohnehin meist nur wenig &ndert.

¢ Quasi-Newton-Verfahren bestimmen eine Nahrung fiir Jr aus den zuriicklie-
genden Iterationsschritten. Sie “sammeln” also im Laufe der Zeit Informationen
iiber die Ableitungen von F. Dies ist deutlich effizienter (aber technisch schwieri-
ger) als numerische Differentiation ohne Nutzung der ohnehin bereits bekannten
Funktionswerte.

e Bei manchen Anwendungen, z.B. beim Losen von partiellen Differentialgleichungen
(vgl. Veranstaltung zum wissenschaftlichen Rechnen), hat Jr eine gut verstandene
Struktur, die den Einsatz schneller Loser fiir das lineare Gleichungssystem in
jedem Iterationsschritt zuldsst. Dies ist z.B. moglich, wenn man weif}, dass Jp nur
in der Néahe der Diagonale von Null verschieden ist.

5.4 Ausflug: Newton-Fraktal

Um die Konvergenz bzw. Nichtkonvergenz des Newton-Verfahrens in Abhéngigkeit vom
Startpunkt zu visualisieren betrachten wir verschiedene Beispiele mit d = 2.

Wir generieren ein regelméafliges Rechteckgitter aus Startpunkten und fithren das Newton-
Verfahren mit jedem dieser Punkte als Startpunkt aus. Jeder Losung der Gleichung
F(z,y) = (0,0) wird eine Farbe zugeordnet. Die Startpunkte werden in der Farbe der
Losung gefarbt, zu der die Iteration fithrt. Je langsamer die Konvergenz (hohe Iterati-
onsanzahl), desto dunkler die Farbe.

Startpunkte, die nicht zur Konvergenz fithren, werden schwarz erscheinen. Zur leichteren
Wahrnehmung dieser Punkte erstellen wir eine zweite Grafik, die diese Startpunkte in
weifl auf schwarzem Grund darstellt. Grautone entsprechen langsamer Konvergenz.

Schauen uns zunéchst die Ergebnisse fiir die Funktion

F(z,y) = [mZ ;i{;_ 1} (5.7)

an. Diese Funktion hat zwei Nullstellen bei (—1,0) und (1,0) (weiBe Punkte).

X, y = sympy.symbols('x y', real=True) ‘
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5 Nichtlineare Gleichungssysteme

#z = + y * sympy.I
#f =z *x 2 - 1

#f1 = sympy.re(f)
#f2 = sympy.im(f)

fl =x *%x 2 -y *%x 2 - 1
f2 =2 xx *xy

roots = [[1, 0], [ -1, 0O]]

newton_fractal(f1, f2, x, y, roots)
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Das Newton-Verfahren konvergiert fiir alle Startpunkte, die nicht auf der vertikalen

Koordinatenachse liegen. Je nédher der Startpunkt an einer Nullstelle liegt, desto schneller

die Konvergenz.

Erhohen wir den Polynomgrad auf 3, z.B.

3 _ 2 _
x> —3zy 1} 7 (5.8)

F(z,y) = [ 3x2y—y3

so wird das Konvergenzverhalten deutlich komplexer. Die Funktion hat 3 Nullstellen
(weile Punkte).

X, y = sympy.symbols('x y', real=True)

#z =z + y * sympy.I
#f =z ** 3 - 1

#f1 = sympy.re(f)
#f2 = sympy.im(f)

fl =x %% 3 - 3 *x x *xy*xx 2 -1
f2 = 3 % x %k 2 x y -y *x 3

roots = [[1, 0], [ -0.5, 0.5 * np.sqrt(3)], [ -0.5, - 0.5 *
< mnp.sqrt(3)]]
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newton_fractal(fl, f2, x, y, roots)
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5.4 Ausflug: Newton-Fraktal
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Bei Start in der Ndhe einer Nullstelle konvergiert das Newton-Verfahren zu dieser Null-
stellen. Liegt der Startpunkt jedoch etwa gleich weit entfernt von zwei Nullstellen, so

fiihren schon sehr kleine Anderungen am Startwert zu einem Wechsel der angeniiherten
Nullstelle.

Die Menge der Startpunkte von denen aus das Newton-Verfahren nicht konvergiert heifit
Newton-Fraktal. Diese Menge hat eine duflerst komplexe sich sowohl in der Ausdeh-
nung als auch im Detail immer wieder wiederholende Struktur. Das Newton-Fraktal ist
weder Linie, noch Flache, sondern eine Menge mit gebrochener Dimension zwischen 1
und 2 bei ca. 1.42. Siehe z.B. Fractal Basins of Attraction Associated with a Damped
Newton’s Method fiir Details.

Zur besseren Visualisierung des Newton-Fraktals (Zoom usw.) existieren verschiedene
Computerprogramme, z.B. XaoS (open-source fir alle gingigen Plattformen).

Polynom 6. Grades:

X, y = sympy.symbols('x y', real=True)

#z = x + y * sympy.I
#f =z %% 6 - 1

#f1 = sympy.re(f)
#f2 = sympy.im(f)
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5 Nichtlineare Gleichungssysteme

f1
2

X ¥ 6 - 15 % x **% 4 *x y *xx 2 + 15 * x **
6 x x *x 5 %y - 20 % x %k 3 x y %k 3 + 6

roots = [
(1, 01, [ -

0.5, 0.5 * np.sqrt(3)], [ -0.5,
[ -1, 01, [0.5

0.
, 0.5 * np.sqrt(3)], [0.5, -

newton_fractal(fl, f2, x, y, roots)

2

* y okk 4 -y kk 6 - 1
X*y**S

0.5 * np.sqrt(3)],
.5 * np.sqrt(3)]
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20 -1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 10 15 2.0

Fiir manche Funktionen gibt es ganze Flachen an Startpunkten, bei denen das Newton-
Verfahren nicht konvergiert. Beispiel:

x> —3xy? —2x+2

F(x7y):: 35132y_y3_2y

X, y = sympy.symbols('x y', real=True)
#z =z + y * sympy.I

#f = 2z **x 3 - 2 * z + 2

#f1 = sympy.re(f)

#f2 = sympy.im(f)

fl =x *% 3 - 3 * x *y %% 2 - 2 % x + 2
f2 =3 % x %k 2 x y -y ¥ 3 - 2 %y

roots = [[ -1.7693, 0], [0.88465, -0.58974], [0.88465, 0.58974]]

newton_fractal(fl, f2, x, y, roots)
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6 Lineare Gleichungssysteme

Lineare Gleichungssysteme

a1 1+ a1, Ty = by
(6.1)
Am1 X1+ -+ QGmn T =bn

entstehen in allen Bereichen der Wissenschaft, entweder direkt zur Formulierung eines
praktischen Problems oder als Teilschritt innerhalb komplexerer Losungsstrategien (vgl.
auch Veranstaltung zum wissenschaftlichen Rechnen). Dabei sind die Zahlen a; ; und b;
gegeben und die Zahlen z1,...,x, gesucht.

Zur Vereinfachung der Darstellung setzt man iiblicherweise die Systemmatrix

a1 -0 Qain
A= t | e R (6.2)

am,1 * Ommn

und den Vektor der rechten Seiten

b= | :|. (6.3)
bm

Das Gleichungssystem bekommt damit die Form
Az =b (6.4)
mit dem Losungsvektor
1
T,

Es existieren vielfdltige numerische Losungsverfahren mit unterschiedlichen Eigenschaf-
ten bzgl. Stabilitdt, Rechenaufwand, Speicherbedarf und Anwendungsbreite. Schauen
uns hier zwei relativ breit anwendbare Verfahren ndher an und geben einen kurzen
Uberblick iiber weitere Verfahrensideen.

Beschranken uns hier auf invertierbare quadratische Systemmatrizen, also auf den Fall
m = n. Insbesondere folgt aus der Forderung der Invertierbarkeit, dass das Gleichungs-
system genau eine Losung besitzen soll. Diese kann dann als

r=A"1b (6.6)

geschrieben werden. Erst im néchsten Kapitel gehen wir auf den allgemeinen Fall ein.
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6 Lineare Gleichungssysteme

6.1 Kondition

Zur Beurteilung der Kondition beim Losen eines linearen Gleichungssystems muss zu-
néchst geklart werden, welche Groflen als (potentiell fehlerbehaftete) Eingabe zu be-
trachten sind. Hier gibt es zwei Anséatze:

o Nur b wird als Eingabe betrachtet und es ist die Kondition der Abbildung b —
A~1b gesucht. Dieser Ansatz ist leichter zu handhaben und wird immer verwendet,
wenn A sehr genau oder sogar exakt bekannt ist.

o A und b werden beide als Eingaben betrachtet und es ist die Kondition der Abbil-
dung (A,b) — A~ b gesucht.

Weiterhin bestehen gewisse Freiheiten bei der Beantwortung der Frage, wie wir Abwei-
chungen zwischen exakten und fehlerbehafteten Ein- bzw. Ausgaben ausdriicken. Bisher
haben wir Konditionsbetrachtungen nur fiir Abbildungen f : R? — R angestellt. Auf
der Eingabeseite hatten wir uns fiir die Summe der komponentenweisen relativen Fehler
entschieden. Auf der Ausgabeseite bestand gar keine Wahl. Im Kontext linearer Glei-
chungssysteme muss nun auch auf der Ausgabeseite entschieden werden, wie die relativen
Fehler in den einzelnen Komponenten zu einem Gesamtausgabefehler zusammengefiihrt
werden.

Vektornormen

Fiir einen Vektor v € R", z.B. den Vektor der komponentenweisen relativen Ein- oder
Ausgabefehler, konnen wir verschiedene Normen einfithren, also Zahlen |jv||, die die
Grofle der einzelnen Eintrédge des Vektors sinnvoll zusammenfassen. Unter “sinnvoll”
verstehen wir, dass folgende Eigenschaften gelten sollten:

o |lv]l >0 forall v e R",

c ol =0 = v=0,

o |lav| =|a|ljv] fir alle « € R und alle v € R”,

o |lv+w| <|v||+||Jw|| fir alle v,w € R™.
Beispiele:

e 1-Norm:

n
vl =" vil, (6.7)
i=1
e oco-Norm:

oo = _max il (65)

geoey
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¢ euklidische Norm:

ofl == | > v2. (6.9)
i=1
Alle Normen in R" sind dquivalent, d.h. fiir zwei Normen || - ||, und || - ||, gibt es stets
Konstanten ¢, C' > 0, sodass
cllvlla < JJvlls < Cv|le fur alle v € R" (6.10)

gilt. Mit Blick auf Fehlerabschétzungen beeinflussen die eingesetzten Normen also héchs-
tens die auftretenden konstanten Faktoren, die ohnehin kaum relevant fiir die Kernaus-
sagen sind.

Matrixnormen

Bei Konditionsuntersuchungen werden wir stets auf Vektoren der Form Az und A~1b
stoflen, die wir in Beziehung zu = bzw. b setzen mochten. Zu diesem Zweck haben sich
von einer Vektornorm induzierte Matrixnormen etabliert.

Merke!

Fiir A € R™*" und eine gegebene Vektornormen || - ||, und || - || in R™ bzw. R™ ist

durch
[Av|la

ma
veR™\{0} vl

[Allap := (6.11)

eine Matrixnorm gegeben, d.h. es sind die gleichen vier Eigenschaften wie bei
Vektornormen erfiillt. Zusétzlich gilt

AVl < |Allap 0]l fiir alle v € R™. (6.12)

Am h&ufigsten anzutreffen ist die Spektralnorm, die entsteht, wenn fiir beide Vektor-
normen die euklidische Norm genutzt wird:

e HAsz_
veRmM\{0} [|v]|2

[A]l2 := (6.13)

Merke!
Es gilt

HAHQ =V Amax; (614)

wobei Amax der gréfite Eigenwert von AT A ist ( 610).
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Die Spektralnorm ist von der gelegentlich auch verwendeten Fobenius-Norm

Alle =" a?; (6.15)

i=1 j=1

zu unterscheiden, welche nicht durch Vektornormen induziert wird, aber dennoch die
vier Normbedingungen erfiillt.

Die von der 1-Norm oder der co-Norm induzierten Matrixnormen spielen nur selten eine
Rolle, sind aber deutlich einfacher zu berechnen als die Spektralnorm. Fiir die 1-Norm
erhalten wir

Allf = max Qi i 6.16
= e 3o (6.16)
( 613). Die oo-Norm liefert
|Alloc = max g la;, ;| (6.17)
zE{l,...,m}j:1

(IDVID} 617).

Analog zu den Vektornormen sind auch alle Matrixnormen zu einander dquivalent.

Fehlerhafte rechte Seite (Konditionszahl)

Betrachten wir nur b als Eingabe, so erhalten wir fiir den relativen Ausgabefehler bei
fehlerhafteteter Eingabe b die Abschatzung

|A= o — A1)
A1

1o — bl
(L

< (1Al A= (6.18)

wobei die verwendeten Matrix- und Vektornormen kompatibel zu einander sein sollen,
ansonsten aber beliebig gewdhlt werden kénnen ( 620).

Beachte, dass beim bisherigen Konditionsbegriff fiir Abbildungen nach R (statt R™) der
Eingabefehler gerade die 1-Norm des Vektors der komponentenweisen relativen Fehler
war. Im Kontext linearer Gleichungssysteme ist jedoch die Norm des Vektors der absolu-
ten Fehler geteilt durch die Norm des exakten Eingabevektors als Ausdruck des relativen
Eingabefehlers besser handhabbar. Auf der Ausgabeseite wird die gleiche Variante zur
beschreibung des relativen Ausgabefehlers verwendet.

Merke!

Die Zahl
K(A) = A [|IA7Y (6.19)
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6.1 Kondition

heifit Konditionszahl von A. Diese beschreibt die Auswirkungen des relativen Ein-
gabefehlers auf den relativen Ausgabefehler sowohl bei der Auswertung von A als
auch bei der Auswertung von A1,

Je nach Wahl der Matrixnorm entstehen unterschiedlich Zahlen k1(A), k2(A), Koo(A).
Wenn im Folgenden kein Index angegeben ist, gelten die Resulte fiir alle Matrixnormen.

Es gilt stets

mnax | Azl
A)=——F—2>1 2
w(A) = mm |Az| — (6.20)

llzll=
(V1D 625).

Fir die euklidische Matrixnorm kann man noch

ko(A) = Amax (6.21)

)\min

zeigen (tun wir aber nicht), wobei Apax und Apin der grofite und der kleinste Eigenwert
von A sind.

Fehlerhafte Matrix und rechte Seite

Untersuchen noch die Kondition der der Abbildung (A,b) — A~ 1 bei fehlerbehafteter
Matrix A und fehlerbehafteter rechter Seite b. Hier muss zunéchst gekléart werden, unter
welchen Bedingungen A iiberhaupt noch invertierbar ist.

Merke!

Ist A € R™*™ invertierbar und gilt

1A - A < (6.22)

HA (1A=

so ist auch A invertierbar ( 630).

Fiir den Fehlerzusammenhang zwischen Eingabe und Ausgabe erhélt man dann

[A b —ATB| _ s(A) (nA—AH . Hb—5||>
w(A)

S 6.23
AT Sl A 029

( 635), wobei Matrix- und Vektornormen wieder kompatibel zu einander sein
sollen. Bei kleinem Fehler in A und nicht zu grofer Kondition x(A) beschreibt also auch
hier x(A) die Fehlerverstiarkung.
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Beispiele

Einheitsmatrix Fiur

[1 -~ 0 0]
1 00

A= (6.24)
00 10
00 -+ 0 1]

gilt A=A"1und ||[A| =1=||A7!, also k(A) = 1.

Hilbert-Matrix Fur

1 11 17
2
R e
2 3 3 n+1
1 1 1 T
A = |3 1 5 n+2 (625)
1 1 1 .. 1
Ln  n+41 n+2 2n—14

wéachst k(A) exponentiell mit n, siehe The Condition of the Finite Segments of the
Hilbert Matrix und Praktikum.

6.2 Wie es nicht geht

Fir A € R™"™ kann die Losung x des Gleichungssystems mit der Cramer’schen Regel
ermittelt werden: Zur Berechnung von x; sei A; wie A, aber mit Spalte i ersetzt durch
die rechte Seite b. Dann gilt

. det Az

T — 9 .2
v det A (6.26)

wobei

det A = Z(sgn o) Hai,a(i). (6.27)
o =1

die Determinate von A ist (analog fiir A;). Die Summe l4uft hier iiber alle Permutationen
o:{1,...,n} = {1,...,n}, also alle moglichen Anordnungen der Zahlen 1,...,n. Der
Wert sgn o ist das Vorzeichen der Permutation und ist entweder 1 oder -1.

Der Aufwand fiir das berechnen von Determinanten ist enorm! Er liegt bei n! Addi-
tionen und (n — 1) n! Multiplikationen pro Determinanten. Fiir das Losen eines Glei-
chungssystems werden n + 1 Determinanten bendtigt. Fir n = 20 wiirde ein 1-Peta-
FLOPS-Rechner mehr als 11 Tage fir das Losen mittels Cramer’scher Regel bendtigen
bendtigen.

Zusétzlich sind auf der Cramer’schen Regel beruhende Algorithmen durch die vielen
Differenzen als instabil anzusehen.
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6.3 GauB-Algorithmus

Auch das explizite Berechnen der Inverse A~!, um dann z = A~'b zu bekommen, ist
im Allgemeinen aufwendiger als das Loésen des Gleichungssystems ohne Verwendung der
Inverse. Der Rechenaufwand fiir den unten behandelten Gauf-Algorithmus entspricht
zwar dem des Invertierens (etwa n® Grundoperationen), der Gau-Algorithmus ist aber
stabiler. Praktisch auftretende Gleichungssysteme haben meist beim Losen vorteilhaft
nutzbare Zusatzeigenschaften (symmetrisch, diinn besetzt, Bandstruktur,...), die den
Finsatz schnellerer und speichersparenderer Algorithmen zulassen. So ist beispielsweise
die im Allgemeinen vollbesetzte Inverse von groflen Tridiagonalmatrizen, wie sie haufig
in der Praxis auftreten (vgl. Veranstaltung zum wissenschaftlichen Rechnen), viel zu
grofl um sie iiberhaupt im Arbeitsspeicher ablegen zu kénnen.

Grundsétzlich gilt: Inverse verweiden. Ausnahmen sind sehr kleine, gut konditionierte
Gleichungssysteme, die fiir viele verschiedene rechte Seiten zu l6sen sind (z.B. Koordi-
natentransformationen in der Computergrafik).

6.3 GauB-Algorithmus

Idee

Merke!

Sind alle Diagonaleintrdge von A € R™ ™ von Null verschieden, so existieren eine
untere Dreiecksmatrix L mit Einsen auf der Diagonale und eine obere Dreiecksmatrix
R, sodass

A=LR. (6.28)

Die Zerlegung von A in solche Faktoren L und R ist eindeutig ( 640).

Die LR-Zerlegung von A kann mittels Gau-Algorithmus (siehe unten) bestimmt werden.
Liegt diese vor, so erfolgt das Losen des Gleichungssystems durch Vorwartssubstitu-
tion und anschlieBende Riickwirtssubstitution:

1. Lose Ly = b; dazu setze y; := by und wiederhole fir ¢ = 2,...,n:

i—1
a) yi=bi— Y Li;y;.
j=1

2. Lose Rx = y; dazu setze x, := -2~ und wiederhole fiir i =n —1,n—2,...,1:
n,n
1 n
a) Zq = Yi — E Ti5 Ty
Tig =
Jj=t+1
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6 Lineare Gleichungssysteme

LR-Zerlegung

Sei F; j € R™ ™ die Matrix, die in Zeile ¢ und Spalte j eine 1 hat und sonst nur Nullen,
und sei I € R™*" die Einheitsmatrix. Fiir ¢ € R setzen wir

MZ’J(C> =1+ CEZ‘J'. (629)

Dann entsteht das Produkt M; ;(c) A aus A indem Zeile j von A mit ¢ multipliziert
und zu Zeile ¢ von A addiert wird. Umgekehrt wird bei A M; j(c) gerade Spalte ¢ mit ¢
multipliziert und zu Spalte j addiert. Offensichtlich gilt M; ;(c)™! = M; j(—c).

Mit diesen Matrizen beschreiben wir nun den Algorithmus zum Erhalt der LR-Zerlegung.
Dieser erzeugt von der Matrix A ausgehend spaltenweise Nullen unterhalb der Diagona-
le, indem geeignete Vielfache einer Zeile von den darunter liegenden Zeilen abgezogen
werden:

1. Setze L := I und R := A.
2. Wiederhole fir j =1,...,n—1:
a) Wiederhole fiir i = j+1,...,n:

. T,
i. Setze c:= L.
7,3

ii. Setze L := L M; ;(c).
iii. Setze R := M; j(—c)R.

Das Produkt L R verdndert sich im Laufe der Iteration nicht, bleibt also beim initialen
L R = A. Die Zahlen c sind gerade so gewéhlt, dass R zu einer oberen Dreiecksmatrix
wird. Wegen ¢ > j bleiben die Diagonaleintrige und das obere Dreieck von L unveran-
dert.

Stabilitat

Ist & die mittels GauB3-Algorithmus aus exakten Eingaben A und b numerisch ermittelte
und somit (rundungs-)fehlerbehaftete Losung, so haben wir im Sinne der Riickwértsana-
lyse

T=A"'b mitb= Az (6.30)
Liegt der relative Fehler zwischen b und A Z im Bereich des erwarteten Eingabefehlers,
so ist der Algorithmus stabil. Die Differenz b — A% heifit auch Residuum.

Wie grofi das Residuum ist, ist allgemein kaum zu bestimmen. Bei schlecht konditionier-
tem A wird es jedenfalls grof sein, da die Rundungsfehler aus den ersten Rechenschritten
analog zu Eingabefehlern verstarkt werden. Der Gauss-Algorithmus ist somit nicht als
stabil anzusehen.

Ein alternative Analyse liefert, die eine Darstellung z = A1 nutzt, findet man in
[Sau78] (Satz 4.5). Auch die dort erzielte Abschétzung fiir den Unterschied zwischen A
und A liefert nicht in jedem Fall Stabilitét.
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6.3 GauB-Algorithmus

Folgende Punkte fassen die Sachlage zusammen:

e Theoretisch ist der Gauss-Algorithmus instabil.
o Fiir gewissen Problemklassen (z.B. Tridiagonalmatrizen) ist er garantiert stabil.

o Praktisch tritt Instabilitdt nur sehr selten auf, sofern Pivotsuche eingesetzt wird
(siehe unten).

o Fiir nicht zu grofie Gleichungssysteme ohne spezielle Struktur ist der Gau-Algorithmus
heute das Standardlosungsverfahren.

Zeit- und Speicherbedarf

Rechenaufwand fiir die LR-Zerlegung: ca. n? Grundoperationen ( 645).
Rechenaufwand fiir Vorwérts- und Riickwirtssubstitution: ca. n? Grundoperationen.

Der Rechenaufwand ist fiir grofe Gleichungssysteme also relativ hoch. Ist ein System fur
mehrere rechte Seiten zu 16sen, so muss die LR-Zerlegung allerdings nur einmal berechnet
werden. Das Losen der weiteren Systeme benétigt dann nur noch n? Operationen.

Beachte: Die LR-Zerlegung kann in einer Matrix der Grofie n x n gespeichert werden,
da von L nur das untere Dreieck ohne Diagonalelemente (alle 1) benétigt wird. Diese
Matrix kann den Speicherbereich von A nutzen, da R schrittweise aus A entsteht. Die
Nicht-Null-Eintrége von L sind in jedem Schritt gerade dort, wo R Nullen enthélt. Sofern
die Matrix A nicht mehr bendtigt wird, also {iberschrieben werden kann, benétigt der
Gauf3-Algorithmus also keinen zusétzlichen Speicher.

Pivotsuche

Der Gaufl-Algorithmus in der bisher vorgestellten Form hat zwei Schwéchen:

e Alle Diagonalelemente von A miissen von Null verschieden sein.

« Die Division durch r;; kann bei kleinem r; ; zu Instabilitéat fiithren.

Beide Probleme kann man relativ leicht beheben. Zunéchst ein Beispiel fiir die Instabi-
litdt: Rechen mit dezimalen Gleitkommazahlen mit zweistelliger Mantisse und l6sen

1.0-1073 1.0] [x1 1.0

e 1) ) = o) 63
Bei exaktem Rechnen erhéilt man z; = 1.001 und z5 = 0.998, gerundet auf das genutzte
Zahlenformat also x1 = 1.0 und x2 = 1.0. Fithrt man den Gauf-Algorithmus mit Runden
nach jeder Operations aus, so liefert dieser 1 = 0.0 und zo = 1.0 650), also eine

grob falsche Losung. Fiihrt man den Algorithmus jedoch mit vertauschten Zeilen aus, so
stimmt die numerische Losung mit der gerundeten exakten Losung tiberein.
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6 Lineare Gleichungssysteme

Bei Gleichungssystemen ist die Reihenfolge der Gleichungen egal. Man kann also die
Zeilen der Systemmatrix A beliebig anordnen, solange man die Reihenfolge der Eintra-
ge in der rechten Seite b entsprechend anpasst. Diese Freiheit nutzen wir zur Losung
der beiden genannten Probleme. Vor jeder neuen Iteration der dufleren Schleife bei der
LR-Zerlegung sortieren wir die verbleibenden Zeilen so, dass 7 ; (das sogenannte Pivo-
telement) so grof§ wie moglich wird. Insbesondere ist das Pivotelement dann nie Null
(sonst wére das Gleichungssystem nicht 16sbar). Aus Sicht der Stabilitét ist dieses Vor-
gehen vorteilhaft, weil dann die Faktoren :;—j klein sind, also Rundungsfehler aus den
vorhergehenden Schritten so wenig wie moglich verstiarkt werden.

Dieses Vorgehen wird Spaltenpivotsuche genannt, da nur innerhalb einer Spalte ge-
sucht wird. Der zusitzliche Rechenaufwand liegt in der Gré8enordnung n? (n-mal suchen
in hochstens n Eintrigen). Zur weiteren Erhohung der Stabilitdt kann auch spalteniiber-
greifend gesucht werden. Dann miissen ggf. Spalten von A vertauscht werden, was einem
Veréndern der Reihenfolge der Eintrége in x entspricht. Der zusétzliche Rechenaufwand
steigt durch den gréBeren Suchbereich jedoch auf ca. n?, weshalb diese vollstindige
Pivotsuche kaum eingesetzt wird.

Implementierung

Den Gauf-Algorithmus sollte man (heute) nicht selbst implementieren, da hochwertige
Implementierung in allen géngigen Software-Biliotheken verfiighar sind. Meistens basie-
ren diese auf LAPACK, einer sehr ausgereiften Bibliothek fiir lineare Algebra, die in fiir
verschiedene Prozessorarchitekturen optimierten Versionen vorliegt.

6.4 Cholesky-Verfahren

Fiir positiv definite symmetrische Matrizen A € R™*" kann die LR-Zerlegung einfacher
ausgedriickt und effizienter berechnet werden.

Positiv definite Matrizen

Eine symmetrische Matrix heift positiv definit, wenn gilt:
v Av >0 fiir alle v € R™ \ {0}. (6.32)

Positiv definite symmetrische Matrizen haben viele vorteilhafte Eigenschaften (siehe
Grundlagenliteratur zur linearen Algebra):

o A ist stets invertierbar und A~! ist wieder symmetrisch und positiv definit.
o Alle Eigenwerte von A sind reell und positiv.

e detA > 0.

o Alle Diagonaleintriage sind positiv.
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6.4 Cholesky-Verfahren

e Der betragsgrofite Eintrag von A liegt auf der Diagonale.

Positiv definite symmetrische Matrizen treten in zahlreichen Anwendungen auf (vgl.
Veranstaltung zum wissenschaftlichen Rechnen). Beispielsweise sind Matrizen der Form
A = BT B fiir invertierbares B € R™" stets symmetrisch und positiv definit (
655). Solche Matrizen treten unter anderem beim Berechnen von Skalarprodukten
in transformierten Koordinaten auf. B ist dabei die Koordinatentransformation (vgl.
Hauptkomponentenanalyse (“PCA”) in den Datenwissenschaften).

Cholesky-Zerlegung

Merke!

Fiir positiv definites symmetrisches A € R™*" existieren stets eine unter Dreiecks-
matrix L € R™ ™ mit Einsen auf der Diagonale und eine Diagonalmatrix D € R"*®
mit positiven Eintrédgen auf der Diagonale, sodass

A=LDL". (6.33)

L und D sind eindeutig bestimmt.

Diese sogenannte Cholesky-Zerlegung erhélt man direkt aus der LR-Zerlegung, wenn
man die Symmetrie A = AT ausnutzt. Insbesondere gilt R = D L"mT ( 660).

Aus der LR-Zerlegung von A bekommt man ohne relevante Zusatzkosten stets die
Cholesky-Zerlegung. Allerdings geht es auf direktem Wege etwas schneller. Betrachten
dazu die Eintrage von

1 0 0 e 0 0
la1 1 0 e 0 0
[3,1 l3.2 1 0 0
L= | " | | (6.34)
ln11 lnc12 Ino13 1 0
L ln,l ln,2 ln,3 e ln,nfl ]-_
und von _ )
dig 0 .- 0 0
0 dop 0 0
0 0 dnfl,nfl 0
| 0 o - 0 dn.n |

als Unbekannte und 16sen das nichtlineare Gleichungssystem

A=LDL"Y. (6.36)
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6 Lineare Gleichungssysteme

Dieses kann explizit gelost werden ( 665). Man erhélt den folgenden Losungsal-

gorithmus:

Algorithmus

1. Setze dy 1 := a1 und ly; == Zi—i

2. Fir ¢ = 2,...,n wiederhole:

a) Setze l; 1 := Zill

3. Fir j =2,...,n wiederhole:

a) Setze

7j—1
djj=aj;— > 1y dig. (6.37)
k=1

b) Fiir i = j+1,...,n wiederhole:

i. Setze

1 =
liJ’ = % (ai,j - Zl“c lj,k dk,k) . (638)

k=1

Zeit- und Speicherbedarf

Der Rechenaufwand liegt wie bei der LR-Zerlegung in der Gréfenordnung n3, ist aber
trotzdem nur etwa halb so grof8 oder, bei Zwischenspeichern der Produkte [; . di i, sogar
nur ein Viertel so grofl ( 670).

Der Speicherplatz des unteren Dreiecks von A kann beim berechnen der Zerlegung mit
den Eintrdgen von L iiberschrieben werden, da alle Eintrdge von A nochmal im oberen
Dreieck vorhanden sind. Die Eintrdge von D koénnen auf die entsprechenden Diagonal-
eintrdge von A geschrieben werden, da die Diagonalelemente von A im weiteren Ver-
lauf nicht mehr benétigt werden. Somit bendtigt das Berechnen der Cholesky-Zerlegung
keinen zusétzlichen Speicherplatz. Lediglich fiir das eventuelle Zwischenspeichern der
Produkte 1;  dj, ,, wird Speicherplatz in der Grélenordnung n? benotigt.

Gesamtalgorithmus

Ist die Cholesky-Zerlegung bekannt, kann das Gleichungssystem A x = b analog zur LR-
Zerlegung mittels Vorwérts- und anschlieSender Riickwértssubstitution gelést werden:
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6.5 Weitere Verfahren

Algorithmus
1. Lése Ly = b; dazu setze y; := b1 und wiederhole fiir i = 2,...,n:
i—1
a) yii=bi— > Ly
j=1
2. Lose D z = y; dagu wiederhole fir i =1,...,n:
Yi
a) z; = —.
) = d;;
3. Lose LT z = z; dazu setze z,, := 2, und wiederhole fiir i =n—1,n—2,...,1:
n
a) T = 25 — Z ljJ‘ Zj.
j=it1
Stabilitat

Das Losen von linearen Gleichungssystemen mittels Cholesky-Zerlegung ist riickwérts-
stabil. Ist  die aus dem Cholesky-Verfahren resultierende (rundungsfehlerbehaftete)
Losung, so findet man eine Matrix A mit & = A~ b. Fiir diese Matrix kann man

|A— Al
— = < .
AL, - Cn € (6.39)

zeigen, wobei € das Maschinenepsilon ist. Die Konstante ¢, ist meist klein und liegt nur
in Ausnahmeféllen in der Nédhe der garantierten oberen Schranke ¢,, < 4n (3n+1) (siehe
[Hig02] fur Herleitung und Details).

Insbesondere gilt das Cholesky-Verfahren als stabiler als der Gauss-Algorithmus. Ein
glinstiges Vertauschen von Zeilen im Vorfeld zur Verbesserung der Stabilitat wie beim
Gauss-Algorithmus ist beim Cholesky-Verfahren nicht zweckméBig, da dadurch die Sym-
metrie der Matrix verloren gehen wiirde.

6.5 Weitere Verfahren

Wir erwéhnen kurz weitere Verfahrensidee um bei Bedarf mit den Begrifflichkeiten ver-
traut zu sein.

QR-Zerlegung

Die LU-Zerlegung steht nur fiir quadratische Matrizen zur Verfligung. Fiir allgemeine
rechteckige Matrizen A € R™*" m > n (iiberbestimmtes Gleichungssystem) kann man
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6 Lineare Gleichungssysteme

jedoch stets die sogenannte QR-Zerlegung A = Q R finden. Dabei ist R € R™*™ wieder
eine obere Dreiecksmatrix, wobei die unteren m — n Zeilen mit Nullen aufgefiillt werden,
und @ € Rm x m eine orthogonale Matrix. Die Spalten von @ sind also orthogonal zu
einander und haben Linge 1. Fiir orthogonale Matrizen gilt stets Q' = Q™ sodass sich
das Losen des Gleichungssystems Ax = b auf Riickwértseinsetzen und Multiplikation
mit QT reduziert.

Fiir quadratische Matrizen (m = n) kann man die QR-Zerlegung mit etwa n® Grund-
operationen berechnen.

Iterative Verfahren

Iterative Verfahren liefern im Gegensatz zum GauB-Algorithmus und zum Cholesky-
Verfahren nicht die (bis auf rundungsfehler) exakte Losung des Gleichungssystems Az =
b, sondern nur Nédherungslosungen. Die Verfahren berechnen zunéchst eine sehr grobe
Néherung, die dann Schritt fiir Schritt verfeinert wird. Dieser Ansatz erlaubt deutlich
geringere Rechenzeiten bei sehr groflen Gleichungssystemen.

Richardson-Iteration Fiir die Losung = des Gleichungssystems und eine beliebige reelle
Zahle T > 0 gilt
r=x—7(Ax—-b=UI—-17A)xz+7h. (6.40)

Dies ist eine sogenannte Fixpunktgleichung, da das Auswerten der rechten Seite wieder
auf x fuhrt. Daraus kann man die Iterationsvorschrift

xpi=UI—-TA) z)_1+Tb (6.41)

ableiten. Man kann zeigen, dass fiir hinreichend kleines 7 die Folge z¢ := 0,z1, 2o, ...
gegen die Losung des Gleichungssystems konvergiert. Je nach gewiinschter Genauigkeit
kann die Iteration frither oder spéater abgebrochen werden.

Die Iterationsvorschrift kann zu
T = Mx_1+c (6.42)

verallgemeinert werden, wobei M € R™ ™ und ¢ € R™ von A und b abhéngen. So
erhélt man eine Vielzahl verschiedener Losungsverfahren, die je nach Eigenschaften von
A vorteilhafte Eigenschaften wie beispielsweise besonders schnelle Konvergenz haben
kénnen. Die Konvergenz der Iterierten zur exakten Losung ist dabei keinesfalls garantiert,
sondern kann nur unter recht engen Voraussetzungen an M und c abgesichert werden.

CG-Verfahren Fiir das Verfahren der konjugierten Gradienten (kurz: CG-Verfahren,
CG = conjugate gradients) wird das Gleichungssystem durch das Minimierungsproblem

1

J(x): et Az — 2T b — min (6.43)

z€R™
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6.5 Weitere Verfahren

ersetzt. Man kann zeigen, dass die Losung des Minimierungsproblems mit der Losung
des Gleichungssystems iibereinstimmt.

Nur Losung des Minimierungsproblems stehen eine vielzahl numerischer Optimierungs-
verfahren zur Verfiigung. Das einfachste ist das sogenannte Gradienten-Verfahren, wel-
ches, beginnend an einem Punkt xg, den Gradient VJ der Zielfunktion J berechnet und
dann die aktuelle Position in Richtung des negativen Gradienten (Richtung des steilsten
Abstiegs!) verdndert:

g = Tp—1 — S VJ(T_1)- (6.44)

Dabei ist si die Schrittweite, welche auf verschiedene Arten gewédhlt werden kann, z.B.
konstant. Fiir den Gradient erhélt man

VJ(z)=Ax —b. (6.45)

Wihlt man s stets so, dass J(zg—1 — s VJ(xg—1)) fir s = s minimal wird, so erhalt
man das CG-Verfahren, welches besonders schnell konvergiert. Fiir konstantes s erhélt
man hingegen das Verfahren des steilsten Abstiegs, welches verhéltnisméaflig langsam
konvergiert.

Verfahren fiir diinn besetzte Matrizen In zahlreichen Anwendungen treten diinn be-
setzte (englisch: sparse) sehr grofie Matrizen A € R™*™ auf, also Matrizen die nur wenige
von Null verschiedene Eintrdge haben. Die Anzahl der Nicht-Null-Eintrage ist {iblicher-
weise ein kleines Vielfaches von n. Diese Matrizen speichert man nicht als Block aus n?
Zahlen, sondern als Liste der Nicht-Null-Eintrdge und der zugehérigen Zeilen-Spalten-
Indizes.

Beispielsweise sind Adjazenzmatrizen von Graphen oft diinnbesetzt (und grof). Auch
beim numerischen Losen vieler naturwissenschaftlicher Probleme treten grofie diinnbe-
setzte Matrizen auf (vgl. Veranstaltung zum wissenschaftlichen Rechnen).

Der Zugriff auf einen durch Zeilen- und Spaltenindex gegebenen Matrixeintrag ist bei
diinn besetzten Matrizen mit hohem Aufwand verbunden (Liste durchsuchen!). Matrix-
Vektor-Produkte kénnen jedoch schnell berechnet werden ( 680). Somit sind ite-
rative Losungsverfahren gegeniiber Gau3-Algorithmus und Cholesky-Verfahren hier klar
im Vorteil, da iterative Verfahren meist nur Matrix-Vektor-Produkte auswerten und kei-
ne anderweitigen Zugriffe auf die Matrixeintrage tatigen.

Heute tibliche Verfahren fiir grofle diinn besetzte Gleichungssysteme sind Krylow-Unterraum-
Verfahren (Verallgemeinerung des CG-Verfahrens) und Mehrgitterverfahren.

Vorkonditionierung

Die Konvergenz iterative Losungsverfahren kann deutlich beschleunigt werden, wenn
das Gleichungssystem im Vorfeld geeignet dquivalent umgeformt wird. Auch fiir nicht
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6 Lineare Gleichungssysteme

iterative Verfahren kann eine geeignet Umformung zur Verbesserung der Matrixkonditi-
on fithren. Ein iibliche Umformung ist die Multiplikation mit einer geeignet gewéhlten
Matrix M € R™*":

MAx=Mb». (6.46)

Diese Matrix soll leicht zu beschaffen sein und dabei die Inverse A~ méglichst gut
annahern. Wie M konkret zu wéhlen ist, hdngt auch vom eingesetzten Losungsverfahren
ab.

Eine einfache Technik zur Vorkonditionierung ist die Aquilibrierung: Jede Zeile des
Gleichungssystems wird durch die Lange der entsprechenden Zeile der Systemmatrix als
Vektor geteilt. Bei Verwendung der euklidischen Norm also

(Zﬁj) 0
j=1

M = : (6.47)

D=
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7 Ausgleichsverfahren

Ausgleichsverfahren erzeugen ein Modell fiir den Zusammenhang zwischen gemessenen
Groflen. Obwohl nur endlich viele punktuelle Messungen vorliegen, beschreibt das Modell
den Zusammenhang liickenlos. Messfehler und Widerspriiche in den Messwerten werden
bei der Erzeugung des Modells ausgeglichen.

Das wichtigeste Ausgleichsverfahren ist die Methode der kleinsten Quadrate (siehe un-
ten). Ausgleichsverfahren kommen immer dann zum Einsatz, wenn die darstellung eines
funktionalen Zusammenhangs durch eine endliche Anzahl von Punkte nicht geniigt, z.B.
bei

o der Auswertung des funktionalen Zusammenhangs an beliebigen Zwischenstellen,

o der Berechnung von Fliacheninhalten unter dem Funktionsgraph (numerische Inte-
gration, siehe spateres Kapitel),

e der Visualisierung von funktionalen Zusammenhéngen.

Im Kontext des maschinellen Lernens werden Ausgleichsverfahren als Regressionsverfah-
ren bezeichnet.

7.1 Zu losendes Problem

Der Zusammenhang zwischen zwei GroBen x und y soll aus n Messungen (z1,41), - - ., (Tn, Yn)
ermittelt werden. Dabei sind die Messstellen xj vorgegeben oder praktisch fehlerfrei ge-
messen. Die von den zj; abhdngenden Werte y; konnen Messfehler aufweisen.

Im Allgemeinen wird man deutlich mehr Messwerte zur Verfiigung haben als (bei feh-
lerfreier Messung) eigentlich benotigt.

Beispiele:

e 1} sind Zeitpunkte zu denen Temperaturen y; gemessen werden.

e 1z, sind Positionen entlang einer Strecke an denen Hoéhen y; gemessen werden.
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7 Ausgleichsverfahren

® Messungen (Xg, Vi)
Y4
¥s 9
2
]
=
o
2y .
Y3 L
Y11 L 2

T
X1 X X3

Messstellen

Aus dem Kontext der Messaufgabe ist der grundlegende funktionale Zusammenhang
f R — R zwischen den Gréflen z und y bekannt. Es miissen nur noch einige Parameter
bestimmt werden, sodass f die Messwerte gut reprasentiert. Beachte: Die Funktion f
kann auch nur auf einem Intervall von Interesse sein, was am Verfahren aber nichts

andert.

Beispiele:

o Die Temperatur steigt linear mit der Zeit (Gerade, 2 Parameter).

o Das Hoéhenprofil hat keine starken Gefélle oder Steigungen und kann durch ei-
ne stiickweise lineare Funktion mit 20 Stiitzstellen hinreichend genau beschrieben

werden (20 Parameter).

Merke!

Gegeben:
e Messstellen z1,...,z,
e Messwerte y1,...,Yn

o Ansatzfunktion f, die noch zu bestimmende Parameter enthélt

Gesucht:

e Werte fiir die Parameter in f, sodass f gut zu den Messergebnissen passt
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7.2 Wie Ansatzfunktion wéahlen?

® Messungen (X, Vi)
—f

Messwerte

T
X1 X3z X3 X4 Xg
Messstellen

7.2 Wie Ansatzfunktion wahlen?

Das hiangt vom Kontext ab! Oft ergibt sich die Ansatzfunktion aus physikalischen Ge-
setzen oder aus der verfolgten Zielstellung heraus.

Ubliche Ansétze fiir f:

o Gerade f(z) =ax+b
o Parabel f(z) =az?+bz +c
o Polynom hoéheren Grades

o stiickweise linear Funktion mit m gleichméfig verteilten Stiitzstellen und Werten
a1,...,0, an diesen Stellen

¢ Summen von verschobenen Hiitchenfunktionen:
m
f@) =S ahi(a),
=1

wobei hq, ..., h,, verschobene Kopien einer Funktion h sind

69



7 Ausgleichsverfahren

—
ha
—
—_—
m— fix)=1.5h1(x) + 0.5 ha({x) + 2 h3(x) + 2.5 ha(x)
da
> di
a1
a2
2 4 5] 8

7.3 Was heiB3t ,, gut“?

Es gibt viele verschiedene richtige Antworten auf diese Frage!

Grundsétzlich moéchte man die Differenzen f(zy) — yr zwischen f an den Messstellen
und den zugehorigen Messwerten fiir alle k klein bekommen.

[FUxi) — vl
Yo - ® Messungen (xg, ¥i) °
| @ Punkte (xg, fixg))
¥s
— f

Messwerte

T T T T T
X1 X3z X3 X4 X5

Messstellen
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7.3 Was heifit ,gut“?

Variante 1 (Summe aller Fehler minimieren)

Minimiere
n
> 1F () — il
k=1

beziiglich der Parameter in f.

Ist f beispielsweise eine Gerade, so miissen wir

n
Z laxp +b— yl
k=1

beziiglich ¢ und b minimieren.

Probleme:

 Funktion nicht differenzierbar (aber es gibt numerische Verfahren dafiir, siehe Sub-
gradient method)

o Losung oft nicht eindeutig

o kleine Anderungen in den Messpunkten koénnen zu grofien Anderungen in der Lo-
sung fithren (schlechte Kondition)

Fir Details siehe Least absolute deviations.

Variante 2 (maximalen Fehler minimieren)

Minimiere
max | f(zk) — il

U )
beziiglich der Parameter in f.

Probleme:

« Funktion nicht differenzierbar (und es gibt keine wirklich guten numerischen Ver-
fahren dafiir)

Variante 3 (Summe aller Fehlerquadrate minimieren)

,2Rund-Lutschen* von Variante 1 liefert Minimierung von

ST (far) =)

k=1

beziiglich der Parameter in f.
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7 Ausgleichsverfahren

Das ist differenzierbar und hat praktisch immer einen eindeutigen Minimie-
rer!

Fiir die Eindeutigkeit werden mehr Messstellen benétigt als f Parameter hat.

Diese Variante zum Loésen des Ausgleichsproblems ist als Methode der kleinesten
Quadrate bekannt. Das Verfahren wurde von Carl Friedrich Gauf} fiir Anwendungen
in der Astronomie entwickelt und von ihm auch bei der Vermessung des Konigreichs
Hannover angewendet. Heute ist die Methode der kleinsten Quadrate in praktisch al-
len Wissenschaftszweigen im Einsatz, in denen Erkenntnisse aus Messungen gewonnen
werden.

7.4 Warum Quadrate?

Warum nicht dritte oder vierte Potenzen?

Einfache Griinde:

o Die Ableitungen werden schon einfach.
o p = 2ist die kleinste Potenz, sodass t — t¥ zweimal differenzierbar ist (hinreichende
Optimalitatsbedingung!).

e Je hoher die Potenz, desto weniger Einfluss haben kleine Messfehler auf die Ziel-
funktion. Die gesuchte Funktion f orientiert sich bei grolen Potenzen im wesent-
lichen an Ausreiflern in den Messungen.

Tiefer liegende Griinde:

e Betrachtet man die Abweichungen nicht einzeln an jeder Stelle zj, sondern in-
terpretiert sie als Abweichung zwischen den beiden Vektoren [f(z1),..., f(z,)]*
und [y1,...,yn| T, so ist die Zielfunktion mit Potenz 2 gerade der iibliche Abstand
zwischen Vektoren im R".

e Man kann zeigen, dass die Kleineste-Quadrate-Losung in gewissem Sinn die best-
mogliche Losung ist, wenn die Messfehler gewisse statistische Eigenschaften haben
(siehe Satz von GauB-Markow fiir Details).

7.5 Losung des Minimierungsproblems

Losen das Kleinste-Quadrate-Problem hier nur beispielhaft fiir eine Gerade f(x) = ax+
b. Fiir andere Ansétze f erfolgen die Rechenschritte vollig analog, solange f linear von
den Parametern abhéngt (siehe unten fiir den nichtlinearen Fall).

Die allgemeine Loésung wird anschliefend ohne Rechenweg angeben.
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7.5 Lésung des Minimierungsproblems

Ausgleichsgerade

Gegeben sind Punkte (zg,yg) fir K = 1,...,n. Gesucht ist der Minimierer von

n

g(a,b) == Z(a T +b— yk)2

k=1
beziiglich a,b € R.

Gradient von g berechnen:

2 Zxk (a:):k +b— yk)
Vg(a,b) = | *=

n
2 Z(axk —I—b—yk)

k=1

2a§:$i+2b§:xk—2§:xkyk (7.1)
k:ln kZIn k:nl
2a Zxk—FQbZl—? Zyk
L k=1 k=1 k=1

_|2c1a+2c2b—2c3
o 202a+2nb—204 ’

wobei

n
€= Z$%, (7.2)
k=1
Co 1= Z.’Ek, (7.3)
k=1
C3 1= Z Tk Yk, (74)
k=1

Cq 1= Zyk (75)
k=1

konkrete Zahlen sind.

Der Gradient wird genau dann zum Nullvektor, wenn das lineare Gleichungssystem
C1 C2 al C3
Co N b o Cq

Man kann zeigen, dass die Losung des Gleichungssystems nicht nur ein stationdrer Punkt,
sondern ein globales Minimum von g ist.

erfullt ist.
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7 Ausgleichsverfahren

Beispiel
gegeben: Messpunkte (1,2.3), (2,6.4), (5,5.1), (7,12.8), (9,11.9)

gesucht: Parameter a, b der Gerade
160 24| |a|  |237.3
24 5| |b| |385

a = 1.171875, b=2.075

Das Gleichungssystem

hat die Losung

Die gesuchte Ausgleichsgerade ist also

f(z) = 1.171875 2 + 2.075.

Allgemeine Losung

Hat die gesuchte Ausgleichsfunktion die Form

flx) = arh(z),
=1

wobei hq, ..., h;, beliebige Funktionen sind (nicht notwendig verschobene Hiitchen), so
soll die Funktion
n m 2
R o (z o)~ yk)
k=1 \I=1
minimiert werden. Mit
ai
a:= : (7.6)
am
hl(l'l) hm(l‘l)
H=| 1|, (7.7)
hi(zn) -+ hp(zn)
Y
yi=|: (7.8)
Yn

kann dies als )
9(a) = ||Ha -y,
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7.6 Hiirden im praktischen Finsatz

geschrieben werden.
Fiir den Gradient erhalten wir
Vg(a) =2H" (Ha—y),

sodass die stationdren Punkte Losungen des linearen Gleichungssystems

H'Ha=H"y

sind. Dieses (m x m)-Gleichungssystem hat immer eine Losung, die in allen praktisch
relevanten Fallen (n > m) auch eindeutig ist. Die Systemmatrix ist immer symmetrisch
und in allen praktisch relevanten Féllen auch positiv definit. Uber die Kondition des Glei-
chungssystems und damit iiber die Kondition des Kleinste-Quadrate-Verfahrens sind kei-
ne allgemeinen Aussagen moglich. Die Kondition wird mafigeblich vom Zusammenspiel
der Messstellen mit den Ansatzfunktionen bestimmt. Bei iiblichen Ansatzfunktionen und
gleichméfig verteilten Messstellen kann die Kondition als gut angenommen werden.

Beispiel

Wenden die allgemeine Formel fiir das Finden einer Ausgleichsgerade
f(x) =a1x+ ay

an.

Haben m =2, hi(z)=z, ho(zr)=1 und

1 1 Y1

a1 o . . L
a = |:CL2:| ) H = : i y T .
Tn 1 Yn

Systemmatrix und rechte Seite sind also
n n
2Tk D
HT H = kﬁl k=1 HT y
9

n
Zﬂck Yk
v=
Yap n >
k=1

k=1

7.6 Hiirden im praktischen Einsatz
Verteilung der Messstellen

Die Messstellen sollten moglichst gleichméfig im Definitionsbereich der gesuchten Funk-
tion f verteilt sein. In Bereichen mit iiberdurchschnittlich vielen Messstellen wird sich
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7 Ausgleichsverfahren

die Funktion stéarker den Messpunkten anpassen als in Bereichen mit nur wenigen Mess-
stellen.

Umgekehrt kann man diesen Effekt nutzen, um durch Vervielfachung von Messpunkten
diesen Messpunkten mehr Einfluss auf die Losung zu geben. Das kann sinnvoll sein, wenn
gleichzeitig Messpunkte mit kleinem Messfehler und Messpunkte mit groflen Messfehler
vorliegen. Eine Vervielfachung der genaueren Punkte gibt diesen mehr Einfluss auf die
Kleinste-Quadrate-Losung.

Nichtlineare Ansatzfunktionen
Das Losen eines Kleinste-Quadrate-Problems als lineares Gleichungssystem funktioniert
nur, wenn die Ansatzfunktion f linear beziiglich ihrer Parameter ist.

Manche nichtlineare Ansatzfunktionen, wie z.B.

f(z) =ae®,

kénnen durch eine geeignete Transformation der Messwerte zu linearen Ansatzfunktionen
umgebaut werden ( 790).

Meistens, wie z.B. bei
f(z) =sin(ax +b),

miissen Losungsverfahren fiir nichtlineare Optimierungsprobleme eingesetzt werden. Bei-
spielsweise liefert Vg(aq,...,a,) = 0 fir die Zielfunktion g des Kleinste-Quadrate-
Problems ein nichtlineares Gleichungssystem, welches mittels Newton-Verfahren gelost
werden kann.
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8 Interpolation

Fir die Umwandlung von Punktfolgen in Funktionen haben wir bisher nur die Aus-
gleichsrechnung kennengelernt. Liegen nur wenige und kaum fehlerbehaftete Punkte vor,
so ist neben der Approximation der Punkte durch eine Funktion auch die Interpola-
tion moglich, also das Finden einer Funktion, die exakt durch alle gegebenen Punkte
verlduft.

Um Funktionen mit dem Computer beschreiben zu kénnen, miissen diese durch endlich
viele Werte vollstédndig festlebar sein. Bei der Ausgleichsrechnung hatten wir deshalb
auf gewisse Funktionenklassen beschriankt, in denen jede Funktion durch endlich viele
Parameter beschrieben war. Bei der Interpolation beschrankt man sich praktisch immer
auf Polynome

a+arz+az?+-+ap12"  +a,a" (8.1)

oder sogenannte trigonometrische Polynome (werden hier nicht behandelt). Griinde:
o Auswertung eines Polynoms an einer Stelle x erfordert nur wenige Grundoperatio-
nen (Multiplikationen, Additionen).
e Polynome sind bei theoretischen Betrachtungen sehr gut handhabbar.

o Polynome sind beliebig oft differenzierbar, also in vielfaltigen Szenarien einsetzbar
(Optimierung!).

o Polynome sind leicht integrierbar (Flachenberechnungen!).
Beschiéftigen uns zundchst mit der klassischen Polynominterpolation (ein Polynom auf

dem gesamte Definitionsbereich) und geben dann einen Uberblick iiber Splines (stiick-
weise polynomiale Funktionen).

8.1 Formale Problemstellung

Gegen ist eine Folge von Punkten (z1,y1),...,(2n,y,) € R2 Finde ein Polynom p :
[a,b] — R (oder einen Spline), sodass

plag) =y firk=1,...,n (8.2)
gilt, wobei die Intervallgrenzen a und b so sein sollen, dass =y € [a,b] fur k =1,...,n.
Die Zahlen z1, ..., z, werden Stiitzstellen genannt. Im Folgenden nehmen wir stets an,

dass alle Stiitzstellen verschieden sind, also = # x; fur k # [ gilt.
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8 Interpolation
8.2 Polynominterpolation
Direkter Ansatz

Sind n zu interpolierende Punkte gegeben, so erscheint ein Polynom (n — 1)-ten Grades
als Interpolante zweckméfig, da dieses genau n frei wihlbare Parameter enthélt. Setzt
man die einzelnen Punkte in die Interpolationsbedingung (@) ein, so erhilt man das
lineare Gleichungssystem

Die Systemmatrix heifit Vandermonde-Matrix und ist stets invertierbar (wenn alle xy
verschieden sind). Das Losen des Gleichungssystems benétigt etwa n® Rechenopera-
tionen und ist damit deutlich aufwendiger als weiter unten behandelte Verfahren zur
Polynominterpolation.

Lagrange-Interpolation

Statt das obige Gleichungssystemzu losen, konnen wir fiir das gesuchte Interpolations-
polynom auch direkt eine Formel angeben. Bendtigen dazu die sogenannten Langran-
ge’schen Basispolynome vom Grad n — 1 zu den Stiitzstellen z1,. .., x,:

Tr — X

Lp_1() ::Hx — k=L...n (8.4)
ik Tk T T
Offensichtlich gilt
1, wennl =k,
Lp1(m1) = {0 wemn 1 & (8.5)
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8.2 Polynominterpolation

Somit ist
y1 Ln—11(x) + -+ yn Ln—1,n(z) (8.6)

das gesuchte Interpolationspolynom. In dieser Darstellung wird das Interpolationspoly-
nom als Langrange’sches Interpolationspolynom bezeichnet.

Damit ist die Existenz eines interpolierenden Polynoms vom Grad n — 1 gezeigt. Die
Eindeutigkeit folgt leicht aus der Tatsache, dass ein Polynom vom Grad n—1 héchstens
n Nullstellen hat (IDVID| 810).

Beachte: Durch die zu interpolierenden Punkte ist das Interpolationspolynom eindeutig
bestimmt. Ja nach Darstellung dieses Polynoms als Formel gibt man ihm aber verschie-
denen Namen, z.B. Langrange’sches Interpolationspolynom und weiter unten dann New-
ton’sches Interpolationspolynom. Das durch die jeweilige Formel beschriebene Polynom
ist stets das selbe.

Das Lagrange’sche Interpolationspolynom ist fiir den praktischen Einsatz kaum von
Bedeutung, leistet aber bei theoretischen Uberlegungen (Existenz, Eindeutigkeit, Kon-
dition) sehr gute Dienste.

Anwendungsfalle

Polynominterpolation ist Baustein in zahlreichen numerischen Verfahren. Grundsétzlich
sind zwei Anwendungsfille zu unterscheiden:

o Das Interpolationspolynom soll nur an wenigen Stellen ausgewertet werden (z.B.
Interpolation von 6-stiindlichen Temperaturmessungen um 0 Uhr, 6 Uhr, 12 Uhr,
18 Uhr zum Erhalt einer Temperatur um 8 Uhr).
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8 Interpolation

e Das Interpolationspolynom selbst ist von Interesse oder soll an sehr vielen Stellen
ausgewertet werden (z.B. Ersatz einer komplizierten Funktion wie sin durch ein
Polynom).

Im ersteren Fall lohnt sich das Aufstellen des Polynoms nicht. Man setzt hier iiblicher-
weise das Aitken-Neville-Verfahren (siehe unten) zur effizienten Auswertung des (nicht
explizit aufgestellten) Interpolationspolynoms an einer Stelle ein.

Im zweiten Fall ist man bestrebt, das Interpolationspolynom in einer Form aufzustellen,
die einerseits effizient zu bekommen ist und andererseits die effiziente Auswertung des
Polynoms erméglicht (siehe unten).

Kondition
Ublicherweise sind die Stiitzstellen x1, ..., z, nicht oder nur geringfiigig mit Fehlern be-
haftet. Das die zugehérigen y1, . . ., y, jedoch meist aus Messungen entstehen, ist hier mit

relevanten Fehlern zu rechnen. Fiir die praktische Arbeit stehen uns als statt der Punkte
(1,y1),- - -, (Tn, yn) nur die fehlerbehafteten Punkte (z1,41), ..., (n, Yn) zur Verfiigung.
Daraus ergeben sich das exakte Interpolationspolynom p und das auf fehlerhaften Ein-
gaben beruhende Interpolationspolynom p.

FehlermaBe Als Fehlermaf fiir die Eingaben wahlen wir den relativen Fehler bzgl. der

oo-Norm der Vektoren y bzw ¢, also
1y — #lloo
R T (8.7)
[9lloo

da wir fiir den Abstand zweier Polynome mangels Kenntnis anderer Abstandsmafle zwi-
schen Funktionen ebenfalls den maximalen punktweisen Abstand wéhlen miissen. Fur
eine stetige Funktion f : [a,b] — R setzen wir

Il = mac | (z) (53)

und driicken den Ausgabefehler mittels

lp = Plloo
1Pl]o0

aus.

Fehlerabschatzung Stellen wir p und p als Lagrange’sches Interpolationspolynom dar,
also

p(ﬂj) = Lnfl,l(x) + -+ yn Lnfl,n(x) (810)
und
]5(1:) = gl Lnfl,l(l') + -+ gn Lnfl,n(l‘)v (811)
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8.2 Polynominterpolation

so erhalten wir

lp = Plloo Iy = Flleo (8.12)
1Plloo 1lloo
mit
. I 8.13
s > sl &1

(VD 620).

Aus der Definition der Langrange’schen Basispolynome L,,_1 j sieht man leicht (schau-
en wir uns hier aber nicht an), dass x bei festem n nicht von der Lage des Intervalls
[a, b] abhéngt, sondern nur von der Verteilung der Stiitzstellen innerhalb des Intervalls.
Auch die Werte yi, ..., ¥y, gehen nicht in x ein. Die Frage nach der Kondition ist also
ausschliefllich eine Frage der Stiitzstellenverteilung.

Merke!

Fiir Aquidistante Stiitzstellen, also z; = a + (b — a) , kann man zeigen, dass

2n
" n—1) log(n — 1) (8.14)

fiir groBe n gilt, also die Kondition schlecht ist (fiir grofie n).

Wiéhlt man hingegen beispielsweise die sogenannten Tschebyscheff-Stiitzstellen
1 1 2k—1
_ _ - _Z 1
zp=a+ (b—a) (2 2COS< o 7r>>, (8.15)

2
R log(n — 1) (8.16)

so kann man

fiir grofle n zeigen. Man erhélt also eine gute Kondition. Die Tschebyscheff-
Stiitzstellen nicht dquidistant, sondern verdichten sich mit zunehmendem Abstand
von der Intervallmitte.

Algorithmen

Direkter Ansatz und Horner-Schema Das Aufstellen des Interpolationspolynoms mit-
tels Vandermonde-Matrix benotigt ca. n® Rechenopertationen (Gauss-Algorithmus). Auch
hat die Vandermonde-Matrix oft schon bei niedrigem zweistelligem n eine zu hohe Kon-
ditionszahl, sodass dieser Ansatz in der Praxis keine Rolle spielt.

Das anschlieBende Auswerten des Polynoms an einer Stelle erfordert \frac{n,(n+1)}{2}
Multiplikationen und n Additionen, liegt also in der GréBenordnung von n? Grundope-
rationen.
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8 Interpolation

Liegt das Polynom in der Form
p@)=ao+arz+asr®+ - +an23" % +ap_ 12"t (8.17)

vor, so kann man die Auswertung an einer Stelle noch beschleunigen, denn offensichtlich
gilt

plx)=ay+z (a1 +x(az+- - +x(an—2+xan-1) -)) (8.18)
Der daraus abgeleitete Algorithmus zur Polynomauswertung heiffit Horner-Schema und

benoétigt nur n—1 Multiplikationen und n—1 Additionen, liegt also in der Gréfenordnung
n:

1. Setze y := a,_1.
2. Wiederhole fir k=n—2,...,0:
a) Setze y:=ay + zy.
Bei gegebenen ag, ..., a,—1 und z liefert dieser Algorithmus y = p(z).

Das Horner-Schema ist fiir nicht zu grofle n stabil wie man mittels Riickwértsanalyse zei-
gen kann (tun wir hier nicht). Insbesondere sind sie Zwischenergebnisse kleiner als beim
direkten Auswerten (Potenzen von z!), sodass die Gefahr von Exponenteniiberldaufen
geringer ist.

Aitken-Neville-Schema Soll das Interpolationspolynom nur an wenigen Stellen ausge-
wertet werden, so muss das Polynom gar nicht explizit aufgestellt werden. Um auch ohne
Kenntnis des Polynoms p den Wert p(z) fiir ein Stelle x zu bekommen, verwenden wir
den folgenden Zusammenhang zwischen den Interpolationspolynom vom Grad n—1 und
zwei Interpolationspolynomen vom Grad n — 2 zu unterschiedlichen Stiitzpunkten:

Merke!

Zu gegebenen Punkten (x1,y1),. .., (Zn,yn) seien p das Interpolationspolynom vom
Grad n—1 und p; und ps die Interpolationspolynome vom Grad n—2 zu den Punkten
(®1,91),y -+, (Tn—1,Yn—1) bzw. (z2,92), ..., (Tn,yn). Fiir jede Stelle z gilt dann

Tp — X

p(z) = —pi(z) +
ITp — T1 Tn — T

20 () (8.19)

(IDvID 830).

Bezeichnen wir mit P ;, den Wert des Interpolationspolynoms vom Grad [ — 1 zu den
Punkten zy, ..., xr1;—1 an einer festen Stelle x, so erhalten wir den als Aitken-Neville-
Schema bekannten Zusammenhang

Thpl—1 — T T —xp

£ AL k. R (8.20)
Tr+1-1 — Tk Tr+1-1 — Tk

)
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8.2 Polynominterpolation

Ausgehend von
Pl,k:yka k‘ZI,...,TL (821)

erhalten wir daraus Schritt fiir Schritt den gesuchten Wert
P,1=p(x) (8.22)

( 635). Das Aitken-Neville-Schema benétigt etwa n? Rechenoperationen und lisst
sich mit n Speicherpldtzen umsetzen, wenn man nich mehr bendtigte Zwischenergebnisse
wieder iiberschreibt:

1. Setze p1 :=y1.
2. Wiederhole fiir i = 2,...,n:

a) Setze p; := y;.
b) Wiederhole fiir j =i —1,...,1:

i. Setze

(8.23)

3. Liefere p; als Ergebnis.

Kann man die Eingaben yi,...,y, tberschreiben, so wird kein zusétzlicher Speicher
bendtigt.

Die Rekursionsvorschrift in Schritt 2.2.1 des Algorithmus ist als stabil anzusehen. Aus-
16schungseffekte sind im Allgemeinen nicht zu erwarten.

Newton-Interpolation Ist das Interpolationspolynom explizit gesucht, z.B. um es an
vielen verschiedenen Stellen auswerten zu kénnen, kann man dhnlich zum Aitken-Neville-
Schema ebenfalls eine rekursive Vorschrift finden, die Schritt fiir Schritt Interpolations-
polynome der Ordnungen 0, 1,...,n—1 zu stets um einen Punkt erweiterten Punktmen-
gen liefert.

Merke!

Mit den Newton’schen Basispolynomen
No(z) =1 (8.24)

und
Ni(z):=(z—21) - (x — ) (8.25)
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8 Interpolation

firl = 1,...,n—1 kann das Interpolationspolynom p vom Grad n—1 zu den Punkten
(1,y1),- -, (Tn,yn) als Newton’sches Interpolationspolynom

px) = by Nii(z) (8.26)
=1

dargestellt werden. Dabei sind die Koeffizienten b; ; durch die rekursive Berechnungs-
vorschrift

b1k == Yk (8.27)

firk=1,...,n und

b —b_
by = I—1,k+1 — 011k (8.28)
Thtl—1 — Tk

fuirl=2,...,nund k=1,...,n— [+ 1 gegeben.

Alternativ kénnen die Newton’schen Interpolationspolynome pg, p1,...,pn_1 = p zu
den von (z1,y1) ausgehenden und stets um einen Punkt wachsenden Punktmengen
iiber die rekursive Vorschrift

po(w) =yo, pi—1(x) = pra(x) + b1 Ni—1(z) (8.29)

erhalten werden.

Herleitung der obigen Formeln: 650.

10
0.8 -
061 — Nyl

Ni(x)
0.4 4 Nalx)

— N3(x)

0.2
0.0 /

Xo X1 X2 X3

X
Die Berechnung der Koeffizienten by 1, . . ., b, 1 benotigt ca. n? Operationen, ist also deut-

lich schneller méglich als iiber das Losen eines Gleichungssystems. Der Algorithmus dafir
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8.2 Polynominterpolation

ist vollig analog zum Aitken-Neville-Schema.

Das Auswerten des des Newton’schen Interpolationspolynoms an einer Stelle x kann
dhnlich zum Horner-Schema in ca. n Operationen erfolgen, denn es gilt

p({B) = 51,1 + (.%' — $1) (b2,1 + -+ (1‘ - mn_Q) (bn—l,l + (l' — xn_l) bn,l) ce. ) (8.30)
Algorithmus zum Auswerten:

1. Setze P := by 1.
2. Wiederhole fir l=n—1,...,1:

a) Setze P:=1b;; + (x — ;) P.
Am Ende des Algorithmus gilt P = p(x).

Approximationsfehler

Nutzt man durch Interpolation erhaltene Polynome als einfach handhabbaren Ersatz
fiir kompliziertere Funktionen, so stellt sich die Frage nach dem Abstand ||f — plle
des Interpolationspolynoms p zur urspriinglichen Funktion f zwischen den Stiitzstellen.
Diese Frage ist eine andere als die nach der Kondition, da hier Fehler in den Eingaben
gar keine Rolle spielen.

Man kann folgendes Resultat zeigen (tun wir hier aber nicht):

Merke!

Sei [a, b] ein Intervall, welches die Stiitzstellen x1, ..., z, enthilt, und sei f : [a,b] —
R dort n-mal stetig differenzierbar. Dann gilt

1 n
1f =Dl < 5 [|Nnlloc 1 oo, (8.31)

wobei p das Interpolationspolynom zu den Punkten (z1, f(z1)), ..., (s, f(z,)) und
n
Np(z) = [[(z — ) (8.32)
k=1

das Newton’sche Basispolynom vom Grad n ist.

FEinige Bemerkungen zur Interpretation:

e Der Faktor % wird umso kleiner je mehr Stiitzstellen genutzt werden.

« Der Faktor || f(")]|, ist unabhingig von der Lage der Stiitzstellen und wird meistens
kleiner je groBer n ist. Nur Polynome erfiillen ||f(™)||o = 0 fiir alle hinreichend
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8 Interpolation

groBen n. Grob formuliert: Je schneller || f(™||s gegen Null geht fiir grofie n, desto
polynoméhnlicher ist die Funktion f.

o Der Faktor || N, |lcc héngt nicht von f ab und auch nicht vom Intervall [a, b] (Ver-
schiebung des Intervall dndert den Wert nicht), sondern nur von der Verteilung der
Stiitzstellen innerhalb des Intervalls. Fiir &quidistante Stiitzstellen wird dieser Fak-
tor grof sein, fiir die Tschebyscheff-Stiitzstellen hingegen klein (vgl. Betrachtungen
zur Kondition).

o Bei festem n wird || Ny, ||cc umso kleiner je kleiner das Intervall [a, b] ist.

Daraus lassen sich folgende Grundsétze fiir die Polynominterpolation ableiten:

e Nur auf kleinen Intervallen interpolieren. Falls nétig, mehrer Interpolationspoly-
nome “zusammenstiickeln” (siehe Splines unten).

o Falls kleine Intervalle nicht méglich, dann Stiitzstellen giinstig wahlen, z.B. Tschebyscheff-
Stiitzstellen.

Das folgende Beispiel zeigt, dass eine Erhohung der Stiitzstellenzahl nicht automatisch
den Approximationsfehler verbessert.

Beispiel

Wird die Funktion .

@) =1rp

auf dem Intervall [—5,5] an n dquidistanten Stiitzstellen durch ein Polynom p,_;
interpoliert, so kann man

(8.33)

im |[f = pn1flec = 00 (8.34)

zeigen (tun wir hier aber nicht).
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8.3 Splines
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8.3 Splines
Idee

Hatten festgestellt, dass der Approximationsfehler bei Interpolation auf kleinen Interval-
len geringer ist als auf groBen Intervallen. Auch fithrt ein hoher Polynomgrad (also viele
Stiitzstellen) nicht automatisch zu besserer Ergebnissen. Aus diesen Beobachtungen sind
die so genannten Splines (Englisch fiir Straklatte) als Ersatz fiir Interpolationspolynome
entstanden:

o Zu gegebenen Stiitzstellen x1, ..., x, finde fiir jedes Intervall [z, 2% 1] ein separa-
tes Interpolationspolynom vom Grad m (meist klein, z.B. m = 3).

e An den Intervallenden sollen die Ableitungen der benachbarten Polynome bis zur
Ordnung m — 1 tbereinstimmen, damit die Verbindungsstellen “glatt” sind.

e Bei 1 und z, kénnen in Summe m — 1 Ableitungen frei gewéhlt werden.
Aus diesem Ansatz ergeben sich

e 2(n — 1) Bedingungen fiir die intervallweise Interpolation,
o (m—1)(n—2) Bedingungen fiir die Ableitungen an den inneren Intervallgrenzen,

e m — 1 Bedingungen fiir die Ableitungen an den dufleren Intervallgrenzen,

also insgesamt (m + 1) (n — 1) Bedingungen. Die Anzahl der zu bestimmenden Koeffizi-
enten bei n — 1 Polynomen vom Grad m ist ebenfalls (m + 1) (n — 1). Alle Bedingungen
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8 Interpolation

liefern lineare Gleichungen, sodass die Spline-Koeffizienten als Losung eines linearen
Gleichungssystems berechnet werden kénnen.

Fiir Splines existiert analog zur Polynominterpolation eine vollstdandige, ausgereifte Theo-
rie und auch eine umfangreich Software-Unterstiitzung.

Beispiel

Wollen die Funktion .

o) =11
auf dem Intervall [—5, 5] durch einen kubischen Spline approximieren. Wéahlen die Stiitz-
stellen {—5,—2,0,2,5}, also 4 Teilintervalle. An den &dufleren Intervallgrenzen soll die

erste Ableitung des Splines der ersten Ableitung der Funktion gleichen.

(8.35)

Die vier Polynome s1, ss, S3, S4, die zusammen den Spline ergeben, sind in der Abbildung

dargestellt ( 680):

Kondition und Algorithmen

Die Kondition fiir das Berechnen der Spline-Koeffizienten ist sehr gut (ohne Beweis).

Fiir die Berechnung der Koeffizienten muss analog zu den Interpolationspolynomen kein
Gleichungssystem gelost werden. Stattdessen kann man spezielle Basis-Splines einfiih-
ren, die dann das effiziente und stabile Aufstellen des gesuchten Splines ermoglichen
(vgl. auch Langrange’sche und Newton’sche Basispolynome). Mit dieser speziellen Basis
dargestellte Splines heiflen auch B-Splines (kurz fiir Basis-Splines).
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8.3 Splines

Kurven und Flachen

Kurven in der Ebene oder im Raum sind Funktionen, die ein Intervall [a, b] nach R? oder
R3 abbilden. Ist jede Koordinatenfunktion ein Spline, so erhilt man leicht zu handha-
bende Kurven fiir die grafische Modellierung. Die Koeffizienten bzgl. der B-Spline-Basis
kénnen in Grafiksoftware tiblicherweise iiber sogenannte Kontrollpunkte verdndert wer-
den.

Ein alternative Basis zur B-Spline-Basis sind die Bernstein-Polynome, die dann soge-
nannte Bézier-Kurven liefern. Diese konnen ebenfalls {iber Kontrollpunkte leicht und
intuitiv angepasst werden.

NURBS (Non-Uniform Rational B-Splines) sind eine Verallgemeinerung der Splines,
welche auch Quotienten von Polynomen zulassen. Neben Kurven kénnen NURBS auch
nahezu beliebige Fliachen beschreiben, sodass sie heute das Standardwerkzeug fiir die
Freiformmodellierung sind.
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9 Numerische Integration

9 Numerische Integration

Ziel der numerischen Integration (auch: numerische Quadratur) ist das Berechnen von
bestimmten Integralen

b
/ f(z)dx (9.1)

fiir gegebene Funktionen f : [a, b] — R. Dabei soll nicht die Stammfunktion von f genutzt
werden, sondern nur die Funktionswerte an endlichen vielen Stellen z1,...,z, € [a,b].

9.1 Idee

Verschiedene Ansétze fithren zum Ziel. Die wichtigste Gruppe von numerischen Inte-
grationsverfahren sind die sogenannten interpolatorischen Verfahren. Hier wird die
Funktion f an zweckméfBig (siche unten) gewéhlten Stiitzstellen interpoliert, um dann
das Integral der Interpolante zu berechnen. Sofern der Interpolationsfehler klein genug
ist, wird der so berechnete Wert in der Nahe des tatsdchlichen Wertes des Integrals
liegen.

Neben einfacher Polynominterpolation kommen vorallem stiickweise Polynome und Spli-
nes zum Einsatz. Integrale von Polynomen lassen sich mit den Computer exakt berech-
nen. Neben der Frage der Kondition ist hier, analog zu den Losungsverfahren fiir nicht-
lineare Gleichungen, insbesondere die Frage der Konvergenz zu kldren, da auch beim
exakten Rechnen ohne Rundungsfehler nur eine Naherungslosung zu erwarten ist.

Numerische Integrationsverfahren konnen auch danach beurteilt werden, fiir welche Funk-
tionsklassen sie exakte Losungen liefern. Meist sind diese Polynome bis zu einem gewissen
Grad.

9.2 Kondition

Merke!
Sind f und f exakte und fehlerbehaftete Eingaben mit Ausgaben

= /abf(x)d:v mnd o= /abf(x)d:c, 9.2)

so gilt ~
I-z If = fllss
7= 5:3)
mit
(b—a) | fllo
(f)="7—""—"7 (9.4)
f;f(a:) dx’

(DviDf 910).
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9.3 Konvergenz

Die Kondition ist somit gut, aufler fiir Funktion f mit fab f(z)dz ~ 0. In diesem Fall
fiihren auch kleine absolute Ausgabefehler zu grofien relativen Fehlern aufgrund von
Ausloschungseffekten.

9.3 Konvergenz

Bezeichnen wir mit [, den auf der Grundlage von Funktionsauswertungen an n Stiitzstel-
len xq, ..., x, erhaltenen Naherungswert fiir das exkate Integral I, so sollte ein Verfahren
fiir die numerische Integration die Bedingung

lim |1 —I,| =0 (9.5)

n—oo
erfillen. Man sagt dann: Das verfahren konvergiert.

Im Gegensatz zu Losungsverfahren fiir nichtlineare Gleichungen spielt der Begriff der
Konvergenzordnung bei der numerischen Integration nur eine untergeordnete Rolle.

9.4 Exaktheit

Merke!

Ein numerisches Integrationsverfahren heifit exakt vom Grad m, wenn es Polyno-
me bis zum Grad m exakt integriert.

Werden n Stiitzstellen verwendet, so ist klar, dass man stets ein Verfahren findet, welches
exakt vom Grad n — 1 ist (ersetze f durch das entsprechende Interpolationspolynom).
Weiter unten werden wir sehen, dass auch Verfahren mit Exaktheitsgrad 2n — 1 mdoglich
sind.

9.5 Allgemeiner Ansatz

Merke!

Wir beschranken uns auf Integrationsverfahren der Form

I = wy f(xx) (9.6)
k=1
mit Stiitzstellen z1,...,2, € [a,b] und Gewichten wy,...,w, € [0,00). Je nach

Wahl der Stiitzstellen und der Gewichte entstehen unterschiedlich Verfahren.

Da sinnvollerweise I,, > 0 fiir alle nichtnegativen Funktionen f gelten soll, ist klar, dass
nur positive Gewichte wy in Frage kommen.
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9 Numerische Integration

Soll das Verfahren wenigstens exakt vom Grad 0 sein (also konstante Funktionen exakt
integrieren), so muss

Z wp,=b—a (9.7)
k=1
gelten ( 920).

9.6 Newton-Cotes-Formeln
Idee

Wiéhlt man die Stitzstellen dquidistant, also

k-1

Tk ::a—i-(b—a)n_l,

k=1,...,n, (9.8)

und ersetzt die zu integrierende Funktion f durch das entsprechende Interpolationspoly-
nom vom Grad n — 1, so erhélt man die so genannten Newton-Cotes-Quadraturformeln.
Sind Ly—11,...,Ln—1, die Langrange’schen Basispolynome, so folgt

b
wk—/ L, i(x)de (9.9)

(Dv1D 930).

Newton-Cotes-Formeln liefern Verfahren mit Exaktheitsgrad n — 1. Man kann sogar
Exaktheitsgrad n zeigen bei ungeradem n (tun wir hier nicht), wenn man Symmetrieei-
genschaften der Lagrange-Basispolynome ausnutzt. Allerdings ist auch bekannt, dass ab
n = 9 negative Gewichte auftreten. Somit ist der sinnvolle Einsatz nur bei sehr geringer
Stiitzstellenanzahl moglich.

Ein Ausweg sind sogenannte summierte Formeln: Fiir je m benachbarte Stiitzstellen
wende die Newton-Cotes-Formel an und addiere alle so erhaltenen Teilresultate. Ist n =
sm, so wird die Newton-Cotes-Formel also s-mal angewendet. Dieses Verfahren ist dann
exakt vom Grad m — 1.

Approximationsfehler

Ausgehend von der Abschitzung des Approximationsfehlers bei der Polynominterpola-
tion kann man folgendes Resultat zeigen:

Merke!

Sei f : [a,b] — R eine n-mal stetig differenzierbare Funktion mit n = sm. Ist p
das stiickweise Interpolationspolynom fiir f vom Grad m — 1 zu den aquidistanten
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9.6 Newton-Cotes-Formeln

Stiitzstellen x1,...,z, und ist h der Abstand der Stiitzstellen, so gilt

|b—a

I -1, <
m!

W™ oo (9.10)

(IDv1D] 940).

Je mehr Stiitzstellen genutzt werden, desto kleiner ist h und desto kleiner wird der
Approximationsfehler werden. Je grofler m, desto schneller sinkt der Fehler bei Erhéhung
der Stiitzstellenanzahl.

Beispiele

Rechteckregel Fiir m = 1 (Interpolationspolynome vom Grad 0) wird pro Interpola-
tionspolynom nur eine Stiitzstelle benotigt, sodass nicht klar ist, auf welchem Intervall
die einzelnen Interpolationspolynome zum Einsatz kommen. Zwei Varianten sind iiblich

1 .
. [xlaxl—’_%]? [$k_%7xk+%]7 [xn_ 571.71]7 k:27"'7n_17
o [zp,xpa], k=1,...,n—1

Bei der ersten Variante ist die Quadraturformel etwas komplizierter:

n—1

L= (1f<x1>+2f<xk>+§f<xn>). (911)

T n—11\2

Bei der zweiten Variante ist die Formel einfacher, aber die letzte Stiitzstelle (Interval-
lende) hat keinerlei Einfluss:

n—1
Lo=— 3 f). (9.12)
k=1

n—1

Verdoppelt man die Stiitzstellenanzahl, so wird sich der Approximationsfehler etwa hal-
bieren.

Trapezregel Fiir m = 2 werden pro Interpolationspolynom zwei Stiitzstellen bend-
tigt. Jedes Interpolationspolynom deckt also den Bereich zwischen zwei benachbarten
Stiitzstellen ab. Statt der Funktion f wird somit das Integral einer stiickweise linearen
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9 Numerische Integration

Approximation berechnet.

L= LR (flag) + f(ae)

k=1 2
3 . (9.13)
:5 (21 +hfok+ fxn).

Bei Verdoppelung der Stiitzstellenanzahl wird der Approximationsfehler etwa auf ein
Viertel reduziert.

Simpson-Regel Fiir m = 3 werden pro Interpolationspolynom drei Stiitzstellen beno-
tigt. Jedes Interpolationspolynom deckt also den Bereich zwischen drei benachbarten
Stiitzstellen ab. Statt der Funktion f wird somit das Integral einer stiickweise qua-
dratischen Approximation berechnet. Achtung: Die Anzahl der Stiitzstellen muss hier
ungerade sein.

n—3 n—1

4h
f(xars1) + 3

N‘
N‘

2h

To= 2 ) + 5 flan) + 2 flan)  (91)

3

e
Il
—
e
I
—

9.7 Gauss-Quadratur

Wiéhlt man die Stiitzstellen fiir die Polynominterpolation nicht dquidistant, kann man
unter Umsténden numerische Integrationsverfahren finden, deren Exaktheitsgrad bei n
Stiitzstellen grofler als n — 1 ist. Der maximal mogliche Exaktheitsgrad liegt bei 2n — 1
(DviDf 970).

Man kann zeigen (zun wir hier nicht), dass der maximale Exaktheitsgrad erreicht wird,
wenn die Stiitzstellen gerade die Nullstellen des Legendre-Polynoms vom Grad n sind und
die Gewichte wie bei den Newton-Cotes-Formeln als Integrale der Lagrange-Basispolynome
gewdhlt werden. Das so konstruierte, aus Sicht des Exaktheitsgrades optimale nume-
rische Integrationsverfahren wird als Gauf3-Quadratur bezeichnet (manchmal auch
GauB-Legendre-Quadratur).

Auch kann man zeigen, dass die Gewichte auch bei groflerem n im Gegensatz zu den
Newton-Cotes-Formeln stets positiv sind, sodass die Gauss-Quadratur weniger anfillig
fiir Ausloschungseffekte ist als Newton-Cotes-Formeln.

Beispiel

Bei n = 2 Stitzstellen liefert die Quadraturformel

I = f(=V1/3) + f(V/1/3) (9.15)

94


https://de.wikipedia.org/wiki/Legendre-Polynom

9.8 Monte-Carlo-Verfahren

exakte Ergebnisse fiir Polynome bis Grad 3 auf dem Intervall [—1,1]. Die Newton-
Cotes-Formel mit Exaktheitsgrad 3 (Simpson-Regel) benotigt hingegen drei Stiitz-
stellen bei -1, 0, 1.

Beachte: Die GauB-Quadraturformeln werden meist nur fiir das Intervall [—1, 1] angege-
ben. Soll iiber ein anderes Intervall [a, b] integriert werden, so sind als Stiitzstellen und
Gewichte

b;a~ +a+b und Wk:b;a

Tk
zu verwenden, wobei Zj und @y, die Stiitzstellen und Gewichte fiir das Intervall [—1, 1]
sind.

T = Wy, (9.16)

9.8 Monte-Carlo-Verfahren

Das Integral
b
I:/ f(z)dz (9.17)

kann als Erwartungswert einer Zufallsgrofle interpretiert werden. Sei dazu X eine auf

[a, b] gleichverteilte Zufallsgrofe und sei Y := f(X) die durch Anwenden von f daraus
entstehende transformierte Zufallsgrofie. Mit der Dichtefunktion px (z) = ﬁ zu X gilt

b
EY:/ f(z) px(z)dz. (9.18)

Somit .
I=(b-a) / f(z)px(z)de = (b—a)EX. (9.19)

Den Erwartungswert EX der Zufallsgrofle X kann man iiber den Mittelwert aus n Rea-
lisierungen x1, ..., x, anndhern. Setzen wir

L= (b—a) % S fon) (9.20)
k=1

so gilt nach dem Gesetz der grofien Zahlen in gewissem Sinne also lim I, = 1.
n—oo

Die Konvergenzgeschwindigkeit ist jedoch relativ gering. Der Fehler |I — I,,| verhélt sich
wie % fiir groBe n (siche Konvergenzgeschwindigkeit im Gesetz der grofien Zahlen. Das
Gesetz vom iterierten Logarithmus (Josef Steinebach, Uni Ko6ln) und Gesetz des iterier-
ten Logarithmus fiir Details). Die Trapezregel liefert hingegen beispielsweise einen Fehler
in der Gréflenordnung # Aber: M6chte man mehrdimensionale Integrale berechnen, so
bleibt beim Monte-Carlo-Verfahren der Fehler in der Gréflenordnung ﬁ, wahrend er

bei der Trapezregel auf n=a steigt (d ist die Dimension des Integrationsbereichs).
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9 Numerische Integration

Neben der niedrigen Konvergenzgeschwindigkeit fiir eindimensionale Integrale ist ein
weiter Nachteil des Monte-Carlo-Verfahrens, dass bei jeder Auswertung des Integrals ein
etwas anderer Wert ermittelt wird.
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10 Praktikum 1

10.1 JupyterLab

Aufgabe 1.1

Starten Sie JupyterLite, indem Sie auf den Link klicken, und machen Sie sich mit der
Umgebung vertraut.

Aufgabe 1.2

Starten Sie ein JupyterLab auf mybinder.org, indem Sie auf den Link klicken, und ma-
chen Sie sich mit der Umgebung vertraut.

Aufgabe 1.3 (optional)

Installieren Sie JupyterLab lokal auf Threm Computer. Hinweise dazu finden Sie auch

im Kapitel Install Jupyter Locally aus Data Science and Artificial Intelligence for Un-
dergraduates.

Nebenbemerkung

Das E-Book Data Science and Artificial Intelligence for Undergraduates wurde fiir
Studienanfinger im Fach Data-Science geschrieben, welche iiber keinerlei Program-
mierkenntnisse verfiigen. Deshalb sind einige Erklarungen etwas ausfiihrlicher gehal-
ten als fiir unsere Zwecke nétig. Im Folgenden wird diese Quelle mit DS AT abgekiirzt.

10.2 Python
Aufgabe 1.4

Machen Sie sich mit den Grundlagen von Python vertraut, z.B. indem Sie das Kapitel
Crash Course aus DSAT iiberfliegen.

Aufgabe 1.5

Machen Sie sich mit den Grundlagen von NumPy vertraut, z.B. indem Sie das Kapitel
Efficient Computations with NumPy aus DSAT {iberfliegen.
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10 Praktikum 1

Aufgabe 1.6

Machen Sie sich mit den Grundlagen von Matplotlib vertraut, z.B. indem Sie das Kapitel
Matplotlib Basics aus DSAIT iiberfliegen.

10.3 Let’s code!
Aufgabe 1.7
Zeichnen Sie mit matplotlib.pyplot.plot einen Kreis und positionieren Sie 12 Punkte

gleichméfig auf diesem wie bei einer Uhr. Losen Sie diese Aufgabe einmal ohne NumPy
(nur math-Paket) und einmal mit NumPy.

# Losung ohne NumPy

# Lésung mit NumPy

Aufgabe 1.8 (optional)

Nutzen Sie die [Python-Magic %%timeit (ohne Argumente) um die Laufzeit beider Va-
rianten zu vergleichen. Verzichten Sie dabei auf das Plotten des Kreises, berechnen Sie
jeweils nur die notwendigen Koordinaten.

%%timeit

# Berechnungen ohne NumPy

%htimeit

# Berechnungen mit NumPy
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11 Praktikum 2

11.1 Gleitkommazahlen

Bezeichnen im Folgenden mit “float8” binédre Gleitkommazahlen mit Mantissenlénge 5
Bit (einschlieflich Hidden-Bit) und Exponentenlinge 3 Bit. Das erste Bit codiert das
Vorzeichen, dann folgt der Exponent, dann die Mantisse.

Aufgabe 2.1 (KTA)

Welcher Dezimalzahl entsprechen die folgenden binédr dargestellten float8-Zahlen?

« (a) 00110000
« (b) 00111000
« (d) 00010000

Aufgabe 2.2 ()

Finden Sie die Dezimaldarstellung fiir folgende normalisierte float8-Zahlen:
o (a) die kleinste positive,

o (b) die grofite positive.

Aufgabe 2.3 ()

Welche float8-Zahl entspricht am besten den folgenden Dezimalzahlen (im Sinne der
nach IEEE 754 iiblichen Rundungsregel)?

o (a)2

« (b) 2.0625
e (c) 2.1

o (d) 2.1875

11.2 Patriot-Beispiel

Aufgabe 2.4 (KTA)

Erklaren Sie die Unterschiede in den sechs Ausgaben des folgenden Codes (vgl. Patriot-
Beispiel).

’import numpy as np
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11 Praktikum 2

from sympy import N

def print_float(x):
print (f'{x:.40f}")

3600000
0.1

a
b

print_float( mnp.floatl6(a)
print_float( np.float64(a)
print_float( np.float32(a)
print_float( np.float64(a)
print_float( np.float64(a)
print (N(f'{a:.70f} * {b:.70f

np.float16(b)
np.float64(np.floatl6(b))
np.float32(b)
np.float64(np.float32(b))
np.float64(b)

Y, 70))

N

Aol R

inf

359912.1093750000000000000000000000000000000000
360000.0000000000000000000000000000000000000000
360000.0053644180297851562500000000000000000000
360000.0000000000000000000000000000000000000000
360000.0000000000199840144432528177276253700256347656250000000000000000

/tmp/ipykernel_90757/3638290620.py:10: RuntimeWarning: overflow
— encountered in cast
print_float( np.floatl6(a) * np.float16(b) )

11.3 Daten einlesen

Die folgenden Aufgaben dienen der Vorbereitung spéterer Praktikumsaufgaben (Code
aufheben!).

Aufgabe 2.4

Die Textdatei test.txt enthélt pro Zeile eine Gleitkommazahl. Lesen Sie diese Zahlen in
eine Python-Liste ein und geben Sie Minimum und Maximum aus.

# Ihre Lésung

Aufgabe 2.5

Schreiben Sie eine rekursive Funktion, die das Minimum in der List der vorhergehenden
Aufgabe findet, indem Sie die Liste halbiert, dann das Minimum in jeder Hélfte bestimmt
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/test-5474ba6ac38500040c649784adcf8258.txt

11.3 Daten einlesen

(rekursiver Aufruf!) und dann das Minimum der beiden Minima der Hélften bestimmt.
Testen Sie diese Funktion mit der Liste der Voraufgabe und auch mit anderen Listen
(Randfélle!). Auch Listen mit ungerader Elementanzahl sollen geeignet verarbeitet wer-

den.

# Ihre Lésung
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12 Praktikum 3

12 Praktikum 3

12.1 Warm-Up

Aufgabe 3.1 ()

Wir rechnen mit dezimalen Gleitkommazahlen m 10¢, wobei m hochstens 3 Stellen hat
und e > 0 gelten soll. Gerundet wird stets mathematisch. Berechnen Sie die folgenden
Ausdriicke indem Sie vor und nach jeder Rechenoperation runden. Vergleichen Sie mit
dem exakten Ergebnis und begriinden Sie den Unterschied.

(a) 100.5 — 0.4

(b) 210.51 — 209.49

(c) (1000 +4) +4) + 4
(d) 1000 4 ((4 4 4) 4 4)

Aufgabe 3.2 ()

Bestimmen Sie die Konditionszahl fiir das sequentielle Addieren von n Summanden. In
welchen Situationen ist die Kondition gut?

12.2 Stabilitat bei langen Summen

Aufgabe 3.3

Implementieren Sie das sequentielle Summieren aller Zahlen in einer Liste sowie das
paarweise rekursive Summieren jeweils als Funktion. Verwenden Sie nur den +-Operator,
nicht die sum-Funktion von Python und auch keine anderen Summationsfunktionen.
Auch Listen mit ungerader Elementanzahl sollen verarbeitet werden koénnen.

# Ihre Lésung

Aufgabe 3.4

Erzeugen Sie mit dem folgenden Code eine Liste von Zufallszahlen. Diese wird in ver-
schiedenen Varianten erstellt:

e unsortierte Liste numbers,
o aufsteigend sortierte Liste numbers_sorted,

o nach betrag aufsteigende sortierte Liste numbers_abs_sorted,
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12.2 Stabilitét bei langen Summen

o geteilt in zwei aufsteigend sortierte Listen neg und pos, die nur negative bzw. nur
positive Werte enthalten,

o geteilt in zwei nach betrag aufsteigend sortierte Listen neg_inv und pos, die nur
negative bzw. nur positive Werte enthalten.

import numpy as np

# make list of random numbers
rng = np.random.default_rng(42) # random number generator
numbers = [float(x) for x in rng.uniform( -1, 1, 2 *x 20)]

# sort and sort by absolute value
numbers_sorted = sorted(numbers)
numbers_abs_sorted = sorted(numbers, key=abs)

# split by sign
if numbers_sorted[0] > O:
split_at = O

else:
for i, x in enumerate(numbers_sorted):
if x > 0O:
split_at = 1
break
neg = numbers_sorted[:split_at]
pos = numbers_sorted[split_at:]

# sort megative numbers by absolute value
neg_inv = negl:: -1]

Berechnen Sie fiir diese Listen bzw. Listenpaare die Summe aller Zahlen einmal sequen-
tiell und einmal rekursiv. Geben Sie alle Ergebnisse so aus, dass Sie die Werte gut visuell
vergleichen konnen. Geben Sie mindestens 17 Dezimalziffern aus.

# Ihre Lésung

Aufgabe 3.5 ()

Welchen Wert halten Sie fiir den genauesten? Begriinden Sie Ihre Wahl indem Sie ins-
besondere Erklarungen fiir die auftretenden Abweichungen bei folgenden Lésungspaaren
angeben:

1. sequentiell, unsortiert vs. rekursiv, unsortiert

2. sequentiell, unsortiert vs. sequentiell, sortiert,
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12 Praktikum 3

rekursiv, unsortiert vs. rekursiv,

rekursiv, unsortiert vs. rekursiv,

© 0 NS ot W

trennt und betragssortiert.

Aufgabe 3.6

sortiert,

sequentiell, unsortiert vs. sequentiell, betragssortiert,

betragssortiert,

sequentiell, sortiert vs. sequentiell, negativ/positiv getrennt und sortiert,

rekursiv, sortiert vs. rekursiv, negativ/positiv getrennt und betragssortiert,

sequentiell, sortiert vs. sequentiell, negativ/positiv getrennt und betragssortiert,

rekursiv, negativ/positiv getrennt und sortiert vs. rekursiv, negativ/positiv ge-

Vergleich Sie den vertrauenswiirdigsten Wert aus der vorhergehenden Aufgabe mit dem
Wert, welchen sum(numbers) liefert. Gibt es einen Unterschied? Wenn ja: Wie grof} ist
dieser im Vergleich zum Fehler in den einzelnen Summanden (welche durch Runden von
reellen Zahlen auf 64-Bit-Gleitkommazahlen entstanden sind)?

12.3 Approximation von 7

Aufgabe 3.7 ()

Mit jeder der beiden rekursiv definierten Zahlenfolgen

1
ag ‘= —=, Q41 ¢
3

und
1
= —, bl .
V3 1

kann 7 aufgrund
m =6 lim 2"q;
71— 00
beliebig genau approximiert werden.

Uberzeugen Sie sich zunéchst, dass a;

Aufgabe 3.8 (KTA))

\/a?—l—l—l
firi=1,2

a;

b

=" firi=12,...

b2 +1+1

bzw. 7 =6 lim 2'b;
1—>00

= b; fir alle 7 gilt.

P

(12.1)

(12.2)

(12.3)

Untersuchen Sie die Kondition fiir die Berechnung von a;41 aus a;. Ist fiir die Kondition

bei der alternativen Berechnung ein anderes Ergebnis zu erwarten?
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12.3 Approximation von ©

Aufgabe 3.9 ()

Untersuchen Sie die Stabilitdt beim Berechnen von a;y1 und b; 11 aus a; bzw. b; mit dem
jeweils direkt aus der Formel ableitbaren Algorithmus.

Aufgabe 3.10

Implementieren Sie beide Algorithmen aus der vorhergehenden Aufgabe. Vergleichen Sie
die erzielten Approximationen fiir 7 mit dem genauen Wert

m = 3.14159265358979323846264338 . . .. (12.4)

Passen diese Ergebnisse zu den Stabilitdtsaussagen aus der vorhergehenden Aufgabe?
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13 Praktikum 4

13.1 Kovergenz des Newton-Verfahrens

Aufgabe 4.1 ()

Fihren Sie zwel Schritte des Newton-Verfahrens fiir die Funktion
flz)=a3 -2z +2 (13.1)

mit dem Startwert zg = 1 manuell aus. Ist bei Fortfithrung der Iteration mit Konvergenz
zu rechnen?

Aufgabe 4.2 ()

Fihren Sie zwei Schritte des Newton-Verfahrens fiir die Funktion

()

T

= — 13.2
x2 42 ( )

mit dem Startwert zg = 2 manuell aus. Ist bei Fortfithrung der Iteration mit Konvergenz
zu rechnen? Was passiert bei zg ~ /27

Aufgabe 4.3 ()
Fihren Sie einen Schritte des Newton-Verfahrens fiir die Funktion
fz)=v25—22-1 (13.3)

mit dem Startwert zg = 3 manuell aus. Sind weitere Schritte mdglich?

13.2 Nichtlineare Gleichungen mit SciPy
Aufgabe 4.4

Losen Sie die Gleichung
T +sinx =—1 (13.4)

mittels scipy.optimize.bisect und scipy.optimize.newton. Welche Ursachen kon-
nen zu Abweichungen zwischen den beiden Lésungen fithren?

# Ihre Lésung
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https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/generated/scipy.optimize.bisect.html
https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/generated/scipy.optimize.newton.html

13.2 Nichtlineare Gleichungen mit SciPy

Aufgabe 4.5

Implementieren Sie das Bisektionsverfahren selbst und l6sen Sie damit die Gleichung
aus der vorhergehenden Aufgabe. Vergleichen Sie die Iterationsanzahlen bei Ihrer Imple-
mentierung mit der Anzahl der SciPy-Implementierungen von Bisektion und Newton-
Verfahren.

# Ihre Lésung

Aufgabe 4.6

Losen Sie das Gleichungssystem
-3z’ =1
?y—y>=0

mittels scipy.optimize.root (method='broydenl'). Wihlen Sie mehrere verschiedene
Startpunkte.

Zusatz: Finden Sie heraus, was diese Funktion tut.

# Ihre Lésung
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14 Praktikum 5

14.1 Kondition einer Matrix
Aufgabe 5.1

Berechnen Sie die Normen |[A]|1, [|A|l2 und ||A]|s sowie die Konditionszahlen i(A),
k2(A) und Koo(A) mit numpy.linalg.norm bzw. numpy.linalg.cond fiir die Matrizen

A= [O 1] , (14.1)

1 1
099 1
A= [ ! 1] (14.2)
und
1 099 0
A=11 0.01 2f. (14.3)
05 0 1

Ist die Konditionszahl immer grof}, wenn die Matrixspalten fast linear abhéngig sind?

# Ihre Lésung

Aufgabe 5.2

Berechnen Sie die Konditionszahl der Hilbert-Matrix fiir n = 1,. .., 30 mit numpy.linalg
und stellen Sie die Abhéngigkeit von n grafisch dar (matplotlib.pyplot.semilogy
konnte niitzlich sein).

Stellen Sie zum Vergleich auch die Punkte (n,e3*(~1Y) dar. Warum wachsen die be-

rechneten Konditionszahlen nicht weiter? Finden Sie dazu heraus, wie NumPy die Kon-
ditionszahl berechnet (Doku!). Tipps:

« Die Singulirwerte von A sind gerade die Wurzeln der Eigenwerte von AT A.

e Der grofite Singuldrwert der Hilbert-Matrizen bleibt bei n — oo beschrankt unter
4.

e Irgendwann sollten Sie bei der Dokumentation von LAPACK ankommen.

# Ihre Lésung

Aufgabe 5.3 ()

Die Konditionzahl der Matrix A sei k2(A) = 20. Wie grof darf der relative Fehler in
b beim exakten Loésen von Ax = b sein, damit der relative Losungsfehler héchstens 1
Prozent betragt?
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https://numpy.org/doc/stable/reference/generated/numpy.linalg.norm.html
https://numpy.org/doc/stable/reference/generated/numpy.linalg.cond.html
https://numpy.org/doc/stable/reference/generated/numpy.linalg.cond.html
https://matplotlib.org/stable/api/_as_gen/matplotlib.axes.Axes.semilogy.html
https://www.netlib.org/lapack/lug/node97.html

14.2 Lineare Gleichungssysteme

Ist diese Fehlerschranke erfiillt, wenn statt der exakten rechten Seite b = [1,2, 17T die
fehlerbehaftete rechte Seite b = [1.001,1.999, 1]T verwendet wird?

14.2 Lineare Gleichungssysteme
Aufgabe 5.4

Losen Sie das Gleichungssystem

90z 4+ 2023 =2
2x1+x0+23=0 (14.4)
1+ 2x9+323=1
mit numpy.linalg.solve.

Welches Losungsverfahren kommt hier zum Einsatz?

# Ihre Lésung

Aufgabe 5.5

Fiihren Sie fiir das Gleichungssystem in der vorhergehenden Aufgabe eine Aquilibrierung
(Vorkonditionierung) durch. Losen Sie das System dann nochmals und vergleichen Sie
die Losung mit der zuvor erhaltenen.

Vergleichen Sie auch die Konditionszahlen vor und nach der Aquilibrierung.

Schlielen Sie aus Ihren Beobachtungen auf ein Antwort auf die Frage, ob numpy.linalg.solve
stets eine Aquilibrierung durchfiihrt. Deckt sich Thre Antwort mit der Dokumentation
von NumPy?

# Ihre Lésung
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15 Praktikum 6

15.1 Methode der kleinsten Quadrate

Aufgabe 6.1 (KTA))

Die drei Punkte (1,1), (2,3), (3, 8) sollen bestmoglich (im Sinne der Methode der kleins-
ten Quadrate) durch eine Parabel mit Scheitelpunkt im Koordinatenursprung angené-
hert werden. Stellen Sie zunéchst die Zielfunktion fiir das Minimierungsproblem auf.
Berechnen Sie anschlielend die Losung und geben Sie die gefundene Funktion an.

Aufgabe 6.2

Die Daten aus Hohenmessungen entlang einer Strecke liegen als Textdateien positions.txt
(jede Zahl beschreibt die Enfernung von einem Startpunkt entlang einer vorgegebenen
Strecke in Meter) und altitudes.txt (jede Zahl beschreibt die Héhe zur entsprechenden
Positionsangabe) vor. Die Daten wurden aus mehreren GPS-Tracks gewonnen.

Der Hoéhenverlauf soll als stiickweise lineare Funktion, also als Summe
m
x Zal hi(x) (15.1)
1=1

von Hiitchenfunktionen h; auf einem dquidistanten Gitter dargestellt werden.

Vervollstandigen Sie dazu den folgenden Quellcode, fiigen Sie also Code zum Einlesen der
Daten ein (vgl. Praktikum 2) und implementieren Sie das Kleinste-Quadrate-Verfahren
unter Nutzung von numpy.linalg.lstsq.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

def piecewise_linear(grid, coeffs, x):
# grid und coeffs beschreiben eine stiuckweise lineare Funktion
< (zwei NumPy -Arrays gleich Ldnge).
# x i1st ein NumPy -Array, das die Stellen enthdlt, an denen die
— Funktion ausgewertet werden soll.
return np.interp(x, grid, coeffs, left=0, right=0)

def hat(grid, 1, x):
# grid muss NumPy —-Array mit dquidistanten Stutzstellen enthalten
< (z.B. np.linspace(a, b, m)).
# 1 ist die Position des Hitchens im Gitter (also Werte von O bis m
o -1)
# x i1st ein NumPy -Array, das die Stellen enthdlt, an denen die

— Hiutchenfunktion ausgewertet werden soll.
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/positions-152a9c53b01a667840c3f74d4c11af4c.txt
/altitudes-02efb0efd02d835ad646d87b0ead591f.txt
https://numpy.org/doc/stable/reference/generated/numpy.linalg.lstsq.html

15.2 Polynominterpolation

h = np.zeros(len(grid))
h[1] =1
return piecewise_linear(grid, h, x)

def load_data():
# TODO: Werte aus positions.tzt und altitudes.tzt einlesen und als
— zwel NumPy -Arrays zurickgeben.

def least_squares_pwl(grid, x, y):
# grid ist Gitter der Hiutchenfunktionen (NumPy -Array).
# = und y sind die Datenpunkte (zweti NumPy -Arrays gleicher Ldnge).
# TODO: Koeffizienten der bestméglichen stickweise linearen
— Funktion zurickgeben.

# Daten einlesen
positions, altitudes = load_data()

# Gitter fur die Hutchenfunktionen (ein Hitchen pro Gitterpunkt)
grid = np.linspace(positions.min(), positions.max(), 20)

# Kleinste -Quadrate -Losung
coeffs = least_squares_pwl(grid, positions, altitudes)

# Plot

fig, ax = plt.subplots()

ax.plot(positions, altitudes, 'o', markersize=3)

ax.plot(grid, piecewise_linear(grid, coeffs, grid), ' -', linewidth=2)
ax.set_xlabel('Position')

ax.set_ylabel('Hohe')

plt.show()

15.2 Polynominterpolation
Aufgabe 6.3

Finden Sie mit scipy.interpolate.lagrange ein Interpolationspolynom 4-ten Grades
fiir die Funktion f(z) = sin3z auf dem Intervall [0, 1]. Losen Sie diese Aufgabe sowohl
mit dquidistanten Stiitzstellen als auch mit den Tschebyscheff-Stiitzstellen.

# Ihre Lésung
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15 Praktikum 6

Aufgabe 6.4 ()

Geben Sie das Interpolationspolynom zu den Punkte (0,0), (1,1), (2,32), (3,243) in
Langrange-Form und in Newton-Form an.

Aufgabe 6.5 ()

Das in der vorhergehenden Aufgabe gefundene Polynom kann als Approximation der
Funktion f(x) = 2° auf dem Intervall [0, 3] durch Interpolation mit dquidistanten Stiitz-
stellen angesehen werden.

Welche Schranke fiir den Approximationsfehler liefert die Abschatzung

1

1 = plloo = 7 [ Nullos [FARPS (15.2)

hier (N, ist das Newton’sche Basispolynom der Ordnung n)?
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16 Praktikum 7

16.1 Splines

Aufgabe 7.1 (KTA)

Die durch f(x) = sin(m ) soll durch einen quadratischen Spline zu den Stiitzstellen 0,
1, 2 approximiert werden. Geben Sie die Formel(n) fiir diesen Spline allgemein an und
stellen Sie die Systemmatrix sowie die rechte Seite des Gleichungssystems zur Berechnung
der darin auftretenden Koeffizienten auf. Wéhlen dabei geeignete Bedingungen an den
Enden des Intervalls [0, 2].

16.2 Numerische Integration

Aufgabe 7.2 ()

Berechnen Sie .
/ sin(m ) dx (16.1)
0

nidherungsweise mit der (nicht summierten) Simpson-Regel. Wie grof3 ist die Abweichung
zum exakten Wert? Welche Fehlerschranke liefert die Abschétzung

b —al
m!

- L) < P2 50 o (16.2)

wobei, h der Abstand der Stiitzstellen und m = 3 ist?

Aufgabe 7.3

Implementieren Sie die numerische Integration mittels summierter Trapezregel. Berech-
nen Sie damit das Integral aus der vorhergehenden Aufgabe fiir verschiedene Stiitzstel-
lenanzahlen und vergleichen Sie die Ergebnisse mit denen, die numpy . trapezoid liefert.

Berechnen Sie auch das Integral iiber dem Intervall [0, 2]. Erkldren Sie eventuelle Unter-
schiede zwischen Thren Ergebnissen und den von NumPy.

# Ihre Lésung

Aufgabe 7.4
Berechnen Sie das Integral

2™ e” dx (16.3)

o —
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16 Praktikum 7

numerisch mittels Trapezregel fiir sm = 1,...,20. Vergleichen Sie die erhaltenen Werte
mit denen im Section @

# Ihre Lésung
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17 Download

Zum Offline-Lesen steht das Vorlesungsskript als PDF-Datei zur Verfiigung. Aus nahelie-
genden Griinden sind Animationen dort nicht enthalten. Generall ist die Konvertierung
nach PDF noch etwas experimentell, sodass Darstellungsfehler nicht auszuschlieffen sind.

[Download PDF—Dateil

Aufgabenblatter fiir das Praktikum koénnen Sie auch einzeln als PDF-Datei oder als
Jupyter-Notebook auf der entsprechenden Seite runterladen (Button oben rechts).
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Modulbeschreibung in Modulux

18.1 Ablauf der Veranstaltung

» wochentlich eine Einheit Vorlesung oder Praktikum (im Wesentlichen im Wechsel)

e Vorbereitung: Skript vor Vorlesung und Praktikum mindestens iiberfliegen!

e Nachbereitung: Alles verstanden? Riickstdnde aus dem Praktikum nachholen!

Datum

20.03.2026 Vorlesung

27.03.2026 Praktikum
03.04.2026 -

10.04.2026 Praktikum Vorlesung
17.04.2026 Vorlesung

24.04.2026 Praktikum
01.05.2026 -

08.05.2026 Praktikum Vorlesung
15.05.2026 -

22.05.2026 Praktikum
29.05.2026 Vorlesung

05.06.2026 Praktikum
12.06.2026 Vorlesung

19.06.2026 Praktikum
26.06.2026 Vorlesung

03.07.2026 Praktikum

18.2 Praktika

o Praktika im Computer-Pool (oder eigener Computer)

o bendtigte Software: Webbrowser (je nach Vorlieben eine lokale Python/Jupyter-

Installation)

18.3 Priifung

e schriftliche Klausur, 120 Minuten

o Beispielaufgaben sind bei den Praktikumsaufgaben gekennzeichnet
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18.4 Hinweise zum Skript

o keine Hilfsmittel aufler Papier, Stifte, einfacher Taschenrechner (kein CAS, keine
Grafik)

e Klausur auch ohne Taschenrechner gut 16sbar

o Beispielklausuy (dient nur zur groben Orientierung; grundsétzlich kénnen alle be-

handelten Themen und Aufgabentypen Teil der Klausur sein)

18.4 Hinweise zum Skript

e Download als PDF-Datei moglich
o Aufgabenzettel fiir das Praktikum auch einzeln als PDF-Datei

o Aufgabenzettel fiir das Praktikum als Jupyter-Notebook (Losen der Aufgaben di-
rekt im Dokument)

Viele Rechnungen, Beweise, Herleitungen, Zeichnungen fehlen im Skript und werden an
der Tafel geliefert. Deshalb:

o mitschreiben oder
« Fotos von der Tafel (nicht vom Vorlesenden) machen
 (optional) Fotos zum Verlinken im Skript abliefern (Upload im OPAL-Kurs)

o bitte keine Videos (entweder professionell oder gar nicht; ersteres aktuell nicht
leistbar)

Die Technik hinter dem Skript ist noch in Entwicklung und teils etwas “beta”. Hinweise
zu Problemen und Verbesserungsvorschldge gern an den Vorlesenden!

117



18 Organisatorisches

118



Literaturverzeichnis

[Hig02] Nicholas J. Higham. Accuracy and Stability of Numerical Algorithms. Society
for Industrial, 1 2002.

[Sau78] Werner Sautter. Fehleranalyse fiir die Gauf-Elimination zur Berechnung der
Losung minimaler Lange. Numerische Mathematik, 30(2):165-184, 6 1978.

[VI86] M. N. Vrahatis and K. I. Iordanidis. A rapid Generalized Method of Bisection
for solving Systems of Non-linear Equations. Numerische Mathematik, 49(2—
3):123-138, 3 1986.

119



	Vorwort
	Was? Warum?
	Analytisches vs. numerisches Lösen
	Themen in der Numerik
	Beispiele

	Zahlen
	Darstellung von Gleitkommazahlen
	Datenformat für binäre Gleitkommazahlen
	Runden
	Grundoperationen
	Hinweise für die Praxis

	Fehler
	Fehlerarten
	Beispiel: Volumen der Erde
	Bewertung von Algorithmen
	Kondition
	Beispiele zur Kondition
	Stabilität
	Beispiele für Stabilitätsanalysen
	Gesamtfehler

	Nichtlineare Gleichungen
	Kondition
	Iterative Verfahren
	Bisektionsverfahren
	Newton-Verfahren

	Nichtlineare Gleichungssysteme
	Bisektion vs. Dimension
	Newton-Verfahren
	Newton-ähnliche Verfahren
	Ausflug: Newton-Fraktal

	Lineare Gleichungssysteme
	Kondition
	Wie es nicht geht
	Gauß-Algorithmus
	Cholesky-Verfahren
	Weitere Verfahren

	Ausgleichsverfahren
	Zu lösendes Problem
	Wie Ansatzfunktion wählen?
	Was heißt „gut``?
	Warum Quadrate?
	Lösung des Minimierungsproblems
	Hürden im praktischen Einsatz

	Interpolation
	Formale Problemstellung
	Polynominterpolation
	Splines

	Numerische Integration
	Idee
	Kondition
	Konvergenz
	Exaktheit
	Allgemeiner Ansatz
	Newton-Cotes-Formeln
	Gauss-Quadratur
	Monte-Carlo-Verfahren

	Praktikum 1
	JupyterLab
	Python
	Let's code!

	Praktikum 2
	Gleitkommazahlen
	Patriot-Beispiel
	Daten einlesen

	Praktikum 3
	Warm-Up
	Stabilität bei langen Summen
	Approximation von 

	Praktikum 4
	Kovergenz des Newton-Verfahrens
	Nichtlineare Gleichungen mit SciPy

	Praktikum 5
	Kondition einer Matrix
	Lineare Gleichungssysteme

	Praktikum 6
	Methode der kleinsten Quadrate
	Polynominterpolation

	Praktikum 7
	Splines
	Numerische Integration

	Download
	Organisatorisches
	Ablauf der Veranstaltung
	Praktika
	Prüfung
	Hinweise zum Skript


