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0 Vorwort

Dieses Vorlesungsskript ist die Arbeitsgrundlage fiir die Veranstaltung “Wissenschaftliches
Rechnen” (Modul i788) an der HTW Dresden ab Sommersemester 2026. Hinweise zum
Ablauf der Veranstaltung, insbesondere zum Umgang mit diesem Skript, finden Sie unter
brganisatorisches{.

Technischer Unterbau ist MyST Markdown mit einem eigenen, auf dem Standard-Book-
Theme aufbauenden Theme. Das MyST-Projekt ist noch recht jung und etliche Features
sind im Beta-Stadium. Hier und da ist also mit Ecken und Kanten zu rechnen. Fragen
und Anregungen zur Technik gern an Jens Flemming.


https://mystmd.org/
https://github.com/jupyter-book/myst-theme
https://github.com/jupyter-book/myst-theme
https://www2.htw-dresden.de/~fjeme691/flemming/

1 Worum geht es?

1 Worum geht es?

Das wissenschaftliche Rechnen (auch: Scientific Computing) als Fachgebiet umfasst alle
Aspekte des Einsatzes von Computern zur Klarung von Fragestellungen aus Naturwissenschaften,
Technik und Wirtschaft. Das Spektrum reicht von der Modellierung realer Vorginge
iiber die Implementierung am Computer bis zur Visualisierung der erzielten Resultate.

Der erfolgreiche Einsatz des wissenschaftlichen Rechnens erfordern die Zusammenarbeit
von Anwendern aus dem jeweiligen Wissenschaftsbereich, Mathematikern und Informatikern.
Alle Beteiligten sollten neben Detailwissen in ihrem Gebiet auch einen Uberblick iiber
den Gesamtprozess haben. Nur so sind Missverstdndnisse in der Kommunikation und
Fehlinterpretationen der jeweiligen Anforderungen zu vermeiden.

1.1 Zu lésende Teilprobleme

Wesentliche Schritte beim wissenschaftlichen Rechnen sind:
o Modellierung (Anwender + Mathematiker)

— Welche mathematischen Modelle fiir den betrachteten Vorgang gibt es?
— Welches davon nutzen? Einfaches oder komplexes Modell?
— Eigenes/neues Modell entwickeln?

— Wie gut ist das Modell (Modellierungsfehler)?
o Diskretisierung (Mathematiker + Informatiker)

— Wie kann das Modell in computertaugliche Form gebracht werden?
— Ggf. ist die Auswahl von Algorithmen im néchsten Schritt schon hier einzubeziehen!

— Welcher Fehler entsteht dabei (Diskretisierungsfehler)?
o Implementierung (Informatiker + Mathematiker)

— Welche Algorithmen wéhlen?
— Gibt es geeignete Bibliotheken?

— Unnotige Ungenauigkeiten in Berechnungen verweiden (Approximationsfehler,
Rundungsfehler, vgl. Veranstaltung zur numerischen Mathematik)!

— In welcher Form sollen die Ergebnisse geliefert werden (Tabellen, Visualisierungen,...)?
« Einsatz der Software (Anwender)
— Interpretation der erzielten Ergebnisse. Sind die plausibel?

Am Ende sollte ein Software-Produkt vorliegen, welches Ergebnisse mit bekannter Genauigkeit
liefert. Ein Schwerpunkt des wissenschaftlichen Rechnens wird also die Fehleranalyse
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sein. Ohne solide Fehleranalyse sind die erzielten Ergebnisse nicht vertrauenswiirdig
und damit im Wesentlichen unbrauchbar! Manchmal kann man die Ergebnisse
durch reale Messungen validieren, oft aber nicht oder nicht in hinreichendem Umfang.

Das wissenschaftliche Rechnen ist also eng verbunden mit der numerischen Mathematik.

Eine genaue Abgrenzung ist nicht moglich. Ublicherweise ziahlt man das Entwickeln

und Untersuchen von Algorithmen fiir klar abgegrenzbare, unabhingig vom konkreten
Anwendungsfall immer wiederkehrende Teilaufgaben zur numerischen Mathematik. Komplexere
Algorithmen und die Koordinierung der Einzelschritte zu einem Gesamtprozess werden
hingegen dem wissenschaftlichen Rechnen zugeordnet.

1.2 Beispiele

Die folgenden Beispiel dienen zur Verdeutlichung der im wissenschaftlichen Rechnen zu
l6senden Probleme und Teilprobleme. Spéter werden wir einige der Beispiele detaillierter
untersuchen.

Brachistochrone

Anwendungsproblem: Eine Kugel soll sich aus “eigener” Kraft (Schwerkraft) entlang
einer Bahn von einem hoher gelegenen Startpunkt zu einem niedriger gelegenen Zielpunkt
bewegen. Wie ist die Bahn zu Formen, damit die Kugel in moéglichst kurzer Zeit den
Zielpunkt erreicht? Diese optimale Bahn heifit Brachistochrone (Wikipedia).

Modell: Sind (z1,y1) und (x2,y2) Start- und Zielpunkt, so kann die Bahn als Funktion
h : [x1,22] — R beschrieben werden, insbesondere gilt also h(z1) = y; und h(z2) = ys.
Man kann zeigen, dass die bendétigte Zeit T'(h) fiir das Durchlaufen der Bahn h mittels

r / \ 12};/ (L1)

berechnet werden kann. Dabei ist g die wirkende Fallbeschleunigung. Die optimale Bahn
ist somit als Losung des Minimierungsproblems
T'(h) — mi 1.2
(h) — min (1.2)

gegeben, wobei H die Menge aller stetig differenzierbaren Funktionen mit h(z1) = y1
und h(zz) = yo sein soll.

An diesem recht einfachen Problem und seiner Modellierung treten schon verschiedene
Aspekte des wissenschaftlichen Rechnens zutage:

e Obwohl das Anwendungsproblem im dreidimensionalen Raum formuliert ist, arbeitet
das Modell im zweidimensionalen Raum. Dass diese Vereinfachung zuléssig ist,
also keinen (wie hier) oder nur einen vernachléssigbar kleinen Fehler verursacht,
muss man bei der Modellierung priifen!


https://de.wikipedia.org/wiki/Brachistochrone
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 Die Formel fiir 7'(h) nimmt keine Riicksicht auf die Tatsache, dass die Kugel auf
der Bahn rollen und nicht gleiten wird. Man kann sich auch hier iiberlegen, dass
diese Vereinfachung keinen Einfluss auf die Lésung hat.

e Die Vernachléssigung der Reibung zwischen Kugel und Bahn sowie zwischen Kugel
und Luft wird hingegen einen Fehler verursachen. Dieser sollte (!) vernachlassigbar
sein, wenn die Kugel schwer und sowohl Kugel als auch Bahn sehr glatt sind. Diese
Aussage ist keine exakte Fehlerbetrachtung, sondern eine bei der Modellierung
leider manchmal notige Abschatzung nach “Augenmaf3”.

o Wir haben als Wertebereich fiir h alle reellen Zahlen zugelassen, obwohl man in
Versuchung kommen kénnte, nur das Intervalle [ya,y1] zuzulassen. Es wird sich
allerdings herausstellen, dass fiir die optimale Bahn auch h(z) < yo fiir manche
gelten kann. Also: Vereinfachungen kritisch auf Zulissigkeit priifen.

o Im Integrand wird durch h(z) geteilt, der Integrand hat also eine Polstelle. Da
das Integral minimiert wird, wird die Polstelle der Lésung aber so beschaffen sein,
dass ein endlicher Wert fiir das Integral entsteht. Modelle auf mathematische
Korrektheit priifen!

e Das Modell wird als Optimierungsproblem iiber einer Menge von Funktionen formuliert.
Diese Art mathematischer Probleme taucht in den Grundveranstaltungen zur Mathematik
iiblicherweise nicht auf. Alle praktisch relevanten und interessanten Probleme
erfordern zusétzliche Mathekenntnisse!

Diskretisierung: Die Menge aller stetig differenzierbaren Funktionen ist nicht mit
dem Computer darstellbar. Somit miissen wir uns auf eine hinreichend reprasentative,
aber endlic hdimensionale Menge von Funktionen als Suchraum bei der Optimierung
beschréinken. Kandidaten sind Polynome oder stiickweise Polynome, jedoch auch eine
ganze Reihe anderer Ansédtze. Man kann zeigen, dass die optimale Bahn h(z1) = —oc0
erfillt. Mit Polynomen wird man diese Bedingung nie erfiillen konnen. Verwendet man
stiickweise Polynome, so sollten die Teilintervalle in der Ndhe von x; sehr klein sein,
damit der starke Abfall von h dort gut angendhert werden kann. Obwohl die gesuchte
Funktion differenzierbar ist, konnen auch nicht differenzierbare Ansatze wie stiickweise
lineare Funktionen zum Ziel fithren (keep it simple). Dabei ist die Frage zu klaren, was
eigentlich das Ziel ist. Geht es nur um die Visualisierung der optimalen Bahn? Dann
reicht eine stiickweise lineare Ndherungslésung aus. Oder soll die optimale Bahn in
Folgeprozessen verwendet werden, die auf Ableitungen beruhen (z.B. tiefsten Punkt der
Bahn analytisch berechnen)? Dann muss sollte auch die Ndherungslosung differenzierbar
sein.

Implementierung: Welchen Algorithmus zur Lésung des diskretisierten Optimierungsproblems
wahlen? Gibt es anwendbare Standardalgorithmen aus Bibliotheken oder muss ein auf
die konkrete Aufgabe mafigeschneiderter Algorithmus entwickelt werden? In welcher
Form das das Ergebnis geliefert werden? Nur die optimale Bahn h oder beispielsweise
eine Animation der Bewegung der Kugel entlang der Bahn mit korrekter Geschwindigkeit
bzw. Beschleunigung? Beachte: Die gewéhlte Diskretisierung hat Einfluss auf die
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Art des entstehenden endlichdimensionalen Optimierungsproblems und damit auf die
Auswahl der Algorithmen!

Randbemerkung: Das Brachistochrone-Problem kann man analytisch 16sen, sodass eine
numerische Losung eigentlich nicht nétig ist. Dennoch sieht man an diesem einfachen
Beispiel gut, wie vielfaltig die zu kldrenden Fragen beim wissenschaftlichen Rechnen
selbst fiir einfache Problem sind.

Laplace-DLTS

Anwendungsproblem: Neben Silizium werden zunehmend alternative Materialien fiir
Solarzellen untersucht und teils auch schon eingesetzt. Dazu gehort das recht preiswerte
Material Perowskit. Durch noch nicht hinreichend prézise kontrollierbare Produktionsprozesse
kann es zu Materialfehlern kommen, welche den Wirkungsgrad der Solarzellen verringern.
Deshalb ist man an experimentellen Verfahren interessiert, die Einblick in die Art der
Materialfehler geben, um diese anschlieffend die Produtionsprozesse gezielt zu verbessern.

Ein solches Verfahren ist Laplace-DLTS (Laplace deep-level transient spectroscopy).

Die fir Laplace-DLTS verwendeten experimentellen Messergebnisse sind ohne weitere
algorithmische Auswertung nicht verwertbar. Vereinfacht dargestellt: Sogenannte Elektronenfallen
im Material (Materialfehler) werden mit Ladungung gefiillt und anschlieend beobachtet

man das relativ langsame Abflieen der Ladungen aus den Fallen. Dieser Vorgang wird

bei verschiedenen Temperaturen wiederholt. Es entsteht eine Folge von sogenannten
Transienten.
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Figure 1.1: *
Gesamttransienten ¢ — C(t) zu verschiedenen Temperaturen 7' (gemessene

Eingangsdaten fiir das Modell). Die Transienten wurden mit dem Faktur O% skaliert.

Jede gemessene Transiente entsteht durch Uberlagerung der Transienten mehrerer Elektronenfallen
im Material. Da das Abklingverhalten einer Einzeltransiente bekannt ist (Exponentialfunktion),
kann die Uberlagerung riickgéingig gemacht werden. Man erhilt als Modell fiir die


https://de.wikipedia.org/wiki/Perowskit
https://en.wikipedia.org/wiki/Deep-level_transient_spectroscopy#Laplace_DLTS
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Entstehung der Transienten die Laplace-Transformation

C(t) = /Ooog(s) e 5tds. (1.3)

Dies ist eine lineare Integralgleichung. Dabei ist C' die in Abhéngigkeit der Zeit ¢
gemessene Gesamttransiente zu einer festen Temperatur und ¢ ist die Verteilung der
Abklinggeschwindigkeiten in der Menge aller Einzeltransienten. Typischerweise wird g
aus wenigen sehr scharfen Peaks bestehen. Aus Position, Hohe und Breite der Peaks
kann auf Art und Anzahl der Materialfehler geschlossen werden. Triagt man die Peak-
Positionen bei verschiedenen Temperturen in ein Diagramm ein, so erhélt man einen
sogenannten Arrhenius-Plot. Dieser zeigt typischerweise abfallende Gerade, aus deren
Lage und Neigung auf weitere Materialeigenschaften geschlossen werden kann.
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Figure 1.2: *
Arrhenius-Plot zu zwei verschiedenen Messreihen (blau und rot). Die Anordnung der
Punkte entlang von Geraden ist gut erkennbar Die Farbintensitit der Punkte gibt die
Hohe der entsprechenden Peaks in der berechneten Funktion g an.

Modellierung: Grundfrage ist hier, ob mehrere Einzelmodelle verwendet werden sollen,
also

o Invertieren der Laplace-Transformation zum Erhalt der Abklingratenfunktion g,
e Ermitteln der Peak-Positionen in g bei verschiedenen Temperaturen,

e Finden von Geraden im Arrhenius-Plot,
oder ob das Problem “Ende-zu-Ende” formuliert werden soll: Finde Lage und Anstieg

der Geraden im Arrhenius-Plot aus den C-Messungen bei verschiedenen Temperaturen.
Die erste Variante ist einfacher zu modellieren, da jedes Teilmodell eine klar abgegrenzte


https://de.wikipedia.org/wiki/Laplace-Transformation
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Aufgabe 16st. Die zweite Variante vermeidet eventuelle Ungenauigkeiten in den Einzelschritten
(Peak-Position bei breiten Peaks,...), ist aber in der mathematischen Formulierung sehr
anspruchsvoll. Die zweite Variante ist ein typischer Kandidat fiir mittels maschinellem
Lernen erstellte Modelle, sofern geniigend Trainingsdaten beschafft werden kénnen (siehe
spater). Verfolgen hier nur die erste Variante weiter.

Diskretisierung: Klar ist, dass sowohl g als auch C' durch Vektoren zu ersetzen sind,
z.B. als Werte von stiickweise linearen Funktionen an den Stiitzstellen. Da C' direkt
aus Messungen entsteht, sollte sich die Diskretisierung hier an den messtechnischen
Gegebenheiten orientieren. Im konkreten Anwendungsfall besteht eine C-Messung aus
ca. 300000 Messwerten an dquidistanten Stiitzstellen. Wird diese hohe Auflésung
beibeihalten, entsteht ein extrem hoher Rechenaufwand! Gleichméfiges Ausdiinnen
der Messpunkte fiihrt allerdings zu Datenverlust. Ob dieser hinnehmbar ist, muss
mit den Anwendern gekldrt werden. Es stellt sich heraus, dass diese hohe Auflésung
am Anfang des Messzeitraums notwendig ist (sehr schnell abfallende Einzeltransienten),
im weiteren Zeitverlauf aber zunehmend ausgediinnt werden kann (langsam abfallende
Einzeltransienten). Fiir C' ist also eine geeignete nichtédquidistante Diskretisierung zu
wahlen. Fir die Abklingratenfunktion g sieht es &hnlich aus. Werte Nahe der Null miiss
prézise darstellbar sein; groflere Werte konnen mit geringerer Genauigkeit wiedergegeben
werden. Alternative: Da aufgrund physikalischer Gegebenheit g nur aus wenigen Peaks
besteht, kann man g auch als Summe von Einzelpeaks darstellen. Der Zusammenhang
zwischen den entsprechenden Parametern von g (Peak-Positionen, PeakHohen) und
der Funktion C ist dann allerdings nichtlinear, was das algorithmische Invertieren der
Laplace-Transformation deutlich erschwert.

Implementierung: Das numerische Invertieren der Laplace-Transformation ist sehr
schwierig, obwohl es sich (nach Diskretisierung) um ein lineares Gleichungssystem handelt.
Problem ist die extrem hohe Kondition dieses Gleichungssystems, welche um so hoher ist,
je feiner (1) diskretisiert wird. Einzige Rettung ist das Einbringen von Zusatzinformationen
iiber die Losung (z.B. dass diese nur wenige scharfe Peaks hat), was algorithmisch
sehr anspruchsvoll werden kann. Siehe Improved evaluation of deep-level transient
spectroscopy on perovskite solar cells reveals ionic defect distribution fiir einen konkreten
Algorithmus.

Sehen auch hier typische Aspekte des wissenschaftlichen Rechnens:

e Bei der Modellierung gibt es viele Freiheiten, ober auch Unschérfen. Bereits bei
der Modellierung sollte man die weiteren Schritte zur Losung im Blick haben.

o Diskretisierung unterliegt vielen praktischen Zwingen wie Art und Anzahl verfiigharer
Messungen oder der Verfiigbaren Computerressourcen.

e Manchmal gibt es keine Standardalgorithmen, obwohl das gewéhlte Modell seit
Jahrzehnten vielfach im Einsatz ist bei dhnlichen Fragestellungen.


https://arxiv.org/abs/1910.04583
https://arxiv.org/abs/1910.04583
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SD-SPIDER

Die kiirzesten je von Menschen erzeugten FEreignisse sind mit Femtosekundenlasern
erzeugte ultrakurze Laserpulse. Jeder Puls dauert nur wenige Femtosekunden (die
Lichtgeschwindigkeit liegt bei 0.3 Mikrometer pro Femtosekunde). Zur Untersuchung
solcher Laserpulse kénnen keine einfachen Verfahren eingesetzt werden, da diese praktisch
immer auf Abtastung des Signals basieren. Das Signal ist hier aber kiirzer als der
Abstand zwischen zwei Abtaststellen selbst bei optischen Verfahren.

Eine Méglichkeit zur Charakterisierung von ultrakurzen Laserpulsen ist SD-SPIDER
(self-diffraction spectral phase interferometry for direct electric field reconstruction).
Kurzfassung: Der zu untersuchende Laserpuls wird auf verschiedene Weisen transformiert

und dann mittels eines nichtlinearen optischen Materials (Bariumfluorid) wieder zusammengefiihrt.
Das Ergebnis kann dann durch einen Spektrograf aufgenommen werden. Die urspriingliche
Pulsform kann daraus jedoch nicht direkt abgelesen werden, sondern erfordert relativ
komplexe Berechnungen.

end cleyere

\

Figure 1.3: *
Versuchsaufbau fiir SD-SPIDER mit Strahlverlauf (Foto aufgenommen von S. Birkholz,
Max-Born-Institut fiir Nichtlineare Optik und Kurzzeitspektroskopie, Berlin;
Strahlverlauf und Beschriftung vom Autor eingefiigt).

Modellierung: Aus physikalischen Zusammenhingen kann man ableiten, dass der
Zusammenhang zwischen gemessener Funktion y : R — C (aus Spektrograf) und gesuchter
Funktion x : [0, 1] — C (auf Einheitsintervall transformierte Pulsform) durch die nichtlineare
Integralgleichung

max{1,2}
y(s) = / k(s, ) 2(t) 2(s — ) dt, s € [0,2] (1.4)
min{0,1—s}

gegeben ist. Dabei ist k eine bekannte Funktion, die sogenannte Kernfunktion. Diese
enthélt Informationen liber das eingesetzte nichtlineare Material und weitere Parameter
des Experiments. Gleichungen dieser Form heiflen Selbstfaltungsgleichungen.


https://de.wikipedia.org/wiki/Femtosekundenlaser
https://de.wikipedia.org/wiki/Nichtlineare_Optik
https://de.wikipedia.org/wiki/Bariumfluorid
https://de.wikipedia.org/wiki/Spektrograf
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Schematischer Versuchsaufbau fiir SD-SPIDER.
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Diskretisierung: Fiir die Diskretisierung konnen Standardverfahren eingesetzt werden
(z.B. stiickweise konstante Funktionen). Allerdings ist zu beachten, dass die Funktionen
z und y komplexwertig sind, Funktionswerte also als Paar von reellen Zahlen anzusehen
sind mit entsprechenden Anpassungen bei den Rechenoperationen. FErgebnis ist ein
nichtlineares Gleichungssystem mit sehr schlechter Kondition (je feiner diskretisiert wird,
desto schlechter die Kondition).

Implementierung: Fiir das zu 16sende nichtlineare Gleichungsystem ist kein Algorithmus
bekannt, der garantiert die korrekte Losung oder wenigstens eine hinreichend gute
Néherungslosung liefert. Standardverfahren (z.B. Newton-Verfahren) sind im Prinzip
anwendbar, aber keine der dafiir bekannten Konvergenzaussagen ist im konkreten Fall
zutreffend, da das Gleichungssystem die in diesen Aussagen formulierten Voraussetzungen
nicht erfiillt. Auf der anderen Seite hat das Gleichungssystem viel Struktur, die sich
gef. zur Entwicklung von Algorithmen nutzen ldsst. In der Tat stellt sich heraus,
dass man die hier vorhandene “quadratische” Struktur nutzen kann fiir eine Zerlegung
in zwei Teilprobleme. Eins davon ist ein (grofies, aber leicht parallelisierbares) lineares
Gleichungssystem. Das andere ist ein Eigenwertproblem, welches mit Standardverfahren
gelost werden kann. Fir Details siche [BF14]

Wir sehen:

e Schlecht konditionierte Probleme treten hdufiger auf im wissenschaftlichen Rechnen
als man erwarten wiirde. Insbesondere in Physik und Technik sind sie sehr présent.
Entsprechend vorsichtig muss bei der Auswahl von Losungsverfahren und konkreten
Algorithmen vorgehen.

o Fiir aktuelle Aufgabenstellungen aus der Forschung gibt es meist noch keine Standardverfahren.
Bestenfalls kann man bekannt Verfahren neu kombinieren oder anpassen.

o Die Aufgabenverteilung zwischen Mathematik (nichtlineares Problem in einfachere
Teilprobleme zerlegen) und Informatik (effiziente Losbarkeit der Teilprobleme und
damit praktische Durchfiihrbarkeit) ist flielend.

Lorenz-System

Schon in der Anfangszeit der Computer wollte man Wetterphdnomene simulieren und
zukiinftige Entwicklungen in der Atmosphre vorhersagen. Aufgrund technischer Beschréankungen
mussten die Fragestellungen mit sehr einfachen Modellen formuliert und beantwortet
werden. Eins davon ist das Lorenz-System, welches Aussagen zum vertikalen Warme-

und Feuchtigkeitstransport in der Atmosphére liefert.

Modellierung: Sind z, y, z von der Zeit ¢ abhédngige Atmospharenparameter (vertikaler
Feuchtetransport pro Zeiteinheit, Temperaturdifferenz zwischen auf- und absteigenden
Luftmassen, Abweichung des vertikalen Temperaturprofils von einer linearen Funktion),
so ist deren Zusammenhang durch ein System nichtlinearer gew6hnlicher Differentialgleichungen
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gegeben:
'(t) = a(y(t) — z(t)),
y'(t) = 2(t) (b—2(t) — y(t), (1.5)
2Z(t) = z(t)y(t) — cz(t).

Dabei sind a und b Materialparameter der stromenden Luft und ¢ gibt gewissen geometrische
Figenschaften des betrachteten Luftvolumens an.

Diskretisierung: Fiir das Losen von gewohnlichen Differentialgleichungen existieren
zahlreiche Verfahren. Die meisten nutzen zur Diskretisierung stiickweise lineare Funktionen.

Implementierung: Es konnen Standardalgorithmen fiir gewohnliche Differentialgleichungen
genutzt werden. Allerdings ist bei der Auswahl zu beachten, diese mit der Tatsache
umgehen koénnen, dass das Differentialgleichungssystem schlecht konditioniert ist, also
kleine Anderungen in a, b, ¢ zu extrem grofien Anderungen in der Losung fiithren kénnen
(schlechte Kondition). Art und Umfang dieser Abweichungen sehen sehr unsystematisch

aus, weshalb man den Losungen des Lorenz-Systems auch von chaotischem Verhalten
spricht. In Kontext des Lorenz-Systems wurde auch erstmals der Begriff Schmetterlingseffekt
genutzt.

Bemerkenswerte Aspekte:

e Auch einfache Modelle kénnen sehr komplexes Losungsverhalten zeigen. Man
unterschétze nie die Schwierigkeiten, die auch scheinbar einfache Aufgabenstellungen
mit sich bringen kénnen!

Warmeleitung

Ein wihrend des Produktionsprozesses durch und durch erhitztes Stahlteil muss vor
dem néchsten Verarbeitungsschritt unter eine zuléssig Hochsttemperatur abkiihlen. Wie
lange dauert es bis auch im Inneren des Bauteils in jedem Punkt diese Temperatur
unterschritten wird?

Modellierung: Bezeichnen mit B C R? das Bauteil als Teilmenge des Raumes und mit
OB dessen Oberflache. Sei u: B x [0,00) — R die zeitabhédngige Temperaturverteilung
im Bauteil; u(x,t) gibt also die Temperatur zur Zeit ¢ im Punkt * € B an. Der
Abkiihlprozess beginne bei t = 0. Aus physikalischen Uberlegungen und GesetzméBigkeiten
erhalt man den Zusammenhang

fiir alle z € B und alle t > 0, wobei a > 0 ein Materialparameter ist, der im Wesentlichen
die Warmeleitfahigkeit des Materials wiedergibt. Sind Ty und Ty die Umgebungstemperatur
und die Temperatur des Bauteils zur Zeit ¢ = 0, so kommen noch die Anfangsbedingung

u(xz,0) =Ty fir allex € B (1.7)
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1 Worum geht es?

und die Randbedingung
u(z,t) =Ty fiir alle x € 9B und alle t > 0 (1.8)

zu dieser partiellen Differentialgleichung hinzu.

Diskretisierung: Die Diskretisierung kann mittels Standardverfahren erfolgen. Diese
fithren auf ein lineares Gleichungssystem. Zu beachten ist, dass die Geometrie des
Korpers wesentlichen Einfluss auf die Diskretisierung hat. Das Diskretisieren von partiellen
Differentialgleichungen ist wesentlicher Bestandteil dieser Veranstaltung.

Implementierung: Grundsétzlich stehen vielfiltige Algorithmen in Software-Bibliotheken
zur Verfiigung. Je nach Geometrie des Bauteils konnen aber Anpassungen oder Erweiterungen
notig sein.

Relevante Aspekte:

o Der Grofiteil der Gesetze der (klassischen) Physik sind in Form von partiellen
Differentialgleichungen formuliert. Entsprechend hiufig tauchen partielle Differentialgleichunge
als Modelle in der Anwendung auf.

e Fiir das Formulieren von partiellen Differentialgleichungen sind solide Fahigkeiten
in der mathematischen Sprache sehr hilfreich. Das analytische Untersuchen (und
Losen, sofern moglich) von partiellen Differentialgleichung erfordert sehr tiefe Mathematikenntn:

Elektrische Impedanz-Tomografie

Mochte man das Innere eines Testobjekts zerstorungsfrei untersuchen, kommen verschiedene
Tomografieverfahren in Betracht. Eins davon, welches insbesondere in der medizinischen
Bildgebung im FKinsatz ist, aber mit leichten Modifikationen auch zur Untersuchung
von Bodenverhéltnissen und Rohstofflagerstatten dient, ist die elektrische Impedanz-
Tomografie. Hier werden an der Oberfliche des Testobjekts Elektroden angebracht
und in verschiedenen Kombinationen Spannungen angelegt. Die daraus an den anderen
Elektroden resultierenden Stréome kénnen gemessen werden und geben Aufschluss iiber
die (ortsverdnderliche) Leitfédhigkeit und damit iiber Materialstrukturen im Inneren des
Testobjekts.

Modellierung: Sei B C R? das Testobjekt und seien die Elektroden gleichmifig iiber
dessen Rand 0B verteilt (ringférmige Anordnung der Elektroden an Testkorper, somit
reicht 2D-Betrachtung). Die Leitfdhigkeit im Testkorper sei durch eine unbekannte
Funktion a : B — R gegeben. Bezeichnen wir mit v : B — R das elektrische Potential
im Testobjekt, so folgt aus physikalischen Uberlegungen und GesetzmifBigkeiten, dass
die partielle Differentialgleichung

85; (a(x) a‘zlu(x)) + 8?32 (a(x) ;)mu(w)) =0 (1.9)

erfillt sein muss. Das Anlegen von Spannungen an verschiedenen Elektrodenkombinationen
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1.3 Fallstudien

entspricht der Vorgabe verschiedener Randwerte f fiir Losungen u dieser Gleichung;:
u(x) = f(z) fir alle x € 0B. (1.10)

Die daraus resultierenden Strommessungen entlang des Randes von B liefern jeweils ein

Funktion g mit

a(x) ;lu(x) =g(z) fir alle z € 0B, (1.11)

wobei a%u(x) die Richtungsableitung von v am Randpunkt « in Richtung des Normalenvektors

des Randes an diesem Punkt bezeichnet. Eingangsdaten in das Modell der elektrischen

Impedanz-Tomografie sind nun hinreichend viele Paare (f, g) aus angelegten Spannungen

und daraus resultierenden Stromen. Die Ausgabe des Modells ist die ortsabhéngige

Leitfahigkeit a. Aus der Kenntnis von Eigenschaften der Losungen (Randwerte, Fluss

iiber den Rand) soll also auf einen Parameter der zugrunde liegenden partiellen Differentialgleichung

geschlossen werden. Diese Art von Aufgabenstellungen nennt man deshalb auch Parameteridentifikationsprobleme

Diskretisierung: Die Diskretisierung kann mit Standardverfahren erfolgen. Allerdings
muss unbedingt die Geometrie der Elektroden mit eingebracht werden um brauchbare
Resultate erhalten zu konnen.

Implementierung: Algorithmen fiir das Losen des Impedanz-Tomografie-Problems

sind in gewissem Mafle noch Gegenstand der Forschung. Letztlich kann man Standardverfahren
kombinieren, erhélt aber nur sehr schwache Aussagen iiber die Vertrauenswiirdigkeit der
Losungen. Zu allen angelegten Spannungen kann man bei gegebener Leitfahigkeitsverteilung
durch Losen der Differentialgleichung die zu erwartenden Strome berechnen. Diese
vergleicht man mit den gemessenen Stromen und passt die Leitfdhigkeitsverteilung ausgehend
von einer initialen Verteilung so lange an, bis die Abweichung zwischen berechneten

und gemessenen Stromen klein genug ist. Dieser algorithmische Ansatz 16st also ein
nichtlineares Minimierungsproblem iterativ, wobei jede einzelne Auswertung der Zielfunktion
das Losen mehrerer partieller Differentialgleichungen erfordert (eine Gleichung pro Spannungs-
Strom-Paar).

1.3 Falistudien

Wissenschaftliches Rechnen ist ein sehr umfassendes und fachiibergreifendes Thema. In
dieser Veranstaltung werden wir keine systematische Abhandlung vornehmen, sondern
uns anhand mehrerer umfangreicher Fallstudien mit exemplarischen Anwendungsszenarien
und deren Umsetzung von der Modellierung bis zur Implementierung befassen.

Nur an einigen Punken, insbesondere mit Blick auf partielle Differentialgeleichungen,
werden wir tiefer in die theoretische Fundierung und Motivation von Algorithmen einsteigen.
Partielle Differentialgleichungen sind das Hauptwerkzeug fiir die Modellierung. Es wird
sich allerdings zeigen, dass man grofle Klassen partieller Differentialgleichungen durch
Transformation in Integralgleichungen l6sen kann (und dies auch tut), sodass die Diskussion
von Integralgleichungen nicht ausgleiben kann.

Hauptziele der Veranstaltung sind:
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1 Worum geht es?

o einen Uberblick iiber die verschiedenen Schritte von der Problemformulierung bis
zur Losung am Computer zu bekommen,

e Begriffe einordnen zu kénnen, die bei der Beschreibung von Algorithmen aus dem
Umfeld des wissenschaftlichen Rechnens auftauchen kénnen,

o das Auge fiir Feinheiten zu scharfen, die durch ungeeignete Implementierung von
Algorithmen zu (teils groben) Fehlern in der Losung fithren kénnen.

1.4 Sleipner A zur Mahnung

Als Negativbeispiel sei der Untergang der norwegischen Olbohrplattform “Sleipner A’
in der Nordsee am 23. August 1991 noch wihrend des Baus erwédhnt. Die tragende
Betonkonstruktion wurde ausschlieflich durch numerische Berechnungen am Computer
geplant. Zum FKEinsatz kam die damals {ibliche und auchheute noch genutzte Software
NASTRAN der NASA zum Lésen partieller Differentialgleichungen. Durch ungiinstige
Diskretisierung der zugrunde liegenden partiellen Differentialgleichung, die die in den
Betonteilen wirkenden Kréfte beschreiben sollte, wurden einige Bereiche mit besonders
hohen Lasten zu schwach dimensioniert. Die berechneten Lasten waren nur etwa halb so
hoch wie die tatséchlichen. Die Plattform versank im 200 Meter tiefen Meer und l6ste
durch Implosionen ein schwaches Erdbeben aus.

Die numerischen Berechnungen wurden nicht auf plausibilitdt gepriift und nicht mit
klassischen Berechnungsverfahren fiir Betontragwerke verglichen. Die Berechnungssoftware
trifft hier {ibrigens keine Schuld. Es handelt sich um einen Fehler der Bediener, die
ungeeignete Parameter gewéhlt haben. Fiir mehr Informationen zu den Ursachen des
Untergangs siche The sinking of the Sleipner A offshore platform und Die Ursache fiir
den Totalverlust der Betonplattform Sleipner A und Verweise darin.

14


https://en.wikipedia.org/wiki/Sleipner_A
https://en.wikipedia.org/wiki/Nastran
https://www-users.cse.umn.edu/~arnold/disasters/sleipner.html
https://www5.in.tum.de/~huckle/sleipner.pdf
https://www5.in.tum.de/~huckle/sleipner.pdf

2 Modellierung

Der erste Schritt beim wissenschaftlichen Rechnen vom Problem zur Losung ist das
Modellieren des zu l6senden Problems, also das Formulieren des Problems in der Sprache
der Mathematik. Hier gibt es viel Spielraum. Sehr einfache Modelle lassen sich leichter
algorithmisch Losen, geben die Realitdt unter Umstdnden aber zu ungenau wieder.
Komplexe Modelle hingegen liefern deutlich besser verwertbare Ergebnisse, so man
sie algorithmisch iiberhaupt umgesetzt bekommt. Schon beim Modellieren miissen die
algorithmischen Mdoglichkeiten mitgedacht werden!

2.1 Anforderungen an ein gutes Modell

Als grundlegende Anforderungen an ein Modell kénnen die sogenannten Hadamard-
Bedingungen gelten:

o Existenz: Das Modell besitzt eine Losung.
e Eindeutigkeit: Das Modell besitzt genau eine Losung.

« Stetigkeit: Die Losung hingt stetig von den Eingaben ab, kleine Anderungen in
den Eingaben resultieren also auch nur in kleinen Anderungen bei der Losung.

Ein Modell, das keine Losung besitzt, ist offensichtlich wertlos. Die Forderung nach
Findeutigkeit ist weniger wesentlich. Manchmal lasst der modellierte Sachverhalt keine
eindeutige Losung zu, z.B. weil zu wenig Messdaten vorhanden sind. In solch einem Fall
sollte bei der Modellierung allerdings gepriuft werden, ob Eindeutigkeit der Losung durch
sachlich begriindbare Zusatzannahmen erreicht werden kann. Nicht-Eindeutigkeit fiihrt
oft zu Problemen bei der algorithmischen Umsetzung.

Beispiel (Schlierentomografie)

Bei der Schlierentomografie werden Schlierenfotos eines Fliissigkeitsvolumens (meist
ein mit Wasser gefiillter Glaszylinder) aus verschiedenen Richtungen aufgenommen.
Aus diesen Fotos kann dann die Druckverteilung in der Fliissigkeit rekonstruiert
werden.  Die Schlierentomografie ist beispielsweise ein Standardwerkzeug zur
Untersuchung der Schalldruckbildes von Ultraschallsonden.

Die Schlierenfotos enthalten keine Vorzeicheninformationen, also keine Information
dariiber, ab in einer Region Unter- oder Uberdruck herrscht. Entsprechend hat
das Tomografieproblem (also die 3D-Rekonstruktion der Druckverteilung) stets
zwei Losungen, die sich gerade im Vorzeichen unterscheiden. Um Eindeutigkeit
zu erzwingen, miisste man das Vorzeichen in einer Uber- bzw. Unterdruckzone
vorgeben. Allerdings weifl man im Vorfeld meist nicht, wo Abweichungen vom
Normaldruck liegen.
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2 Modellierung

Die Forderung nach Stetigkeit entspricht dem Begriff der Kondition in der numerischen
Mathematik. Héngt die Losung nicht stetig von den Eingaben ab, so ist das Modell
unbrauchbar. Schon kleine, unvermeidbare Rundungsfehler fithren zu vollig anderen
Ergebnissen als die exakten Werte. Praktisch werden die Eingaben oft Messwerte sein
und damit ohnehin einen groflen Fehler aufweisen. Verletzt ein ansonsten plausibles
Modell die Stetigkeitsforderung, so kénnen allgemeine anwendbare Techniken eingesetzt
werden, um daraus ein stetiges Modell abzuleiten. Als Beispiel fiir diese Problematik
diskutieren wir spater die Computertomografie im Detail.

Die Forderungen von Hadamard stammen aus den 1930er Jahren, wurden also noch
vor dem Beginn des Computerzeitalters formuliert. Heute miissen wir noch eine vierte
Forderung formulieren:

e algorithmische Losbarkeit: Das Modell muss mit dem Computer 16sbar sein, es
muss also ein Algorithmus existieren, der die Losung wenigstens Néherungsweise
liefert.

Negativbeispiele sind hier vorallem nichtglatte nichtlineare Optimierungsprobleme, die
oft als naheliegendes, einfach zu formulierendes Modell auftreten, aber mangels geeigneter
Algorithmen praktisch nicht 16sbar sind.

2.2 Klassische Modelle

Als klassische Modelle verstehen wir alle Modelle, die folgenden Kriterien geniigen:

e Die Eingaben sind Zahlen oder Funktionen.
o Die Ausgaben sind Zahlen oder Funktionen.

e Der Zusammenhang lasst sich mit einfachen mathematischen Werkzeugen in wenigen
Formeln darstellen.

Meist wird der Zusammenhang zwischen Ein- und Ausgaben tiber (partielle) Ableitungen
und/oder Integrale von Funktionen dargestellt. Diese werden dann in Gleichungssystemen
oder Optimierungsproblemen zu einander in Beziehung gesetzt.

Typische Beispiele sind Modelle aus der klassischen Mechanik, die aus dem Newton’schen
Gesetz “F = ma” gewonnen wurden, und Modelle die aus Erhaltungssétzen (Erhaltung
von Masse, Energie, Tragheitsmoment,...) entstanden sind.

Gegenbeispiel sind quantentheoretische Modelle, die fiir die Formulierung meist lineare
Abbildungen zwischen unendlichdimensionalen Vektorrdumen benétigen, sowie statistische
und datenbasierte Modelle (siehe unten).
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2.3 Beispiele
Momentangeschwindigkeit
Zu festen Zeitpunkten t1,...,%, wird der bis zum jeweiligen Zeitpunkt zuriickgelegte

Weg s1,...,s, gemessen. Gesucht sind die Momentangeschwindigkeiten v1,..., v, zu
jedem Messzeitpunkt.

Nebenbemerkung

Die Durchschnittsgeschwindigkeit bei Durchfahren des Streckenabschnitts
zwischen zwei Zeitpunkten lasst sich direkt aus dem Messwerten berechnen:

zuriickgelegte Strecke

2.1
bendtigte Zeit (2.1)

Die Momentangeschwindigkeit hingegen ist ein theoretisches Hilfsmittel und
kann nicht aus (endlich vielen) Messwerten exakt berechnet werden. Gibt s : [0,T] —
R die Position des Fahrzeugs zu jedem Zeitpun kt im Zeitraum [0, 7] an, so versteht
man unter der Momentangeschwindigkeit zur Zeit ¢ den Wert

s'(t), (2.2)

also den Anstieg des Graphen von s im Punkt (¢, s(t)).

Ein mogliches Modell zur Berechnung der Momentangeschwindigkeit ergibt sich direkt
aus der Definition:

o Eingaben: Weg-Zeit-Zusammenhang t — s(t) und Zeitpunkt t*.
o Ausgabe: Momentangeschwindigkeit v* zur Zeit t*.
o Zusammenhang: v* = §'(t*).

Fiir den praktischen Einsatz des Modells werden wir dieses diskretisieren miissen. Die
Eingabefunktion s werden wir durch eine auf den Messwerten si,...,s, basierenden
Néherung ersetzen miissen. Die Ausgabe besteht nur aus einer Zahl, sodass hier keine
Diskretisierung nétig ist. In Abhéngigkeit von der Diskretisierung ist dann noch zu
kldren, wie s’ ausgewertet werden kann.

Nebenbemerkung

Dass das Modell kontinuierlich ist, also auf Funktionen basiert, mag iibertrieben
aufwendig erscheinen, da ja klar ist, dass nur endliche viele Messwerte zur Verfiigung
stehen. Der Begriff der Momentangeschwindigkeit 1dsst aber kein diskretes Modell
zu. Fir die reine Formulierung des Modells miissen wir also auf Funktionen
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2 Modellierung

zuriickgreifen.  Wie gut die (theoretischen) Ergebnisse des Modells sich dann
praktisch aus endlich vielen Messungen annidhern lassen, muss im Rahmen der
Diskretisierung geklart werden.

Wir werden sehen, dass es fiir die Diskretisierung sehr viele verschiedene
Moéglichkeiten gibt. Der direkte Vergleich dieser Moglichkeiten ist oft komplizierter
als der Vergleich mit einem kontinuierlichen “Referenzmodell”; sodass man auch
in Zeiten von computerbedingt endlichdimensionaler Arbeitsweise trotzdem an
kontinuierlichen (und damit unendlichdimensionalen) Modellen interessiert ist.

Ein anderes, in gewisser Hinsicht leichter handhabbares Modell ergibt sich aus dem
Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung:

s(t) = s(0) +/O s'(r)dr. (2.3)

Nehmen wir s(0) = 0 an und bezeichnen wir fiir beliebige Funktionen ¢ : [0, 7] mit F'(g)
die Funktion

(F(9))(t) :=/0 g(r)dr, te€l0,7], (2.4)

so ist die Momentangeschwindigkeit v (zu jedem Zeitpunkt) die Losung der Integralgleichung
F(v) =s. (2.5)

Entsprechend folgt dann v* = v(¢*). Diskretisieren der Gleichung wird auf ein lineares
Gleichungssystem fiihren.

Wir haben also zwei recht unterschiedliche Modelle (Ableitung vs. Integralgleichung)
fir ein und das selbe Problem gefunden. Spéter werden wir uns genauer mit deren
Diskretisierung, sowie Vor- und Nachteilen befassen.

Brachistochrone

Hatten schon kurz ein Section [L.2 erwéhnt. Leiten dieses nun aus elementaren physikalischen
Gegebenheiten her.

Vereinfachen durch geeignete Wahl des Koordinatenursprungs die Notation etwas: Die
Kugel starte im Punkt (0,0) zur Zeit ¢ = 0 komme am Endpunkt (z,y) zur Zeit T > 0
an. Die Bahn werde durch eine Funktion A : [0,Z] — R beschrieben. Alternativ ist
auch die Schreibweise (z(t),y(t)) fiir die Position der Kugel zum Zeitpunkt ¢ niitzlich.
Zu berechnen ist die bendtigte Zeit T' in Abhéngigkeit von der Bahn h. Bendtigte
physikalische Groflen und Gesetze fithren zum Ziel:

o ELot(t) = mgh(z(t)) (potentielle Energie der Kugel zur Zeit ¢ relativ zum Startpunkt;
m ist Masse der Kugel; g ist die Fallbeschleunigung),
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o En(t) = tmu(t)? (kinetische Energie der Kugel zur Zeit ¢; v(t) ist der Betrag
der Geschwindigkeit zur Zeit t),

o EpLot + Exin = 0 zu jeder Zeit (bei t = 0 klar; anschlieBend gilt Energieerhaltung).

Daraus erhilt man die Formel

_ L [f L@
T(h) = = /O o (2.6)

( 210). Die schnellste Bahn ist somit die Losung des Minimierungsproblems

T(h) — min, (2.7)

wobei H die Menge aller auf [0, z] stetig differenzierbaren Funktionen ist.

Die Polstelle im Integrand bei x = 0 (also h(z) = 0) ist unkritisch, da die minimierende
Funktion /h endliches Integral besitzen wird, sofern mindestens ein h in H diese Eigenschaft
hat (z.B. h(z) = —/()).
Das gefundene Minimierungsproblem als Modell fiir die Berechnung der Brachistochrone
lasst sich sogar analytisch 16sen, muss also nicht zwingend numerisch gelost werden. Das
Problem gehort aber zu einer allgemeineren Klasse von Problemen, die sich nicht immer
analytisch 16sen lassen:

€2

F(h(z),h (z),z) dz — mi 2.8

mit einer das konkrete Problem definierenden Funktion F : R® — R, wobei h(z1) und
h(z2) gegeben sind.

Pendel

Die Bewegung eines Fadenpendels kann als Funktion ¢ : [0,00) — [-7, ] beschrieben

werden, die zu jedem Zeitpunkt ¢t die Auslenkung des Pendels als Winkel relativ zur
Ruheposition angibt. Sind ¢(0) (Anfangsauslenkung) und ¢’(0) (Anfangswinkelgeschwindigkeit)
vorgegeben, so ist der Bewegungsablauf durch das Newton’sche Gesetz

B [w”(t)]
F(t,z(t),y(t))=m |, |, t>0, (2.9)
y'(t)

eindeutig vorherbestimmt. Dabei geben z(t) und y(t) die Koordinaten der Pendelmasse
m zur Zeit t an und F ist die auf die Pendelmasse wirkende Kraft. Diese kann prinzipiell
von der Position (und somit indirekt von der Zeit) und auch direkt von der Zeit abhdngen
(Pendel befindet sich z.B. in einer zeitlich und rdumlich verénderlichen Luftstromung).
Wirkt nur die Schwerkraft, so erhédlt man aus dem Newton’schen Gesetz Gleichung

o (t) + % sinp(t) = 0 (2.10)
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2 Modellierung

zur Beschreibung der Pendelbewegung ( 230). Diese ist eine nichtlineare gew6hnliche
Differentialgleichung zweiter Ordnung, die sich nur sehr mithsam analytisch 16sen lasst.

Fiir kleine Auslenkungen kann man die Ndherung

sin p(t) ~ ¢(t) (2.11)

verwenden um einen einfacher zu lésende linear gewohnliche Differentialgleichung zu
erhalten:

o () + %@(t) —0. (2.12)

Der dabei entstehende Modellfehler ist um so grofer je grofler die Auslenkung des Pendels
ist. Ob die Situation diese Vereinfachung rechtfertigt, muss im Einzelfall entschieden
werden. Zu bedenken ist, dass auch das nichtlineare Modell schon Fehler enthélt, z.B.:

e Vernachlédssigung der Reibung,
o Idealisierung von Seil und schwingendem Objekt als Massepunkt,

e Vernachléssigung der Dehnung des Seils durch Zugkraft.

Zerfalls- und Wachstumsprozesse

Zerfallsprozesse und Wachstumsprozesse kénnen durch gewéhnliche Differentialgleichungen
beschrieben werden. Betrachten hier beispielhaft einen konkreten Zerfallsprozess: Eine
zum Zeitpunkt ¢ = 0 vorhandene Masse m eines Materials unterliege dem radioaktiven
Zerfall. Zu jedem Zeitpunkt ¢ > 0 ist die Masse m/(t) des noch nicht zerfallenen Materials
gesucht. Die Funktion m : [0,00) — R soll durch eine gewohnliche Differentialgleichung
mit Anfangsbedingung beschrieben werden.

Dazu zunéchst zwei Beobachtungen:

o Da Zerfallsprozesse je nach Material und Umgebung unterschiedlich schnell verlaufen
konnen, muss die gesuchte Differentialgleichung einen Parameter enthalten, in den
die Zerfallsgeschwindigkeit eingeht.

o Aus der Beobachtung von Zerfallsprozessen ist bekannt, dass der in einem Zeitintervall
zerfallende Massenanteil nicht von der am Intervallanfang vorhandenen Masse
abhéngt, sondern nur von der Lénge des Intervalls.

Daraus erhilt man die Beziehung
m' =cm (2.13)

( 250). Dies ist eine homogene lineare Differentialgleichung erster Ordnung mit
konstanten Koeffizienten. Sie driickt aus, dass die Anderung m’ der Materialmenge stets
proportional zur vorhandenen Materialmenge m ist.

Die Anfangsbedingung ist
m(0) = my. (2.14)
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2.4 Statistische Modelle

Fiir ¢ > 0 sind die Losungen offensichtlich monoton wachsend, sonst monoton fallend.
Die allgemeine Losung ist
m(t) = ae’ (2.15)

mit a € R. Einsetzen des Anfangswertes liefert

m(t) = mge“’. (2.16)

2.4 Statistische Modelle

Sind Eingabe und/oder Ausgaben statistische Grofien (Zufallsgrofien, Verteilungsfunktionen,
Dichtefunktionen,...) so spricht man von statistischen Modellen. Diese Unterscheiden
sich sowohl in der Herleitung als auch in der algorithmischen Behandlung wesentlich von
den klassischen Modellen.

Statistische Modelle treten in allen Wissenschaftsgebieten auf, in denen Systeme als
Zusammenspiel sehr vieler gleichartiger Einzelsysteme untersucht werden. Die Spannbreite
reicht von den Sozialwissenschaften {iber die Wirtschaftswissenschaften bis zur Physik.

Beispiel (Wiener-Prozess)

Konkretes Beispiel fiir ein statistisches Modell aus der Physik ist der Wiener-
Prozess zur Beschreibung der Brown’schen Bewegung. Ausgabe des Modell ist
eine zufillige Funktion f : [0,00) — R, welche jedem Zeitpunkt die Position eines
sich zufallig entlang einer Achse vor oder zuriick bewegenden Teilchens. Dabei
folgen die Differenzen der Positionen zu zwei verschiedenen Zeitpunkten einer
Normalverteilung, deren Mittelwert von der Zeitdifferenz abhingt (je mehr Zeit
vergangen ist, desto grofer ist der Abstand im Mittel).

Der Wiener-Prozess liefert bei gegebenen Parametern (Eingaben) also keine konkrete
Funktion als Ergebnis, sondern stets eine andere. Statt an einer einzelnen Funktion
ist man an der Wahrscheinlichkeitsverteilung iiber alle moglichen Funktionen
interessiert, sodass diese als Ausgabe des Modells zu betrachten ist.

In der Physik gibt es das Teilgebiet der statistischen Physik, welche statistische Modelle
nutzt um insbesondere eine Vielzahl thermodynamischer Zusammenhénge zu formulieren.
Statt eine extrem grofle Anzahl von interagierenden Teilchen durch teilchenbasierte
Einzelmodelle zu beschreiben (was die verfiigbare Rechenleistung von Computern gar
nicht erlaubt), werden nur die statistischen Eigenschaften des Gesamtsystems untersucht.

2.5 Datenbasierte Modelle

Mochte man einen komplexen Vorgang modellieren, zu dessen Abbildungsverhalten schon
sehr viele Messwerte vorliegen (welche Eingabe liefert welche Ausgabe?), so kann man
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2 Modellierung

automatisiert aus diesen Messwerten ein Modell generieren, welchen dieses Abbildungsverhalten
auf die Menger aller moglichen Eingaben verallgemeinert. Dieser Form des Modellierens
wird als datenbasiertes Modellieren oder als maschinelles Lernen bezeichnet.

Seien (z1,41), - - -, (¥n, yn) Paare von Eingaben (Vektoren in R™) und zugehorigen Ausgaben
(reelle Zahlen), die sogennanten Trainingsdaten, und sei f : R”™ — R eine von reellen
Parametern wy, ..., w, abhingige Funktion. Dann ist das Minimierungsproblem

ST (f@) —w)® = min (2.17)

=1 Parameter in f

zu losen. Die daraus erhaltenen Parameter liefern ein konkretes f als Modell fiir den
Zusammenhang zwischen beobachteten Ein- und Ausgaben, welches auch bisher nicht
beobachtete Eingaben verarbeiten kann.

Typische Wahlen fiir f sind Linearkombinationen einfacher Ansatzfunktionen (z.B. Monome,
Hitchenfunktionen) oder speziell strukturierte, rekursiv definierte Verschachtelungen

sehr einfacher Grundfunktionen (z.B. nichtlinear transformiertes Skalarprodukt aus Eingabevektor
und Parametervektor). In ersterem Fall spricht man von linearer Regression, im

zweiten Fall von kiinstlichen neuronalen Netzen.

Vorteile gegentiber klassischen Modellen:

o Physikalische oder anderweitige Zusammenhinge zwischen Ein- und Ausgaben
miissen nicht bekannt sein.

o Leichte algorithmische Auswertung der Modelle (zur Eingabe x berechne den Funktionswert
f(x)).
Nachteile:

e Zuverlassigkeit bei Eingaben, die nicht sehr nah an den Trainingsdaten sind, ist
unklar.

e Bereich der Eingaben, die korrekten Ausgaben liefern, ist unklar.

e Losung des Minimierungsproblems isz im Fall neuronaler Netze sehr aufwendig.
Meist ist nur eine sehr grobe Néaherung des eigentlichen Minimierers verfiigbar.

o Es sind keine strukturellen Erkenntnisse aus dem Modell ableitbar (Warum gerade
diese Ausgabe? “Black-Box”).

o Es werden grofle Mengen qualitativ hochwertiger Trainingsdaten bendtigt.

Beispiel (Suszeptibilitdtsgewichtete Magnetresonanztomografie)

Die verschiedenen Gewebearten von Tier und Mensch lassen sich in einem
externen Magnetfeld unterschiedlich stark magnetisieren, d.h. sie besitzen
unterschiedliche magnetische Suszeptibilitdt. = Mit entsprechend konfigurierten
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2.5 Datenbasierte Modelle

Magnetresonanztomograf kann man die Suszeptibilitit in einem komplexen
Prozess ortsaufgelost messen und erhélt so eine dreidimensionale Darstellung der
Gewebestrukturen. Die suszeptibilitidtsgewichtete Bildgebung ist noch in aktiver
Entwicklung.

Die physikalischen Vorgéinge sind komplex und die Interaktion der Magnetfelder
mit dem Gewebe noch nicht vollstdndig verstanden. Insbesondere muss die
Modellierung ein Vielzahl technischer Parameter des verwendeten MR-Tomografen
beriicksichtigen. Ein moglicher Ausweg ist die Kombination von klassischem
Modell fiir die “grobe” physikalische Modellierung und datenbasiertem Modell fiir
die Feinabstimmung. Das nachgelagerte datenbasierte Teilmodell kann, sofern
hinreichend gute Trainingsdaten vorhanden sind, Modellfehler des klassischen
Modells verringern. Ein ausschliellich datenbasierter Ansatz wiirde viel mehr
Trainingsdaten bendtigen und aufgrund des Black-Box-Verhaltens kiinstlicher
neuronaler Netze nicht die in medizinischen Anwendungen bendétigte Zuverléssigkeit
liefern.
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3 Numerische Differentiation

3 Numerische Differentiation

Fir eine gegebene differenzierbare Funktion f : R — R soll die Ableitung

f(@) = f(@o)

T—TQ Tr — X0

an einer Stelle ¢y € R numerisch berechnet werden.

3.1 ldee

Aus der Definition der Ableitung erhélt man sofort zwei einfache Moglichkeiten zur
niaherungsweisen Berechnung von f’(x):

o Vorwirtsdifferenzenquotient (r > xp): Zu vorgegebener Schrittweite h > 0
berechne

F(wo) e L0 hi)L — flao) (3.2)

« Riickwirtsdifferenzenquotient (x < z(): Zu vorgegebener Schrittweite h > 0
berechne

f/(xO) ~ f(l‘o) - z(ajo - h) (33)

Die Vorwértsdifferenz liefert eine Naherung fir die rechtsseitige Ableitung, die Riickwartsdifferenz
fir die linksseitige. Fiir differenzierbares f stimmen links- und rechtsseitige Ableitung
iiberein. Um sich nicht zwischen beiden Varianten entscheiden zu miissen, kann man

auch den Mittelwert beider Varianten nutzen:

e Zentraler Differenzenquotient: Zu vorgegebener Schrittweite h > 0 berechne

f/(xo) ~ f(l‘() + h)2_hf($0 — h) (34)

(DvD 310).

Kann f nur an vorgegebenen Stellen ausgewertet werden, z.B. f nur an endlich vielen
Stellen durch Messungen gegeben ist, so miissen xg und h bei Vorwarts- und Riickwértsdifferenz
so gewéhlt werden, dass f an xzg und xg + h bzw. zo — h ausgewertet werden kann. Bei

der zentralen Differenz ist xy hingegen frei wéhlbar, aber xg + h und z¢ — h miissen die
Auswertung von f erlauben. Zu diesem Zweck kénnen auch zwei verschiedene h gewéhlt
werden:
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3.2 Approximationsfehler

e Zu vorgegebenen Schrittweiten hy > 0 und A_ > 0 berechne

flwo+hy) = flzo—h-)

s (3.5)

f(wo) =

Auch in diesem Fall kann die zentrale Differenz als (gewichteter) Mittelwert aus entsprechender
Vorwirts- und Riickwartsdifferenz interpretiert werden ( 315).

Merke!

Aus der Definition der Ableitung folgt sofort: Je kleiner die Schrittweite h bei
der numerischen Differentiation, desto nédher liegt die numerische Losung am
tatsachlichen Wert.

ABER: Diese Feststellung gilt nur, wenn die Funktionswerte von f exakt bekannt
sind und die Berechnung des Quotienten ohne Rundungsfehler durchgefiihrt wird
(was praktisch nicht mdoglich ist). Details dazu spéter.

3.2 Approximationsfehler

Untersuchen den Fehler, der beim Ersetzen der Ableitung f’(xg) durch einen Differenzenquotient
entsteht.

Merke!

Gibt es zu gegebenem f, gegebenem zy und gegebenem Differenzenquotient h +—
D(xg, h) ein hypax > 0, ein ¢ > 0 und ein p > 1, sodass

|f/(z0) — D(zo,h)| < ch? fiir alle h € (0, hyax] (3.6)

gilt, so sagt man, dass der Approximationsfehler bei xy von der Ordnung p
ist. Dabei darf ¢ von f, zg und hyax abhéngen, aber nicht von h.

Da die Aussage nur an einer konkreten Stelle zq gilt, spricht man auch vom lokalen
Approximationsfehler.

Fiir die drei verschiedenen Differenzenquotienten erhélt man:

o Vorwartsdifferenz:

|f'(z0) = D(x0,h)| < ch (3.7)

mit
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3 Numerische Differentiation

c=1 max [/, (3.8)

2 56 [IBO »ZO +hmax}

sofern f zweimal stetig differenzierbar ist.

e Rickwartsdifferenz:

|f'(z0) — D(z0,h)| < ch (3.9)

mit

Cc

max |f"(), (3.10)

1
B 2 ée[xofhmax:xo}

sofern f zweimal stetig differenzierbar ist.

e Zentrale Differenz:

|f'(x0) — D(xo, h)| < ch? (3.11)
mit

el max F7(6), (3.12)

6 EG [LI:O —hmax,l‘o +hmax]

sofern f dreimal stetig differenzierbar ist.

( 330). Bei den einseitigen Differenzen halbiert sich der Approximationsfehler
also, wenn die Schrittweite halbiert wird. Bei der zentralen Differenz sinkt der Fehler
auf ein Viertel bei Halbieren der Schrittweite, sofern f glatt genug ist.

Beispiel

Fehler fiir h € (0,0.2] bei der ndherungsweisen Berechnung von f/(0.1) fir f(z) =
sin(m x):
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3.2 Approximationsfehler

0.5 A -
— vorwarts

rickwarts

0.4 .....

0.3 1

0.2 1

Approximationsfehler

0.1 A

0.0 1=

T T T T T T T
0.000 0025 0.050 0.075 0.100 0.125 0150 0.175 0.200
h

Man kann die lokalen Aussagen fiir den Approximationsfehler zu globalen Aussagen
erweitern:

Merke!

Fir zweimal stetig differenzierbares f : [a,b] — R gilt:
o Vorwiértsdifferenz:
() = Dl )| < ma |1 (313)
fir h > 0 und x € [a,b — h],
o Riickwértsdifferenz:
() = D(a, )] < e [£(€)| (3.14)
fir h > 0 und = € [a + h,b].
Fiir dreimal stetig differenzierbares f : [a,b] — R gilt:
« zentrale Differenz:
() = Dl )| < ma |(©)] (315)

fir h > 0und x € [a+ h,b— h.
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3 Numerische Differentiation

Daraus sieht man sofort, dass

 die einseitigen Differenzen exakte Ableitungswerte fiir lineare Funktionen liefern,

o die zentrale Differenz exakte Werte fiir lineare und quadratische Funktionen liefert.

3.3 Ableitungen hoherer Ordnung

Néherungswerte fiir hohere Ableitungen kann man leicht durch mehrfaches Anwenden
der Differenzenquotienten fiir die erste Ableitung erhalten. Eine iibliche Approximation
fir die zweite Ableitung ist

f(@o+h) =2 f(z0) + f(wo — h)

D?(zo,h) == 73 . (3.16)

Diese erhélt auf allen der folgendenen Wege:

e erst Vorwartsdifferenz, dann Riickwartsdifferenz,
o erst Riickwirtsdifferenz, dann Vorwartsdifferenz,

o zweimal zentrale Differenz mit halber Schrittweite

( 340). Der Approximationsfehler verhélt sich hier quadratisch, falls f wenigstens
viermal stetig differenzierbar ist:

|f"(z0) — D*(z0,h)| < ch? fiir alle h € (0, hpay] (3.17)

mit

c= max IF W) (3.18)

B 13 [$O_hmax ,$O+hmax]
(IDVID 345).

Aus der Fehlerabschiitzung sieht man sofort, dass D?(zg, h) fiir Polynome dritten Grades
exakte Werte liefert.

Falls f nur dreimal stetig differenzierbar ist, erhédlt man nur einen Approximationsfehler

der Ordnung 1. Ist f mehr als viermal stetig differenzierbar, folgt trotzdem nur quadratische

Ordnung fiir den Approximationsfehler (Analoges gilt fiir die Approximation der ersten
Ableitung).

Nebenbemerkung

Néherungsformeln fiir Ableitungen (egal welcher Ordnung) haben stets die Struktur

l
1=1
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3.3 Ableitungen héherer Ordnung

mit
> ai=0. (3.20)

Dies sichert, dass die Formeln wenigstens fiir konstante Funktionen f stets exakte
Werte (also Null) liefern.
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4 Numerische Integration

4 Numerische Integration

Fiithren ein konkretes Verfahren zur numerischen Integration ein, welches uns gelegentlich

gute Dienste leisten wird, insbesondere auch fiir das Losen partieller Differentialgleichungen.
Fiir einen anderen Ansatz und zusétzliche theoretische Untermauerung sei auf die Veranstaltung
zur numerischen Mathematik verwiesen.

4.1 ldee

Um das Integral
b
I::/ flx)dz (4.1)

einer stetigen Funktion f : [a,b] — R ndherungsweise zu berechnen, stellen wir f als
Linearkombination einfach integrierbarer Basisfunktionen dar:

fl@) = cibi(x). (4.2)
=1

Dabei sind ¢y, ..., ¢, € R die von f abhdngenden Koeffizienten und by, ..., b, : [a,0] = R
von f unabhéngige Funktionen. Aus den Eigenschaften des Integrals (Linearitét!) folgt

sofort, . ,
I:E}%/M@m. (4.3)
i=1 a

Die Idee, allgemeine Funktionen als Linearkombinationen von zweckméfig gewéhlten
Basisfunktionen darzustellen, ist im wissenschaftlichen Rechnen weit verbreitet, sodass
im Folgenden auch iiber die Bediirfnisse der numerischen Integration hinausgehende
Beispiele fir Basisfunktionen genannt werden.

4.2 Ubliche Basisfunktionen
Stiickweise konstante Funktionen

Fira=1zo<z1 < - - < xp:= b setze

1 fall i—154i),
@@p:{’aﬁxe@lx) (4.4)
0, sonst,

firi=1,...,n.

Dann gilt

o= 37 () ) (4.5)
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4.2 Ubliche Basisfunktionen

und die Integrale der Basisfunktionen sind

/ iy = L (4.6)

Stiickweise lineare Funktionen

Flira=:z1 <x9<--- <z, := b setze

ro—r1’

{ To—x falls = € [z1, z9],

0, sonst,

- (4.7)
() i | o (IS 2 € oo, ),
0, sonst,
und
f;ﬁ:, falls © € [x;_1, z4],
bi(z) = § o=, falls @ € [z, 2i41], (4.8)
0, sonst,
firi=2,...,n— 1.
Dann gilt

und die Integrale der Basisfunktionen sind

, LTl fiir g = 1,
/ bi(r)de = =B g — 2, (4.10)
¢ Imnel o fiir i =n.
Radiale Basisfunktionen
Seien z1,...,x, € [a,b] paarweise verschieden und sei g : R — R eine Funktion, die nur

von |z| und nicht direkt von z abhéngt. Dann heiflen die Funktionen
bi(z) == g(x — ;) (4.11)

radiale Basisfunktionen. Diese entstehen durch Verschiebung der Funktion g und sind
symmetrisch. Ublicherweise hat g Hiitchen- oder Glockenform.

Beispiele:
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4 Numerische Integration

o Fiir ; := (i — 1) =2 liefert

sonst

n—1 b—a
— = |z|, falls |z|] < =2,
g(l‘) = {0 b—a | | | ‘ n—1 (4.12)

gerade die Basisfunktionen zur Darstellung stiickweise linearer Funktionen.

e Mit der Glockenkurve

N

(4.13)

Q
—~
8
~
I
@
Q‘H
)

erhélt man sehr glatte Approximationen von f, wobei ¢ > 0 ein Parameter zur
Steuerung der Glockenbreite ist. Da sich die Trager (Intervalle mit von Null
verschiedenen Funktionswerten) der Basisfunktionen iiberlappen, kénnen die Koefficienten
¢; zur Darstellung von f nicht direkt aus f abgelesen werden. Stattdessen ist ein
lineres Gleichungssystem zu losen:

3

flzj) = ‘ ciglx;—x), j=1,...,n. (4.14)

Die Systemmatrix hat Einsen auf der Diagonale und (iiberlicherweise) kleine Werte
auflerhalb der Diagonale.

Fourier-Basis

Fiir glatte Funktionen f : [a,b] — R, die einen Ausschnitt einer periodischen Funktion
darstellen, also f(a) = f(b) erfiillen, bietet sich die sogenannte Fourier-Basis an. Zur
Vereinfachung der Formeln wird diese gern anders indiziert:

1
bol) = b—a
sin b—a . X —a
b (z) = 5 sin 27”b—a , (4.15)
cos b—a .T—a
bi®(z) == 5 Cos 27”b—a .

32



4.2 Ubliche Basisfunktionen

Man erhélt also die Folge by, bﬁin, bi°®, bgin, 5°%, ... von Basisfunktionen. Die Koeffizienten
zur Darstellung von f sind dann

b

o ::/ f(z) bo(x) da,
b

gin / F(@) b (2) da, (4.16)
b

i [ 1) b (a) da

Bezeichnen wir mit

sin cos sin _cos

Cci= (60701 761 7"‘7cn 7cn ) (417)

einen Koeffizientenvektor und mit

n

ge(x) :=cobo(z) + Z B (1) 4 €05 bEOS () (4.18)
i=1

die zugehorige Linearkombination der Basisfunktionen, so erhélt man die zu f passenden
Koeffizienten als Losung des Minimierungsproblems

b
/ (f(z) - gc(av))2 dz — min (4.19)

C€R2n+l

(ohne Beweis).

Fiir die Berechnung der Koeffizienten aus endlichen vielen Funktionswerten von f existieren
sehr effiziente Algorithmen (Schnelle Fourier-Transformation).

Wavelet-Basen

Wavelets sind Funktionen, aus denen man durch systematisches Skalieren und Verschieben
Funktionensysteme mit dhnlichen Eigeschaften wie der Fourier-Basis gewinnen kann:

e beste Approximation im Sinne des integrierten quadratischen Fehlers,

e Berechnung der Koeffizienten mittels sehr effizienter Algorithmen,

o Kodierung grober Strukturen in den ersten Koeffizienten, Details in den spéteren.

Jedoch bieten Wavelet-Basen viel mehr Freiheiten, da sie nicht zwingend im Frequenzbereich
arbeiten (und damit stets tiberall im Ortsbereich wirken wiirden), sondern auch lokal
im Ortsbereich Manipulationen erlauben.

Das einfachste Beispiel fiir Wavelets sind die Haar-Wavelets, welche ein Spezialfall der
héufig verwendeten Daubechies-Wavelets sind.
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4 Numerische Integration

4.3 Diskretisierte Stammfunktion

Ist zu f : [a,b] — R die Stammfunktion
Filab 5 R, F(2) = fla)+ /Zf(:):) dz (4.20)

gesucht, so muss (theoretisch) fiir jedes z eine numerische Integration von f {iber dem
Intervall [a, z] durchgefiihrt werden. Praktisch sind wir nur an F(z) fir endlich viele
z =z mita=:z9 < 21 < --- < 2z, := b interessiert. Wegen F(zy) = 0 sollen also n
Werte bestimmt werden.

Wurde f auf [a,b] mittels n Basisfunktionen diskretisiert, so besteht zwischen den
Koeffizienten ¢y, . . ., ¢, und den gesuchten Funktionswerten F'(z1),..., F(z,) ein linearer
Zusammenhang

F(zj) = ZC@- / J bi(x)dz, j=1,...,n, (4.21)
=1 Ja

der als Matrix-Vektor-Produkt

Z=Ac (4.22)
mit .
c:=[a el (4.23)
T
Z:=[F(zn) -+ F(zn)] (4.24)
und
[P h@)de o [P ba(r) da
A= : : (4.25)
[rb(z)de - [T by(a)da
geschrieben werden kann. Ublicherweise wihlt man die Basisfunktionen so, dass diese zu
den Integrations Grenzen z1, . .., z, passen, also z.B. stiickweise lineare Hiitchenfunktionen
zu den Punkten z1, ..., 2z, oder auf den Intervallen [z;, z;+1 konstante Basisfunktionen.
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5 Fallstudie: Computertomografie

Die Computertomografie (CT) ist ein weit verbreitetes medizinisches und industrielles
Bildgebungsverfahren. Diskutieren hier alle Teilschritte vom Hardware-Aufbau bis zum
Losungsalgorithmus. Schwerpunkt sind das Erkennen von zu 16senden (Teil-)Problemen,

die Auswahl geeigneter Losungsverfahren und deren Implementierung. Nicht betrachtet

wird die Effizienz der Algorithmen, da die derzeit effizientesten Verfahren unsere mathematischen
Fahigkeiten iibersteigen.

5.1 Funktionsweise

Grundidee:

1. Rontegenbilder aus vielen verschiedenen Richtungen aufnehmen.

2. Aus diesen Bildern Riickschliisse auf die Strahlenabsorption im Inneren des Objekts
schlielen.

Dass man aus den Einzelbildern theoretische das Innere des Objekts rekonstrukieren
kann, ist seit 1917 bekannt (siche Johann Radon und (Radon-Transformation)[Radon-
Transformation]). Die technische Umsetzung benétigt aufgrund des Rechenaufwands
einen Computer, sodass erst in den 1970er-Jahren erste CT-Gerédte entwickelt wurden.
Die arbeiteten nach dem Parallelstrahlverfahren: Die Einzelbilder wurden schichtweise
aufgenommen (also nur eine Rasterzeile jedes Bildes) und die Rontgenstrahlen liefen
parallel durch das Objekt (vgl. Abbildung).

Heute sind ficherformige Strahlenverldufe {iblich. Teils werden die Schichten auch
iiberlappend aufgenommen oder man 16st sich génzlich vom schichtweisen vorgehen,
indem Roéntgenquelle und Detektor spiralférmig um das Objekt bewegt werden (Spiral-
oder Helix-CT.

5.2 Modellierung

Das innere des Objekts in einer Aufnahmeschicht sei durch eine stetige Funktion f : R? —
R beschrieben, die nur im Inneren {(z,y) € R? : 22 4+ y? < 1} der Einheitskreisscheibe
von Null verschieden ist. Der Wert f(x,y) beschreibt die Absorption von Réntgenstrahlen
im Punkt (z,y) des Objekts aufgrund des dort vorhandenen Gewebes/Materials.

Nebenbemerkung

Man kénnte auch f : {(x,y) : 22 +3? < 1} — R verwenden. Allerdings wiren dann
auch (stetige) Funktionen zugelassen, die am Rand der Kreisscheibe ins Unendliche
gehen. Um das zu vermeiden wére noch f : {(z,y) : 22 + y? < 1} — R denkbar mit
der Zusatzforderung, dass f auf dem Rand der Kreisscheibe Null sein soll. Dann
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Figure 5.1: *
Funktionsprinzip der Computertomografie (links) und ein Sinogramm als Beispiel fiir
die direkt gemessenen Daten, aus denen das Innere des untersuchten Objekts
rekonstruiert werden soll (rechts).
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miissten wir aber spéiter beim Auswerten der Funktion immer darauf achten, dass
das Argument (x,y) stets in der Kreisscheibe liegt. Dies wiirde die Formel unnétig
verkomplizieren.

Der Aufnahmevorgang wird durch die Radon-Transformation beschrieben. Diese
bildet stetige Funktionen f : R? — R (wie oben) auf stetige Funktionen

Rf:[0,27] x [-1,1] 5 R (5.1)

ab, indem sie f entlang parallel verlaufender Geraden integriert:

(Rf)(a,0) = /_llf (a [_Ciisnaa} +r [Z?ﬁ‘;‘]) dr. (5.2)

( 510, schone Animation). Bezeichnen wir mit g(«, o) die vom Detekor zum durch
(v, 0) beschriebenen Strahlverlauf gemessene Intensitét, so gilt

g(a,0) = ce” R, (5.3)

wobei ¢ > 0 die Intensitit der Rontgenquelle angibt (Lambert-beersches Gesetz). Wir
erhalten also

“ln <g((”)> = (R f)(a,0) (5.4)

c

fiir den Zusammenhang zwischen Messwerten g(a, o) und der gesuchten Funktion f.

Nebenbemerkung

Wir nutzen hier (zunédchst) ein kontinuierliches Modell, obwohl klar ist, dass
dieses mit dem Computer nicht l6sbar ist. Allerdings kénnen wir so einerseits
viele schwierige Fragen (Objektauflosung, Datenauflésung, Strahlbreite, numerische
Integration,...) zunédchst ausblenden. Andererseits werden wir sehen, dass man aus
dem kontinuierlichen Modell Losungsalgorithmen ableiten kann, die man in einem
diskreten Modell nicht sehen wiirde.

Die Radon-Transformation ist eine lineare Abbildung, kann also nach geeignetet Diskretisierung
als Matrix-Vektor-Multiplikation umgesetzt werden.

Die Section El] sind allerdings nur teilweise erfiillt:

o Zu gegebenen Daten ¢ findet man stets eine Losung f (eine mathematisch sauberere
Formulierung iibersteigt unsere Moglichkeiten).

e Die Losung ist eindeutig.

« ABER: Die Losung reagiert sehr empfindlich auf Anderungen in den Daten (Messfehler /Rauschen!).
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Die unstetige Abhéngigkeit der Losung von den Daten ist kein (!) Modellierungsfehler,
sondern in der Sache an sich begriindet. Manche/viele Vorgénge in der Physik besitzen
keine stetige Umkehrung. Wie wir mit dieser Situation umgehen, kldren wir spéter.

Das Modell vernachlassigt diverse Details:

e Die Strahlen werden nie exakt entlang paralleler Geraden verlaufen, sondern sich
mit Entfernung von der Quelle etwas aufweiten.

o Effekte wie Beugung, Brechung, Strahlaufhidrtung werden nicht beachtet.

e Das Objekt wird als starr angenommen, obwohl die Aufnahme ein gewisses Zeitintervall
in Anspruch nimmt, in dem Bewegungen stattfinden kénnen.

5.3 Testdaten

Benotigen Daten (Sinogramm) zum Testen verschiedener Losungsansétze.

Merke!

Anforderungen an die Testdaten:
» moglichst keine Datenfehler (Rauschen,...),
¢ in verschiedenen Auflésungen verfiighar,

o Losung moglichst exakt bekannt.

Sind die Testdaten fehlerbehaftet, so ist nicht klar, ob Fehler in der Lésung aus unserem
Losungsansatz (bzw. dessen Implementierung) oder aus den Datenfehlern resultieren.
Auch wenn spéater hochauflésende Daten verwendet werden sollen, sind fiir die zahlreichen
Testldufe niedrig aufgeloste Daten unter Umstdnden sehr zeitsparend. Ohne Kenntnis
der exakten Losung kénnen wir nicht beurteilen, ob unser Verfahren korrekt arbeitet.

Die obigen Anforderungen sind praktisch nur mit synthetischen Daten erfiillbar. Fiir
die Computertomografie verwendet man gern das so genannte Shepp-Logan-Phantom,
welches in [SL74] eingefiihrt wurde. Dieses besteht aus einer Uberlagerung von zehn
verschieden grofien Ellipsen. Der folgende Code erzeugt ein Rasterbild des Shepp-Logan-
Phantoms aus den Ellipsen-Definitionen ( 515). Die in der urspriinglichen Arbeit
verwendeten Grauwerte haben zu geringen Kontrast fiir eine gut erkennbare Darstellung,
sodass wir diese ersetzen mit den in The Radon Transform - Theory and Implementation
(Toft, 1996) verwendeten Werten.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

def ellipse_dict(x, y, angle, axisl, axis2, value):
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5.3 Testdaten

return dict(x=x, y=y, angle=angle, axisl=axisl, axis2=axis2,
« value=value)

shepp_logan_data = [

ellipse dict( 0 , O , 0 , 0.69 , 0.92, 1
— ),

ellipse_dict( 0 , —0.0184, O , 0.6624, 0.874,
— _0.8),

ellipse_dict( 0.22, 0 , -18 % np.pi / 360, 0.11 , 0.31 ,
— _0.2),

ellipse_dict( -0.22, O , 18 * np.pi / 360, 0.16 , 0.41 ,
— -0.2),

ellipse_dict( 0 , 0.35 , 0 , 0.21 , 0.25 ,
ellipse_dict( 0 , 0.1 , O , 0.046 , 0.046,
ellipse_dict( 0 , 0.1 , O , 0.046 , 0.046,
ellipse_dict( -0.08, -0.605 , O , 0.046 , 0.023,
ellipse_dict( O , —0.605 , O , 0.023 , 0.023,
- 0.1),

ellipse_dict( 0.06, -0.605 , O , 0.023 , 0.046,

def shepp_logan_image(n):
img = np.zeros((n, n), dtype=float)
pixel_centers = np.linspace( -1 + 1/n, 1 - 1/n, n)
grid_x, grid_y = np.meshgrid(pixel_centers, -pixel_centers)
for e in shepp_logan_data:
S_inv = np.array([ # inverse Skalierungsmatriz
[1 / e['axisl1'], O 1,
[o, 1/ e['axis2']]
D
R_inv = np.array([ # inverse Rotationsmatriz
[ np.cos(el['angle']), np.sin(e['angle'])],
[ -np.sin(e['angle']), np.cos(e['angle'])]

D

A = S_inv @ R_inv

x = grid_x - e['x']

y = grid_y - el['y']

f = (A[0, 0] * x + A[O, 1] * y) »*x 2 + (A[1, 0] * x + A[1, 1]
oY) k% 2
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img[f < 1] += e['value']
return img

fig, ax = plt.subplots()
ax.imshow(
shepp_logan_image (300),
cmap='gray',
interpolation='none',
extent=( -1, 1, -1, 1)
)
ax.set_xticks([ -1, 0, 11)
ax.set_yticks([ -1, 0, 11)
plt.show()

-1
-1 0 1

Wesentlicher Grund fiir die breite Verwendung des Shepp-Logan-Phantoms ist, dass man
das Sinogramm in beliebiger Auflosung exakt berechnen kann. Auch fiir einige andere
einfache geometrische Objekte neben Ellipsen ist die Radon-Transformation analytisch
auswertbar. Die sich ergebenden Formeln findet man in The Radon Transform - Theory
and Implementation (Toft, 1996) ab Seite 199.

def shepp_logan_sinogram(angles, n_pixels):
n_angles = len(angles)
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5.3 Testdaten

sino = np.zeros((n_pixels, n_angles), dtype=float)
alpha, sigma = np.meshgrid(
angles + 0.5 * np.pi, # Winkel \theta in Toft 1996 (Seite 24)
np.linspace(l - 1/n_pixels, -1 + 1/n_pixels, n_pixels)
)
for e in shepp_logan_data:
# Berechnungen aus Toft 1996 (Seite 200) entnommen
tmpO = e['axisl'] *x 2 * np.cos(alpha - e['angle']) ** 2 \
+ e['axis2'] ** 2 * np.sin(alpha - e['angle']) ** 2
tmp = (sigma - e['x'] * np.cos(alpha) - e['y'] * np.sin(alpha))
o k% 2
sino += 2 * e['value'] * e['axisl'] * e['axis2'] \
* 1/tmp0 * np.sqrt(np.maximum(0, tmpO - tmp))
return sino

fig, ax = plt.subplots()
ax.imshow(
shepp_logan_sinogram(np.linspace(0, 2 * np.pi, 300,
<~ endpoint=False), 360),
cmap='gray',
interpolation='none',
extent=(0, 2 * np.pi, -1, 1),
aspect='auto'
)
ax.set_xlabel('Winkel')
ax.set_xticks([0, np.pi, 2 * np.pil)
ax.set_xticklabels(['0', '"$\\pi$', '$2\\pi$'1)
ax.set_yticks([ -1, 0, 11)
plt.show()
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0 m 2
Winkel

Aufgrund der Symmetrie kann das Objekt bereits aus den Daten fiir den Winkelbereich
[0, ) rekonstruiert werden. Genauer gilt:

(Rf)(a,0)=(Rf)a+m, —0). (5.5)

Vorerst arbeiten wir mit (bis auf Rundungsfehler) exakten Daten. Spéter, wenn das
prinzipielle Vorgehen zur Rekonstruktion geklért ist, werden wir die Testdaten realitdtsnéher
gestalten.

5.4 Losungsansatze

Betrachten hier kurz drei grundlegend verschiedene Losungsansétze. Fiir die ersten
beiden belassen wir es bei einem Proof-of-Concept. Den dritten werden wir im Anschluss
detaillierter betrachten.

Merke!

Prinzipielles ~ Unterscheidungsmerkmal  bei allen  Losungsverfahren  im
wissenschaftlichen Rechnen ist der Zeitpunkt des Diskretisierens:

o erst invertieren, dann diskretisieren (man l6st das Problem im
Wesentlichen analytisch und diskretisiert das geloste Problem) oder

o erst diskretisieren, dann invertieren (man diskretisiert das Modell und
16st anschliefend das diskretisierte Problem).

Beide Anséitze haben Vor- und Nachteile. Fiir spites Diskretisieren spricht:
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e Analytisches Losen liefert meist effizientere Verfahren, mehr Finsichten in das
Problem und bessere (oder iiberhaupt erst) Fehlerabschédtzungen.

e Das Diskretisieren beschrinkt sich auf einfache Teilprobleme, die mit
Standardansétzen diskretisiert werden kénnen.

Fir direktes Diskretisieren des Modells spricht:

e Analytisches Losen ist nicht immer mdoglich.

e Weniger Arbeitsaufwand und weniger mathematische Fahigkeiten nétig.

Die ersten beiden im folgenden vorgestellten Losungsansétze diskretisieren spét. Der
dritte Ansatz diskretisiert hingegen das Modell direkt und 16st dann das diskrete Problem.

Direktes Fourier-Verfahren

Die Radon-Transformation ist eng mit der kontinuierlichen Fourier-Transformation verbunden.

Nebenbemerkung

Fourier-Transformationen sind iiblicherweise nicht Thema der
Mathematikgrundausbildung (aufer in Physik und Elektrotechnik). Grundidee:
Jede Funktion ldsst sich als Uberlagerung von Schwingungen unterschiedlicher
Frequenz darstellen. Die Fourier-Transformierte einer Funktion ist wieder eine
Funktion, die aber jeder Frequenz den Anteil der entsprechenden Schwingung in
der urspriinglichen Funktion zuordnet. Die Umkehrung der Fourier-Transformation
heifit inverse Fourier-Transformation. Die Fourier-Transformation kann als Integral
iiber einen komplexwertigen Integrand dargstellt werden.

Es gibt mehrere verschiedene Arten von Fourier-Transformationen, die in der
Literatur leider nicht immer klar unterschieden werden ( 520).

Der Zentralschnitt-Satz besagt, dass man aus den Fourier-Transformationen der eingelnen
Projektionen die (zweidimensionale) Fourier-Transformation des Objekts erhélt (
525).

Fiir das Invertieren der Radon-Transformation ergibt sich daraus folgender Ablauf:

1. Fourier-Transformation fiir jede Projektion berechnen.
2. Fourier-Transformierte des Objekts aus den transformierten Projektionen zusammensetzen.

3. Inverse (zweidimensionale) Fourier-Transformation anwenden.

Theoretisch erhélt man so recht einfach die Losung. Praktisch gibt es aber zwei wesentliche
Probleme:
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o Software-Bibliotheken fiir das numerische Rechnen (z.B. NumPy, SciPy) bieten
meist nur Implementierungen der Fourier-Transformation fiir periodische Funktionen,
welche mittels schneller Fourier-Transformation sehr effizient berechnet werden
kann. Die numerische Berechnung der kontinuierlichen Fourier-Transformation ist
mit Blick auf Implementierungs- und Rechenaufwand deutlich anspruchsvoller.

e Die diskretisierte Version von Schritt 2 im obigen Ablauf liefert die Fourier-Transformierte

des Objekts auf einem polaren Gitter. Fiir die inverse Fourier-Transformation
in Schritt 3 werden aber Daten auf einem Rechteckgitter benétigt ( 530).
Also muss interpoliert werden, was zu verhaltnisméfig grofien Fehlern im Ergebnis
fihrt. Ein moglicher Ausweg ist das Verwenden der noch recht neuen Schnellen
Fourier-Transformation auf nichtdquidistanten Stiitzstellen.

Die folgende Implementierung dient nur als “Proof-of-Concept”. Sie 16st die beiden
genannten Probleme sehr unsauber durch Verwenden stiickweise linearer Interpolation

und der schnellen Fourier-Transformation auf etwas umstrukturierten Daten. Fir Produktiv-

Code sollte glattere Interpolation und eine saubere Diskretisierung der kontinuierlichen
Fourier-Transformation implementiert werden, was allerdings unsere mathematischen
Fahigkeiten iibersteigt.

import scipy.interpolate

n_angles = 180

n_sino_pixels = 300

n_img _pixels = 300 # muss gleich n_sino_pizels sein, sonst

— Rekonstruktion
# gezoomt (wegen schlechter Implementierung der F
— -Trafos)

# Sinogramm
angles = np.linspace(0, np.pi, n_angles, endpoint=False)
sino = shepp_logan_sinogram(angles, n_sino_pixels)

# Fourtier -Transformation der einzelnen Projektionen
sino_fourier = np.fft.fftshift(
np.fft. fft(
np.fft.ifftshift(
sino - sino.mean(axis=0),

axes=(0,)
),
axis=0
),
axes=(0,)
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# polares Gitter (an diesen Stellen kennen wir die 2D -F
— -Transformierte)
polar_grid_phi, polar_grid_r = np.meshgrid(
angles + 0.5 * np.pi, # Winkel der Projektions"fldche" bzgl. z
— —Achse
np.linspace(l - 1/n_sino_pixels, -1 + 1/n_sino_pixels,
< n_sino_pixels)

# Rechteckgitte (an diesen Stellen bendtigen wir die 2D -F
— -Transformierte)
rect_grid_x, rect_grid_y = np.meshgrid(
np.linspace( -1 + 1/n_img pixels, 1 - 1/n_img pixels,
— n_img_pixels),
np.linspace(l - 1/n_img pixels, -1 + 1/n_img pixels, n_img pixels)

# Interpolation
interpolator = scipy.interpolate.LinearNDInterpolator(
np.hstack((
(polar_grid_r * np.cos(polar_grid_phi)).reshape( -1, 1),
(polar_grid_r * np.sin(polar_grid_phi)) .reshape( -1, 1)
D),
sino_fourier.reshape( -1),
fill value=0
)

sin_fourier_rect = interpolator(rect_grid_x, rect_grid_y)

# inverse 2D -Fourier —-Transformation
img = np.fft.fftshift(
np.fft.ifft2(
np.fft.ifftshift(
sin_fourier_rect
)
)

).real # sollte theoretisch reell sein, ist es aber aufgrund von
# Fehlern (Diskretisierung,...) nicht

# exakte Losung zum Vergleich
img_exact = shepp_logan_image(n_img_pixels)

fig, ax = plt.subplots()
ax.imshow(sino, cmap='gray', extent=(0, np.pi, -1, 1))
ax.set_title('Sinogramm')
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ax.set_xticks([0, 0.5 * np.pi, np.pil)
ax.set_xticklabels(['0', '$\\pi/28', '$\\pi$'l)
ax.set_yticks([ -1, 0, 11)

plt.show()

fig, (axl, ax2) = plt.subplots(l, 2, figsize=(8, 4))
axl.imshow(img_exact, cmap='gray', extent=( -1, 1, -1, 1))
axl.set_title('exakte Losung')

axl.set_xticks([ -1, 0, 1])

axl.set_yticks([ -1, 0, 1]1)

ax2.imshow(img, cmap='gray', extent=( -1, 1, -1, 1))
ax2.set_title('Rekonstruktion')

ax2.set_xticks([ -1, 0, 11)

ax2.set_yticks([ -1, 0, 11)

plt.show()

Sinogramm

exakte Losung

-1
-1 0 1 -1 0 1

Die in der Rekonstruktion zusitzlich vorhandenen Strukturen werden als Artefakte
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bezeichnet. Sie entstehen aufgrund der Diskretisierung und sind auch bei besserer
Implementierung der Fourier-Transformationen nicht ganz vermeidbar. Aufgrund der
recht starken Artefakte beim direkten Fourier-Verfahren hat dieses in der Praxis kaum
Relevanz.

Gefilterte Riickprojektion

Die gefilterte Riickprojektion verfolgt die gleiche Idee wie das direkte Fourier-Verfahren
(Zentralschnitt-Satz), verzichtet aber auf das numerische Invertieren der zweidimensionalen
Fourier-Transformation. Stattdessen wird ein Teil der Berechnung analytisch ausgefiihrt,
sodass das Gitterproblem (polar vs. rechteckig) vermieden wird. Als Ergebnis erhalt
man den folgenden Ablauf:

1. Fourier-Transformation fiir jede Projektion berechnen.

2. Jede Fourier-transformierte Projektion mit der Funktion w +— |w| multiplizieren
(“ramp filter”).

3. Inverser Fourier-Transformation auf jede gefilterte und transformierte Projektion
anwenden.

4. Gefilterte Projektionen invertieren (liefert “Streifenbilder”).

5. Streifenbilder aller Projektionen tiberlagern/addieren.

Dieses Vorgehen liefert (theoretisch) die exakte Losung.

“Proof-of-Concept” mit unsauber diskretisierter Fourier-Transformation:

n_angles = 180
n_sino_pixels = 300
n_img_pixels = 300

# Sinogramm
angles = np.linspace(0, np.pi, n_angles, endpoint=False)
sino = shepp_logan_sinogram(angles, n_sino_pixels)

# Fourter -Transformation der einzelnen Projektionen
sino_fourier = np.fft.fftshift(
np.fft.fft(
np.fft.ifftshift(
sino,
axes=(0,)
),
axis=0
)

axes=(0,)
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# Filtern der transformierten Projektionen
sino_pixel_centers = np.linspace(

-1 + 1/n_sino_pixels, 1 - 1/n_sino_pixels, n_sino_pixels
)
ramp_filter = np.abs(sino_pixel_centers)
sino_fourier_filtered = ramp_filter.reshape( -1, 1) * sino_fourier

# inverse Fourier -Transformation der einzelnen Projektionen
sino_filtered = np.fft.ifftshift(
np.fft.ifft(
np.fft.fftshift(
sino_fourier_filtered,

axes=(0,)
),
axis=0
),
axes=(0,)

).real # sollte theoretisch reell sein, ist es aber aufgrund von
# Fehlern (Diskretisierung,...) nicht

# Rickprojektion
grid_x, grid_y = np.meshgrid(
np.linspace( -1 + 1/n_img_pixels, 1 - 1/n_img_pixels,
<~ n_img_pixels),
np.linspace(l - 1/n_img pixels, -1 + 1/n_img pixels, n_img_pixels)
)
img = np.zeros((n_img_pixels, n_img pixels), dtype=float)
for i, angle in enumerate(angles):
sigma = np.cos(angle + 0.5 * np.pi) * grid_x \
+ np.sin(angle + 0.5 * np.pi) * grid_y
img += np.interp( # Sinogrammspalte an beliebigen Stellen
— auswerten
sigma,
sino_pixel_centers, sino_filtered[:: -1, i],
left=0, right=0

# exakte Lésung zum Vergleich
img_exact = shepp_logan_image(n_img_pixels)

fig, (axl, ax2) = plt.subplots(l, 2, figsize=(8, 4))
axl.imshow(sino, cmap='gray', extent=(0, np.pi, -1, 1))
axl.set_title('Sinogramm')
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axl.set_xticks([0, 0.5 * np.pi, np.pil)
axl.set_xticklabels(['0', '$\\pi/2%', '$\\pi$'l)
axl.set_yticks([ -1, 0, 11)

ax2.imshow(sino_filtered, cmap='gray', extent=(0, np.pi, -1, 1))
ax2.set_title('Sinogramm (gefiltert)')

ax2.set_xticks([0, 0.5 * np.pi, np.pil)
ax2.set_xticklabels(['0', '"$\\pi/2%', '$\\pi$'l)
ax2.set_yticks([ -1, 0, 11)

plt.show()

fig, (axl, ax2) = plt.subplots(l, 2, figsize=(8, 4))
axl.imshow(img_exact, cmap='gray', extent=( -1, 1, -1, 1))
axl.set_title('exakte Lésung')

axl.set_xticks([ -1, 0, 11)

axl.set_yticks([ -1, 0, 11)

ax2.imshow(img, cmap='gray', extent=( -1, 1, -1, 1))
ax2.set_title('Rekonstruktion')

ax2.set_xticks([ -1, 0, 11)

ax2.set_yticks([ -1, 0, 11)

plt.show()

Sinogramm Sinogramm (gefiltert)

0 2 n

exakte Losung Rekonstruktion

1 1
.m .m

-1 -1
-1 0 1 -1 0 1

Der Unterschied zwischen gefilterter Riickprojektion und dem direkten Fourier-Verfahren
besteht nur in der Frage, ab ein Teil der Integrale in der Formel fiir die inverse zweidimensionale
Fourier-Transformation analytisch oder numerisch berechnet wird! Fiir das auftretende
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Doppelintegral wird eine Koordinatentransformation durchgefithrt und anschliefend das
dann innere Integral analytisch berechnet.

Merke!

Teilschritte, die analytisch gelost werden konnen, sollten auch analytisch gelost
werden!

Diskretisieren der Radon-Transformation

Ein einfacher Losungsansatz, der komplexere mathematische Werkzeuge vermeidet und
auch bei zahlreichen anderen Aufgaben des wissenschaftlichen Rechnens anwendbar ist,
ist das direkte Diskretisieren des “Vorwértsoperators”, hier also der Radon-Transformation.
Die Radon-Transformation ist eine lineare Abbildung. Also sollte man erwarten kénnen,
dass nach geeigneter Diskretisierung aller beteiligten Grofien ein lineares Gleichungssystem
entsteht. Dieses kann dann mit Standardverfahren gelost werden.

Diesen Ansatz werden wir in Kiirze detailliert umsetzen. Hier zunéchst nur der grobe

Ablauf:

1. Wihle eine Basis im Losungsraum, also eine (endliche) Menge von Funktionen

by : R2 > R, I =1,...,n, sodass jede Losung f : R?> — R niherungsweise als
Linearkombination
n
fle,y) =Y wbi(r,y), (zy) €R? (5.6)
=1

dargestellt werden kann.

2. Stelle die Matrix A € R™*" auf, die den Vektor u = [ul un]T auf die
gegebenen diskreten Sinogrammdaten v € R™ abbildet. Dabei ist v der Vektor,
der untereinander alle Spalten des Sinogramms enthélt.

3. Lose das lineare Gleichungssystem

Au=w. (5.7)

und berechne die zum Loésungsvektor gehérende Linearkombination der Basisfunktionen.
Drei Schwierigkeiten sind zu iberwinden:

o Wie Basis wiahlen? Das ist eine Abwégung zwischen Einfachheit und “algorithmischer
Raffinesse”. Die einfachste Wahl ist die sogenannte Pixelbasis. Jedes b; représentiert
genau ein Pixel, hat also den Wert 1 fiir alle (z,y), die in der Pixelfldche liegen und
sonst den Wert Null. Alternativ konnte man z.B. eine Wavelet-Basis wéhlen, die
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zusétzliche Moglichkeiten bei der Unterdriickung von (unter Umsténden) extremer
Fehlerverstarkung im Losungsprozess bietet (siehe unten) und insbesondere bei
hohen Bildauflésungen eine speichereffizientere Darstellung der Bilddaten erlaubt.

e Wie Matrix aufstellen? Dies ist eine reine Recheniibung! Wahlt man im
ersten Schritt die Pixelbasis, so entspricht jede Spalte der Matrix A gerade dem
Sinogramm des entsprechenden Pixels ( 540). Miissen also die Radon-
Transformierte fiir jedes einzelne Pixel berechnen.

e Passt die Matrix in den Speicher? Schon bei moderater Auflésung von 200 mal
200 Pixel fiir die Losung, 200 Pixel pro Sinogrammspalte und 120 Projektionswinkeln
hat die Matrix A fast eine Milliarde Eintrége (genau: 960000000). Bei Verwendung
von 64-Bit-Gleitkommazahlen entspricht dies 8 GB Arbeitsspeicherbedarf! Wird
die Auflésung verdoppelt, sind es schon 32 GB. ABER: Die meisten Eintrdge von A
sind Null, da die Spalten gerade die Sinogramme einzelner Pixel sind. Verwendet
man spezielle Speicherformate fiir diinn besetzte Matrizen, so kann die Matrix A
problemlos im Speicher abgelegt werden (vgl. auch Veranstaltung zur numerischen
Mathematik).

5.5 Umsetzung der direkten Diskretisierung

Setzen den dritten Losungsansatz nun um.

Radon-Matrix

Die Matrixdarstellung A der Radon-Transformation R entsteht spaltenweise aus den
Sinogrammen einzelner Pixel (vgl. oben).

Relevante Pixel Der Aufnahmebereich von Computertomografen ist iiblicherweise rund,

z.B. die Kreisfliche mit Radius 1 um den Ursprung. Bilddaten im Computer werden
hingegen zweckméflig als rechteckige Anordnung von quadratischen Pixeln dargestellt,

z.B. fiir das um Ursprung zentrierte, achsenparallele Quadrat mit Kantenldnge 2. Entsprechend
bleiben einige Pixel aulerhalb der Kreisscheibe ungenutzt.

Bei der Implementierung sollten die ungenutzen Pixel keine Auswirkung auf das Sinogramm
haben, also die entsprechenden Spalten in der Matrix A auf Null gesetzt werden. Nur
die Pixel, die vollstandig von der Kreisscheibe mit Radius 1 iiberdeckt werden, spielen
eine Rolle. Ist (zg,yo) der Mittelpunkt eines Pixels mit Kantenldnge 2 a, so muss also
gelten:

(lzol + @) + (lyo| + a)? < 1. (5.8)

Radon-Transformation eines Pixels Hat man das Sinogramm eines am Koordinatenursprung
zentrierten Pixels zur Hand (siehe unten), so kann man die Sinogramme aller anderen
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Pixel leicht daraus berechnen, denn fiir das aus einem Objekt f durch Verschiebung
f(@owo) (T:Y) == f(x — x0,y — yo) entstandene Objekt f(, ..) gilt:

(R fiag o)) (@, 0) = (R f)(a, 0 + o sinar — yo cos ) (5.9)

(V1D 545).

Die Radon-Transformation eines im Koordinatenursprung zentrierten Pixels ldsst sich
leicht berechnen. Im einfachsten Fall kann man das Pixel als Kreisscheibe betrachten.
Dann ist die Radon-Transformierte fiir alle Projektionswinkel « gleich. Die heute {ibliche
Darstellung von Pixeln als Quadrat erfordert etwas mehr Rechenaufwand, ist aber
noch gut machbar. Fiir ein am Koordinatenursprung zentriertes quadratisches Pixel

geniigt die Betrachtung des Winkelbereichs o € [0, %] und der positiven Hélfte der
Detektorpositionen, also o € [0,1]. Alle anderen Sinogrammwerte ergeben sich aus

Symmetrieeigenschaften des Quadrats ( 550):

e Symmetrie des Quadrats an der x-Achse:

(Rf)27 —a,0) = (Rf)(a,0), (5.10)
+ Rotationssymmetrie des des Quadrats bzgl. Drehungen um Vielfache von 3:
(Rf)(+kG.0)=(RP)(o,0). kel (5.11)
e Symmetrie von Sinogrammen:

(Rf)(a+m,—0)=(Rf)a,0), (5.12)

e Anwenden der beider vorherigen Eigenschaften liefert:

(Rf)(,—0) = (R f)(e,0). (5.13)
Fiir verschobene Objekte f(,, ) erhédlt man daraus:

27— a,0) = (R f—agy0)) (@, 0),
(a+§’) (B fyo,~0)) (@
W+WU)(fomewd
( )

(

,0),

o+ 5,0) = (R f(—yo.20) (@, 0),

Rf(;ro,yo) Q, — ) (Rf( —x0,—Y0) )(O‘7O-)

( )
( )
o (B fiwoy0))
( )
( )
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™

Betrigt die Kantenldnge des Pixels 2a, so erhalt man fiir o € (0, §] und o € [0, 1]

0, fir o > a(cosa +sina),
(Rf)(a,0) = 22 fir o < a(cosa —sina), (5.14)

cosa’
a(cos atsina)—o
(cos ) sin«

, sonst

sowie fur a = 0

2a, fir —a<o<a

(RfXQ0%={ (5.15)

0, sonst

(Ipvin 555).

Nebenbemerkung

Fiir Vielfache von § muss man ein Detail beachten: Sieht man die Pixel als Quadrate
inklusive Randlinie an, so iiberlappen die Rédnder benachbarter Pixel. Dadurch
erscheinen die beiden Projektionspunkte der in Projektionsrichtung verlaufenden
Quadratrinder jeweils doppelt: einmal im Sinogramm des einen Pixels und einmal im
Sinogramm des anderen Pixels. Je nach Anzahl der Stiitzstellen im Sinogramm bzw.
der Pixel im Originalbild kénnen dadurch Diskretisierungsartefakte im Sinogramm
entstehen (helle Pixel mit gleichméBigem Abstand). Deshalb sollte je eine ein zwei
parallelen Randlinien von jedem Pixel entfernt werden. Bei Winkeln, die keine
Vielfachen von § sind, tritt dieses Problem nicht auf, nicht entlang der Pixelrédnder
integriert wird. Die Integrationsbereiche schneiden die Pixelrdnder stets nur in einem
Punkt, was keinerlei Einfluss auf die Integrale hat.

Diskretisierung der Projektionswinkel Die Diskretisierung der Projektionswinkel folgt
den praktischen Gegebenheiten: Die Aufnahmen werden fiir eine endliche Anzahl von
Winkeln ag, a1, . .., an,—1 durchgefithrt. Ublicherweise sind diese gleichmiflig iiber das
Intervall [0,2 ) verteilt.

Nebenbemerkung

Da die Implementierung in Python erfolgt, bietet es sich auch in der mathematischen
Notation an, die Indizes bei Null starten zu lassen. So kénnen die erhaltenen Formeln
leichter in Quellcode iibertragen werden.

Mochte man den Fall = 0 vermeiden, kann man die Winkel wie folgt wéhlen:

T 27
ap = —+k—,
Na Na

k=0,1,...,nq — 1. (5.16)
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Diskretisierung der Sinogrammspalten Fiir gegebenen festen Winkel o miissen wir die
Funktion
s:[-1,1] = R, s(o):=(Rg)(x,0) (5.17)

durch endlich viele Werte darstellen. Hier ist der Bezug zum Messvorgang nicht mehr
so klar wie bei den Winkeln. Besitzt der Computertomograf n, gleichméaflig verteilte
Detektoren und gehen wir (sehr idealisiert) von linienférmigem Strahlvorlauf direkt
durch die Mitten der Detektoren aus, so entstehen die Detektormesswerte sg, s1, . .., Sp,—1
als Funktionsauswertungen

S = S(Uk) (518)
mit

1 2

opi=1———-k—, k=0,1,...,n, -1 (5.19)
Ny Ng

(Dv1D 558).

Nicht-Null-Eintrage Die meisten Eintrdge der Matrix A sind Null und sollen aus
Platzgriinden nicht im Arbeitsspeicher liegen. Miissen also fiir jedes Bildpixel und fur
jeden Winkel o die Indizes k bestimmen, fiir die s # 0 gilt. Nur diese s; werden im
Arbeitsspeicher abgelegt (vgl. néchsten Abschnitt).

Fir a = 0 erhalten wir

2a, fur k, <k <k,,
Sk = (5.20)
0, sonst,
wobei
Ny 1
kni=|— |1—— —yp— 21
(1w (5.21)
und

ko = V" <1—nl—yo+a>—1—‘. (5.22)

2 o

Fiir o € (0, F) erhalten wir

—(zo—a) sin a+(yo+a) cosa—1+
(cos @) sina ’

142k
e fiir gy < k< ky — 1,

22, fiir ko < k < ko, 5
Sk = . 1+2k .
(zo+a) sina—(yo—a) cos oz—i—l—T .
(cos ) sina ) fiir ko +1< k < koo,
0, sonst
wobei
o 1 .
ky = ’7712 <1 — — 4+ (xg+a)sina— (yo+ a) cos a>-‘ , (5.24)
1
ko = {n" <1 — — + (z9 —a) sina — (yo — a) cos oz)J ; (5.25)
2 Ty
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o 1 .
kuy = V; <1 — — 4 (xg —a) sina — (yo + a) cos a> + 1J , (5.26)
Ny 1 .
koo := [2 (1 — — 4 (xo+a) sina— (yp — a) cos a) - 1—‘ (5.27)
(VD) 560).
Nebenbemerkung

Es kann vorkommen, dass k, > k, gilt, z.B. wenn die Bildpixel sehr klein und die
Sinogrammpixel sehr grofl sind. Dann liegt zwischen den ungerundeten Werten fiir
ky und ko keine Ganzzahl, sodass Aufrunden von &, und Abrunden von k, zu dieser
unerwarteten Reihenfolge der beiden Werte fiihrt. Dies ist bei der Implementierung
zu beachten!

Implementierung Diinn besetzte Matrizen werden von NumPy nicht unterstiitzt, aber
von SciPy. Es gibt verschiedene Typen, die sich in Implementierungsdetails unterscheiden
und fiir manche Zwecke besser als fir andere geeignet sind. Wir wollen im Wesenlichen
Matrix-Vektor-Produkte berechnen, was mit dem Typ csr_array effizient moglich ist.
Die Nicht-Null-Eintréage der Matrix sind dem Konstruktor als Listen der Eintrage, der
Zeilenindizes und der Spaltenindizes zu iibergeben.

Der folgende Code kann mit Blick auf die Rechenzeit noch optimiert werden, verzichet
zum Zwecke der leichteren Ubertragbarkeit in andere Sprachen aber auf iibermifige
Verwendung von Python- und NumPy-Features wie Broadcasting und boolsches Indizieren.

import scipy.sparse as ss
def radon_matrix(n_img pixels, n_sino_pixels, n_angles):

# Pizelanzahlen giunstig wdahlen fur einfachere Implementierung
if n_img_pixels % 2 != 0O:
print('Bildbreite bzw. -hohe muss durch 2 teilbar sein!')
return None
if n_angles 7 8 != 0:
print('Winkelanzahl muss durch 8 teilbar sein!')
return None
if n_sino_pixels % 2 != 0:
print ('Pixelanzahl in den Sinogrammspalten muss durch 2 teilbar
< sein!")
return None

# Listen fur Nicht -Null -Eintrdge der Matriz A
Adata = []
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(]
(]

Acols
Arows

# Funktion zum Schretiben einer Sinogrammspalte in die Matriz A
def set_sino_col(kmin, kmax, s_nonzero, flip_s,
sino_col, col, flip_col, row, flip_row):
# Vorzeichen vor = -Koordinate des Bildpizels drehen?
if flip_col:
col = n_img_pixels - 1 - col
# Vorzeichen vor y -Koordinate des Bildpizels drehen?
if flip_row:
row = n_img_pixels - 1 - row
# Sinogrammspalte am Ursprung spiegeln?

if flip_s:
kmin, kmax = n_sino_pixels - 1 - kmax, n_sino_pixels - kmin
- -1
s_nonzero = s_nonzerol[:: -1]

# Posttion der Sinogrammspalte in A berechnen

Acol col * n_img_pixels + row

Arow sino_col * n_sino_pixels

# Daten in A schreiben

Adata.extend(list(s_nonzero))

Acols.extend((kmax - kmin + 1) * [Acoll)
Arows.extend(list(range(Arow + kmin, Arow + kmax + 1)))

# Sinogramme erstellen
# (Pizel (z, y) und ( -z, -y) haben gerade gespiegelte
— Sinogrammspalten,
# sodass nur die Hglfte der Pizel durchlaufen werden muss)
a =1/ n_img pixels # halbe Pizelbreite
n_angles4 = n_angles // 4 # entspricht Winkel pi/2
all_x0 = np.linspace( -1 + a, 1 - a, n_img_pixels)
all_yO = np.linspace(l - a, 0 + a, n_img pixels // 2)
angles = np.linspace(
np.pi / n_angles, 0.25 * np.pi - np.pi / n_angles, n_angles //
- 8

)
s = np.empty(n_sino_pixels, dtype=float) # tempordre
— Sinogrammspalte
for (img_col, x0) in enumerate(all_xO0):
for (img_row, y0) in enumerate(all_yO0):
# nur Pizel innerhaldb der Kreisscheibe!
if (np.abs(x0) + a) ** 2 + (np.abs(y0) + a) ** 2 > 1:
continue




# Winkel zwisch O und pi/4 (Rest mittels Spiegeln und

—

for
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Verschieben)

(i_alpha, alpha) in enumerate(angles):
cos = np.cos(alpha)

sin = np.sin(alpha)

# Index -Range der Nicht -Null -Eintrdige (zundchst
< ungultige Werte)
kmin, kmax = n_sino_pixels, -1

# Index —-Ranges der verschiedenen Abschnitte der

— Sinogrammspalte

c=1-1/ n_sino_pixels # zur Vereinfachung der 4

— Formeln

kuu = int(np.floor(
n_sino_pixels / 2
— * cos) + 1

*

(c + (x0 - a) * sin - (y0O + a)

)

ku = int(np.ceil(
n_sino_pixels / 2 * (c + (x0 + a) * sin - (y0O + a)
< * cos)

)

ko = int(np.floor(
n_sino_pixels / 2 * (c + (x0 - a) * sin - (y0O - a)
< * cos)

)

koo = int(np.ceil(
n_sino_pixels / 2 * (c + (x0 + a) * sin - (y0O - a)
—~ *x cos) - 1

)

# Sinogrammwerte fur jeden Abschnitt setzen
if kuu < ku:
c=1- (1 + 2 * np.arange(kuu, ku)) /
< n_sino_pixels
s[kuu:ku] = ( -(x0 - a) * sin + (yO + a) * cos - ¢)
< / (cos * sin)
kmin, kmax = kuu, ku - 1
if ku <= ko:
slku: (ko + 1)] = 2 * a / cos
kmin, kmax = np.minimum(kmin, ku), np.maximum(kmax,
- ko)
if ko < koo:
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o8

c=1-(1+ 2 * np.arange(ko + 1, koo + 1)) /

— n_sino_pixels

s[(ko + 1):(koo + 1)1 \
= ((x0 + a) * sin - (yO - a) * cos + c) / (cos
< * sin)

kmin, kmax = np.minimum(kmin, ko + 1),

< np.maximum(kmax, koo)

s_nonzero = s[kmin: (kmax + 1)]

# 0...0.25p2

set_sino_col(
kmin, kmax, s_nonzero, False, i_alpha,
img_col, False, img_row, False

)

set_sino_col(
kmin, kmax, s_nonzero, True, i_alpha,
img_col, True, img_row, True

# 0.25p7...0.5p1%

set_sino_col(
kmin, kmax, s_nonzero, False, n_angles4 - 1 -
— 1i_alpha,
img_row, False, img_col, False

)

set_sino_col(
kmin, kmax, s_nonzero, True, n_angles4 - 1 -
— 1i_alpha,
img_row, True, img_col, True

# 0.5pc...0.75p%

set_sino_col(
kmin, kmax, s_nonzero, False, n_angles4 + i_alpha,
img_row, False, img_col, True

)

set_sino_col(
kmin, kmax, s_nonzero, True, n_angles4 + i_alpha,
img_row, True, img_col, False

# 0.75pi...pi
set_sino_col(
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kmin, kmax, s_nonzero, False, 2 * n_angles4 - 1 -
— 1i_alpha,
img_col, False, img_row, True

)

set_sino_col(
kmin, kmax, s_nonzero, True, 2 * n_angles4 - 1 -
— 1i_alpha,
img_col, True, img_row, False

# pi...1.25p%

set_sino_col(
kmin, kmax, s_nonzero, False, 2 * n_angles4 +
— 1i_alpha,
img_col, True, img_row, True

)

set_sino_col(
kmin, kmax, s_nonzero, True, 2 * n_angles4 +
— 1i_alpha,
img_col, False, img_row, False

# 1.25p7...1.5p1%

set_sino_col(
kmin, kmax, s_nonzero, False, 3 * n_angles4 - 1 -
— 1i_alpha,
img_row, True, img_col, True

)

set_sino_col(
kmin, kmax, s_nonzero, True, 3 * n_angles4 - 1 -
— 1_alpha,
img_row, False, img_col, False

# 1.5pc...1.75p%

set_sino_col(
kmin, kmax, s_nonzero, False, 3 * n_angles4 +
— 1i_alpha,
img_row, True, img_col, False

)

set_sino_col(
kmin, kmax, s_nonzero, True, 3 * n_angles4 +
— 1_alpha,
img_row, False, img_col, True
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# 1.75p7...2p%

set_sino_col(
kmin, kmax, s_nonzero, False, n_angles - 1 -
— 1i_alpha,
img_col, True, img_row, False

)

set_sino_col(
kmin, kmax, s_nonzero, True, n_angles - 1 -
— 1i_alpha,
img_col, False, img_row, True

# Matrixz aus Listen erstellen
A = ss.csr_array(
(Adata, (Arows, Acols)),
shape=(n_sino_pixels * n_angles, n_img_pixels ** 2)

return A

# Matrixz erstellen

n_sino_pixels = 100

n_angles = 200

n_img pixels = int(np.ceil(np.sqrt(2 * n_sino_pixels * n_angles /
— np.pi) / 2) * 2)

print (f'Bildpixel: {n_img pixels} x {n_img_pixels}')

A = radon_matrix(n_img_pixels, n_sino_pixels, n_angles)

# Anzahl Nicht -Null -Eintrdge

size = A.shape[0] * A.shapel[1]

nonzeros = len(A.nonzero() [0])

print(f'Eintrdge in A gesamt: {size:10}')

print (f'Nicht -Null -Eintr&ge: {nonzeros:10}')

print (f'Besetzungsdichte: {nonzeros / size * 100:9.2f}%")

Bildpixel: 114 x 114

Eintrige in A gesamt: 259920000
Nicht -Null -Eintrage: 2225296
Besetzungsdichte: 0.86%
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Nebenbemerkung

Als grobe Faustregel fiir die Anzahl ngjq der Bildpixel kann man

2Nq Ne

NBild ~ (5.28)

7
nutzen. Diese entsteht aus der Annahme, dass die Anzahl der Bildpixel innerhalb der
Kreisscheibe etwa so grof3 sein soll wie die Hélfte der Anzahl der Sinogrammpixel, da
das halbe Sinogramm bereits die vollstandige Information iiber das Objekt enthélt
(DvD) 563).

Zum Test wenden wir die Matrix A auf das diskretisierte Shepp-Logan-Phantom an.

img_exact = shepp_logan_image(n_img_pixels)

angles = np.linspace(np.pi / n_angles, 2 * np.pi - np.pi / n_angles,
— n_angles)
exact_sino = shepp_logan_sinogram(angles, n_sino_pixels)

u_exact = img_exact.T.reshape( -1)
v = A @ u_exact
sino = v.reshape(n_angles, n_sino_pixels).T

fig, ax = plt.subplots()
ax.imshow(img_exact, cmap='gray')
plt.show()

fig, (axl, ax2) = plt.subplots(l, 2, figsize=(10, 5))
axl.imshow(sino, cmap='gray')

ax2.imshow(exact_sino, cmap='gray')
axl.set_title('mit $A$ berechnetes Sinogramm')
ax2.set_title('diskretisiertes exaktes Sinogramm')
plt.show()
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20
40
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100 .'\\"l--_--l"d-/JI
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mit A berechnetes Sinogramm diskretisiertes exaktes Sinogramm
0 p—

[} 25 50 75 100 125 150 175 0 25 50 75 100 125 150 175

Die Abweichungen zwischen den beiden Sinogrammen entstehen durch die unterschiedlichen
Ansitze:

o links: erst diskretisieren, dann Sinogramm berechnen,

e rechts: erst Sinogramm berechnen, dann diskretisieren.

Nebenbemerkung

Der Rechenaufwand fiir das Erstellen der Matrix A ist relativ hoch. Praktisch spielt
dieser aber keine Rolle, da die Matrix A nur einmalig (pro Computertomograf)
erstellt werden muss und dann in einer Datei abgelegt werden kann.
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Losen des Gleichungssystems

Die Matrix A ist im Allgemeinen nicht quadratisch, also nicht Invertierbar. Wir kénnen
das Gleichungssystem also nicht direkt 16sen. Einziger Ausweg ist die Suche nach einem
Vektor u, sodass A wu moglichst nah am gegebenen Datenvektor v liegt. Zu 16sen ist also
das Minimierungsproblem

|Au —v||?> = min . (5.29)
u€R”

Dabei ist

(5.30)

die {ibliche euklidische Norm eines Vektors w. Dieser Ansatz ist eng verwandt mit der
Methode der kleinsten Quadrate (vgl. Veranstaltung zur Numerik). Insbesondere gibt
es stets eine eindeutige Losung und diese kann aus dem linearen Gleichungssystem

AT Au= ATy (5.31)
bestimmt werden, welches eine invertierbare quadratische Systemmatrix besitzt, also

eindeutig losbar ist.

Zum Losen des Gleichungssystems sollte ein Algorithmus verwendet werden, der speziell
fiir diinn besetzte Matrizen entwickelt wurde (vgl. Veranstaltung zur Numerik). Geeignet
ist z.B. scipy.sparse.linalg.lsqr.

u = scipy.sparse.linalg.lsqr(A, v, iter_1im=1000) [0]
img = u.reshape(n_img_pixels, n_img_pixels).T

fig, (axl, ax2) = plt.subplots(l, 2, figsize=(10, 5))
axl.imshow(img, cmap='gray')

ax2.imshow(img_exact, cmap='gray')
axl.set_title('berechnete Losung')
ax2.set_title('exakte Lésung')

plt.show()

berechnete Lésung exakte Losung
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Realitatsnahe Daten

Um die Arbeit mit synthetischen Testdaten realitdtsndher zu gestalten, sollten zwei
wichtige Regeln beachtet werden:

o Zum Erzeugen der Daten nicht das diskretisierte Modell (hier die Matrix A)
verwenden, sondern die Daten auf vom diskretisierten Losungsprozess unabhéngigem
Weg erzeugen. Falls es keinen anderen Weg gibt, dann muss wenigstens eine viel
feinere Diskretisierung fiir die Datenerzeugung verwendet werden. Die eigentlichen
Daten entstehen dann durch (vom Lésungsprozess unabhéngiges) Down-Sampling.

e Die erzeugten Daten sollten mit Rauschen tiberlagert werden, da dieses bei Realdaten
immer auftritt. Nur so kdnnen die Auswirkung von eventuellen Instabilitdten des
gewahlten Losungsverfahrens (extreme Verstiarkung von Datenfehlern) auch an
synthetischen Daten beobachtet werden.

Fir das Shepp-Logan-Phantom kénnen wir die Daten unabhéngig von A erzeugen.
Um verrauschte Daten mit einem relativen Datenfehler 6, > 0 zu erhalten, muss ein
zufilliger Vektor A € R” erzeugt werden. Setzt man damit

" o]
U:=0+ el = A, (5.32)
1Al
so gilt
lv— 2]
T = Opel- (5.33)
]

# Daten nicht mit A erzeugen! ()
v = shepp_logan_sinogram(angles, n_sino_pixels).T.reshape( -1)

# 1 Prozent normalverteiltes Rauschen

noise_level = 0.01 # relatives Rauschniveau

rng = np.random.default_rng(0) # Zufallszahlengenerator

noise = rng.normal (size=v.shape)

v_noisy = v + noise_level * np.linalg.norm(v) / np.linalg.norm(noise) *
— noise

u_noisy = scipy.sparse.linalg.lsqr(A, v_noisy, iter_lim=1000) [0]
img_noisy = u_noisy.reshape(n_img_pixels, n_img_pixels).T

fig, ((ax1l, ax2), (ax3, ax4)) = plt.subplots(2, 2, figsize=(10, 10))
vmin = np.minimum(v_noisy.min(), v.min())

vmax = np.maximum(v_noisy.max(), v.max())
axl.imshow(v_noisy.reshape(n_angles, n_sino_pixels).T, cmap='gray',

< vmin=vmin, vmax=vmax)
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ax2.imshow(v.reshape(n_angles, n_sino_pixels).T, cmap='gray',
< vmin=vmin, vmax=vmax)

axl.set_title('verrauschte Daten')

ax2.set_title('Daten ohne Rauschen')

ax3.imshow(img_noisy, cmap='gray')
ax4.imshow(img_exact, cmap='gray')
ax3.set_title('berechnete Losung')
ax4.set_title('exakte Lésung')

plt.show()

verrauschte Daten Daten ohne Rauschen

exakte Losung

100 \'-.._..-'/

0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100

Das Invertieren der Radon-Transformation reagiert extrem empfindlich auf Anderungen
in den Daten! Selbst sehr kleine Anderungen kénnen schon zu extremen Abweichungen
in der Losung fithren. Die dritte Hadamard-Bedingung ist also nicht erfiillt.

Regularisierung

Um trotz der beobachteten Instabilitdt akzeptable Losungen aus verrauschten Daten zu
bekommen kann man so genannte Regularisierungsverfahren einsetzen. Diese dndern
das eigentlich zu 16sende Problem leicht ab, sodass es stabil wird, aber die Lésungen
trotzdem in der Nahe der Losungen des Ausgangsproblems liegen.

Fin einfaches Regularisierungsverfahren ist die Tikhonov-Regularisierung. Das urspriingliche
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Minimierungsproblem wird durch einen Strafterm ergénzt:

|Au —v|* 4 ¢||ul|* = min . (5.34)
u€R”

Der Regularisierungsparameter ¢ > 0 ist dabei geeignet zu wahlen. Ja kleiner er
ist, desto naher liegen die Minimierer an den Loésungen des Ausgangproblems, aber
desto instabiler ist der Losungsprozess. Sehr grofies ¢ liefert Losungen, die kaum auf
Datenfehler reagieren, aber weit weg von den Losungen des Ausgangsproblems liegen.

Praktisch versucht man unterschiedliche Werte fiir ¢ und wéhlt den Wert, der die besten
Ergebnisse auf synthetischen Daten liefert. Es existieren auch verschiedene automatische
Parameterwahlstrategien, die aber keine Garantie fiir eine gute Wahl liefern.

Das Minimierungsproblem kann wieder in ein lineares Gleichungssystem tibersetzt werden:
AT (A+chu= A", (5.35)

wobei I die Einheitsmatrix ist.

u_noisy = scipy.sparse.linalg.lsqr(A, v_noisy, damp=0.3,
— diter_1im=1000) [0]
img_noisy = u_noisy.reshape(n_img_pixels, n_img_pixels).T

fig, (ax1l, ax2) = plt.subplots(l, 2, figsize=(10, 5))
axl.imshow(img_noisy, cmap='gray')
ax2.imshow(img_exact, cmap='gray')
axl.set_title('berechnete L&sung')

ax2.set_title('exakte Lésung')

plt.show()

berechnete Losung exakte Losung
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Tikhonov-Regularisierung fithrt meist zu geglitteten Losungen. M&chte man dies vermeiden
solte statt der Pixelbasis eine Wavelet-Basis gewéhlt und der Strafterm durch Y p_; |ugl
ersetzt werden. Dann kann der Minimierer allerdings nicht mehr als Loésung eines lineare
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Gleichungssystems berechnet werden. Stattdessen kommen speziell fiir diese Situation
entwickelte Algorithmen zum Einsatz.

Ein andere Regularisierungstechnik ist die Verwendung einer sehr niedrigen Auflésung,
was in der Praxis aber nur selten akzeptabel ist.

n_img_pixels = 50
A = radon_matrix(n_img_pixels, n_sino_pixels, n_angles)

u_noisy = scipy.sparse.linalg.lsqr(A, v_noisy, iter_1im=1000) [0]
img_noisy = u_noisy.reshape(n_img_pixels, n_img_pixels).T

fig, (axl, ax2) = plt.subplots(l, 2, figsize=(10, 5))
axl.imshow(img_noisy, cmap='gray')
ax2.imshow(img_exact, cmap='gray')
axl.set_title('berechnete Lésung')

ax2.set_title('exakte Losung')

plt.show()

berechnete Lésung exakte Losung

Zusammenfassung

Einige Erkenntnisse seien nochmal zusammengefasst:

o Kontinuierliche Modelle sind zwar praxisfern, erlauben aber die Konzentration auf
die physikalischen/technischen Zusammenhénge. Man kann das Problem “sehen”
ohne sich in den Details der (endlichdimensionalen) Implementierung zu verlieren.

e Es gibt stets eine Vielzahl von Losungsmoglichkeiten. Im Zweifelsfall gilt: “Keep
it simple”. Und: Literaturrecherche ist immer eine gute Idee!

e Das Diskretisieren von Modellen ist ein aufwendiger und fehleranfilliger, aber

unvermeidbarer Vorgang, der (fast immer) von Hand und sehr gewissenhaft durchgefiihrt
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werden muss.

e Zunichst mit “sauberen” Daten das prinzipielle Vorgehen testen. Anschlieflend
unbedingt auch mit realitdtsnahen Daten testen.

o Rechenaufwand kann relevant sein (Losen des Gleichungssystems) oder vollig egal
(Aufstellen der Matrix). Immer den Praxiseinsatz im Blick behalten!

5.6 Realdaten

Wollen unser Vorgehen mit Realdaten testen. Rohe, also unverarbeitete Sinogrammdaten

von kommerziellen CT-Gerédten sind kaum &ffentlich verfiighar. Allerdings gibt es Datensétze

von fiir akademische Zwecke gebauten Gerdten. Ein gute Quelle ist die Finnish Inverse
Problems Society, welche zum Beispiel Sinogrammdaten einer Walnuss anbietet.

Datensatz

Der Walnuss-Datensatz ist in Tomographic X-ray data of a walnut/ genauer beschrieben.
Einige Eckdaten:

o selbst gebautes CT-Gerite,

flacher Detektor (was uniiblich ist bei Facherstrahl-CT-Geréten),

Sinogrammdaten fiir 120 und 1200 Aufnahmewinkel mit 2296 Sinogrammpixeln,

Mit enthalten im Datensatz sind die Radon-Matrizen bzgl. der Pixelbasis. Wir miissen
also nicht nochmal selbst die Radon-Transformation diskretisieren.

from scipy.io import loadmat

data_dict = loadmat('walnut_datal64.mat')
print('keys:"')
for key in data_dict:
print(' ', key)
A = data_dict['A']
print('A:', A.shape, type(A))
sino = data_dict['m']
print('sino:', sino.shape, type(sino))

fig, ax = plt.subplots()
ax.imshow(sino, cmap='gray')
plt.show()
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punktformige Quelle, also keine parallelen Strahlen, sondern facherférmiger Strahlverlauf,

weitere durch Downsampling gewonnene Sinogramm mit 82, 164, 328 Sinogrammpixeln,


https://fips.fi/open-datasets/
https://fips.fi/open-datasets/
https://fips.fi/open-datasets/x-ray-tomographic-datasets/tomographic-x-ray-data-of-a-walnut/
https://arxiv.org/pdf/1502.04064

5.6 Realdaten

keys:

__header__

__version__

__globals__

A

m
A: (19680, 26896) <class 'scipy.sparse._csc.csc_matrix'>
sino: (164, 120) <class 'numpy.ndarray'>
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Losungsansatze fiir gefacherte Strahlen
Bisher haben wir nur Computertomografie mit parallel verlaufenden Strahlen betrachtet.

Praktisch alle modernen CT-Geréte arbeiten aber mit facherférmigem oder noch komplexerem
(3D) Strahlverlauf. Zur Diskretisierung geficherter Verlaufe gibt es zwei grundlegende
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Ansatze:

o Analog zu unserem Vorgehen bei parallelen Strahlen wird fiir jedes Pixel (bzw. jede
Basisfunktion) und jeden Strahlwinkel die zugehorige Sinogrammspalte berechnet.

o Man sortiert die Spalten der Sinogramme zwischen den verschiedenen Aufnahmewinkeln

um und erhalt so Sinogrammdaten fiir parallele Strahlen ( 570). So kann
die oben fiir parallele Strahlen berechnete Matrix A auch fiir geficherte Strahlen
verwendet werden. Dieser Ansatz wird als Rebinning bezeichnet. Problematisch
ist dabei, dass die so erhaltenen (parallelen) Aufnahmewinkel und Pixelpositionen

im Sinogramm nicht mehr adquidistant sind, sodass Qualitdtsverluste durch notwendiges

Resampling der der Daten entstehen konnen.

Rekonstruktion

Schwierigster Punkt bei der Rekonstruktion ist die Wahl des Regularisierungsparameters.
Fir ¢ = 0 erhalten wir keine sinnvolle Rekonstruktion. Fiir groflere Werte werden
die Rekonstruktionen besser. Die Wahl eines guten Parameters ¢ hingt von vielen
Faktoren ab, insbesondere vom Rauschniveau in den Daten. Uber das Rauschniveau
liegen uns allerdings keinerlei Informationen vor, sodass wir nur verschiedene Werte fiir
c ausprobieren und die zugehorigen Rekonstruktion durch manuelle Inspektion bewerten
kénnen. Im Prinzip kénnte man das zu erwartende Rauschniveau aus entsprechenden
Angaben zur verwendeten Hardware ermitteln. Dies ist im vorliegenden Fall jedoch nicht
geschehen oder nicht mit veréffentlicht worden.

v = sino.T.reshape( -1)

ul = scipy.sparse.linalg.lsqr(A, v, damp=1, iter_lim=1000) [0]
imgl = ul.reshape(164, 164).T
u2 = scipy.sparse.linalg.lsqr(A, v, damp=3, iter_lim=1000) [0]
img2 = u2.reshape(164, 164).T
u3 = scipy.sparse.linalg.lsqr(A, v, damp=5, iter_lim=1000) [0]
img3 = u3.reshape(164, 164).T

fig, (axl, ax2, ax3) = plt.subplots(l, 3, figsize=(12, 5))
axl.imshow(imgl, cmap='gray')

ax2.imshow(img2, cmap='gray')

ax3.imshow(img3, cmap='gray')

axl.set_title('$c=1$")

ax2.set_title('$c=33%")

ax3.set_title('$c=5%")

plt.show()
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6 Partielle Differentialgleichungen

Gleichungen, die eine Funktion mehrerer Verdnderlicher mit ihren partiellen Ableitungen
in Verbindung setzen, heilen partielle Differentialgleichungen (kurz: PDE fir “partial
differential equation”). Losung einer PDE ist also eine Funktion.

Zusammenhénge und Gesetzméfligkeiten groBer Teile der Physik und anderer Naturwissenschaften,
aber der Wirtschaftswissenschaften kénnen durch partielle PDEs ausgedriickt werden.
Sie sind somit eines der wichtigsten Modellierungswerkzeuge.

Ist nur eine Funktion einer Verdnderlichen gesucht, so spricht man von gewdhnlichen
Differentialgleichungen (kurz: ODE fir “ordinary differential equation”). Diese sind
ebenfalls ein weit verbreitetes Werkzeug zur Modellierung von naturwissenschaftlichen,
technischen und 6konomischen Zusammenhéngen, sind aber deutlich einfacher zu handhaben
und deswegen hier nicht explizit Thema. ODEs lassen sich meist mit relativ einfachen
Standardverfahren 16sen, welche fertig implementiert in Software-Bibliotheken verfiigbar
sind.

Nebenbemerkung

Fir PDEs existiert im Gegensatz zu ODEs (noch) keine abgeschlossene
Losungstheorie. Deshalb werden PDEs meist fallbezogen behandelt. Existierende
umfassendere Theorien zu PDEs sind mathematisch extrem anspruchsvoll und
konnen deshalb hier nicht behandelt werden.

Wir beschrianken uns hier auf wichtige, oft auftretende PDE-Typen. Insbesondere
werden wir nur lineare PDEs betrachten, also solche, in denen die gesuchte Funktion
und deren partielle Ableitungen nur in Linearkombinationen miteinander verkniipft
werden.

Merke!

Die Ordnung der héchsten in einer PDE auftretenden partielle Ableitung heifdt
Ordnung der PDE.

Das Losen von PDEs erfolgt heute ausschlieflich numerisch. Analytisches Losen ist
nur in wenigen Spezialfillen moglich. Schon die Frage, ob iiberhaupt eine Losung
existiert und diese eindeutig ist, ist oft nur mit erheblichem mathematischem Aufwand
zu beantworten.
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6.1 PDEs erster Ordnung

Struktur

Merke!
Lineare PDE erster Ordnung haben die Form

0
> ai(z) 5 &) +b@)y(z) +c(z) =0, z€B. (6.1)
i=1 v
Dabei sind
o = (z1,...,xy,) die Variablen, von denen die gesuchte Funktion abhéngt,

e y: B — R die gesuchte Funktion,
e B C R™ der Definitionsbereich der gesuchten Funktion,

* ai,...,an,b,c gegebene Funktionen (Koeffizienten genannt).

Zusétzlich konnen noch Anfangs- oder Randbedingungen gegeben sein. Anfangsbedingungen
geben die gesuchte Funktion zu einem Zeitpunkt vor, sofern eine der Variablen der Zeit
entspricht. Randbedinungen geben die gesuchte Funktion auf dem Rand 0B von B vor.
Kombinationen (Anfangsrandbedinung) und weitere Arten von Randbedingungen (z.B.
Vorgabe der Richtungsableitungen senkrecht zur Randlinie) sind in vielfaltiger Weise
moglich und {blich.

Beispiel: Kontinuitatsgleichung

Modellieren die Ausbreitung eines Olteppichs auf einer Wasseroberfliiche unter Strémungseinfluss.

Sei v(x1,72,t) € R? der Stromungsvektor (Richtung und Geschwindigkeit) einer Wasserobfliche
(R?) am Punkt (z1,z2) zur Zeit . Die Oldichte (Masse pro Fliche) sei durch o(x1, z2,t)
beschrieben. Ist

00(z1,29) := o(x1,20,t) fiir alle (x1,x5) € R? (6.2)
gegeben, so interessiert uns die Verinderung der Oldichte im Laufe der Zeit.
Offensichtliche Losungen:

o Falls v =0 (keine Strémung), so muss zu jeder Zeit o = gg gelten.

o Ist v unabhingig von Ort und Zeit immer gleich (gleichméfiige Stréomung in eine
feste Richtung), so entsteht ¢ zur Zeit ¢t durch Verschieben von gy. Dabei ist die
Léange der Verschiebungsstrecke proportional zu t.
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Die Losung fiir allgemeines v muss die PDE

o 0
ag(xl,xg,t) + % o (o(z1, 2, t) v(z1,32,)) =0 (6.3)
Ox2

fiir (x1,22) € R? und ¢ € [0, 00) erfiillen. Diese erhélt man durch Vergleich der Olmasse
in einem beliebig Gebiet mit dem Olzufluss und -abfluss iiber den Rand des Gebiets und
Grenziibergang zu beliebig kleinen Gebieten ( 610).

Merke!

PDEs erster Ordnung mit dieser Struktur heilen Kontinuitdtsgleichungen.
Kurzschreibweise:

%Q + divg (ov) = 0, (6.4)

wobei divy die Divergenz bzgl. der Ortsvariablen bezeichnet.

LOosungsansatze

PDEs erste Ordnung kénnen auf (nichtlineare) Systeme gewohnlicher Differentialgleichungen
zuriickgefiihrt werden.

Alternativ ist die spéter zu behandelnde Methode der finiten Differenzen einsetzbar.

6.2 PDEs zweiter Ordnung

Struktur

Merke!
Lineare PDE zweiter Ordnung haben die Form

;;azj() 0x;0x; ()
n (6.5)
* ;bz(x) oz, V@) T el@)y(z) +d(@) =0, z€B
Dabei sind
o z=(x1,...,2,) die Variablen, von denen die gesuchte Funktion abhéingt,

e y: B — R die gesuchte Funktion,
e B C R"™ der Definitionsbereich der gesuchten Funktion,
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e ajj, b, c,d gegebene Funktionen (Koeflizienten genannt).

Analog zu PDE erster Ordnung werden meist zusédtzliche Anfangs- und Randbedingungen
formuliert.

Existenz und Eindeutigkeit von Losungen sind nicht allgemein bekannt, sondern miissen
im Einzelfall untersucht werden.

Die Losungseigenschaften und geeignete Losungsverfahren hidngen wesentlich von der

Koeffizientenmatrix
aip -+ Qln

Az, oyxn) = | ¢ : (6.6)
anl - Apn

ab. Diese ist iiblicherweise symmetrisch fiir alle z. In diesem Fall unterscheidet man
vier Situationen:

Merke!

o Ist A(z) in jedem Punkt positiv definit oder in jedem Punkt negativ definit,
so heifit die PDE elliptisch.

o Ist A(z) in jedem Punkt positiv semidefinit oder in jedem Punkt negativ
semidefinit, so heifit die PDE parabolisch.

o Ist A(z) in jedem Punkt indefinit, so heifit die PDE hyperbolisch.

o A(z) hat unterschiedliche Definitheitseigenschaften in B, ist also beispielsweise
in einem Teilgebiet elliptisch und in einem anderen hyperbolisch.

Beispiel: Potentialgleichung

Merke!

PDE der Form
Ay(z1,...,xn) = f(x1,...,2,), T EB (6.7)

mit dem Laplace-Operator

0? 0?
+ot

A ' 0%z,

und gegebener Funktion f : R™ — R heiflen Poisson-Gleichung. Ist f = 0, so
spricht man von einer Laplace-Gleichung oder auch Potentialgleichung,.
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Poisson-Gleichungen sind elliptische PDE. Sie tauchen in zahlreichen physikalischen
Zusammenhéangen auf (Elektrostatik, Warmeleitung, Stromungsmechanik,...). Die gegebene
Funktion f modelliert dabei das Vorhandensein von Quellen und Senken, in der Elektrostatik
also z.B. die Ladungsverteilung im Gebiet. Vy ist dann der daraus resultierende Stromfluss
und Ay = div Vy liefert die Quellen und Senken in diesem Fluss. Die Potentialgleichung
Ay = 0 modelliert ein Erhaltungsgesetz, welches fiir viele physikalische Prozesse gilt:
“Was rein fliefit, muss auch wieder raus fliefen”.

Fiir die Potentialgleichung auf B = R? \ {0} ohne Randbedingungen ist bekannt, dass
stets radialsymmetrische Losungen existieren, also Losungen, die nicht direkt von z,

sondern nur von 7 := /x? + - + z2 abhiingen. Setzen wir u(r) := y(z) so hat u die
Form
1 flirn =2
u(r) = nr+c, ur n , (6.9)
r~ (=2 4 ¢ fiir n > 3.

Alle Vielfachen davon sind ebenfalls Losungen ( 620).

Auch zu einem anderen “Mittelpunkt” verschobene Varianten dieser Funktionen sind
wieder Losungen und Summen von Lésungen sind wieder Losungen. Bei gegebenen
Randbedingungen sehen die Losungen zwangslédufig anders aus.

Merke!

Man unterscheidet drei Typen von Randbedingungen:

o Dirichlet-Randbedingung (y ist auf dem gesamten Rand gegeben),

o Neumann-Randbedingung (die Richtungsableitungen von y in
Normalenrichtung sind auf dem gesamten Rand gegeben),

o gemischte Randbedingungen (teils Dirichlet, teil Neumann, z.B.
Elektrische Impedanztomografie).

Bei Dirichlet-Randbedingungen ist die Losung eindeutig, falls sie existiert. Bei Neumann-
Randbedingungen unterscheiden sich alle Losungen nur um eine additive Konstante.

Merke!

Fir die Potentialgleichung gilt das Maximumprinzip: Erfiillt eine Funktion y die
Potentialgleichung in einem Gebiet B, so nimmt die Funktion ihr Maximum (und
auch ihr Minimum) auf dem Rand 0B des Gebiets an.

Diese Eigenschaft kann man oft nutzen, um wichtige Aussagen iiber die Losungen
zu erhalten ohne die Losungen explizit finden zu miissen.
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Beispiel (Faraday’scher Kifig)

Bringt man eine leitfahige hohle Kugel (z.B. Auto) in ein elektrisches Feld (z.B.
Gewitter/Blitz), so ordnen sich die Ladungen auf der Kugeloberfliche so an, dass
kein Strom flieBt. Das Potential auf der Oberflache ist also konstant. Im Inneren
der Kugel befinden sich keine Ladungen:

Ay(z) =0 fur ||z <1, y(z) =c fir x| = 1. (6.10)

Aus dem Maximumprinzip folgt, dass das Potential im Inneren konstant gleich dem
Potential an der Oberfliche ist, also nirgends ein Strom flielen kann.

Beispiel: Diffusionsgleichung

Wollen die Wérmeverteilung im Laufe der Zeit in einem Koérper B C R™ bei gegebenen
Anfangs- und Randbedingungen modellieren. Analog zur Massenbilanz beim Olteppichbeispiel
fiihrt hier eine Energiebilanz zur PDE

Agulz, t) — % gtu(x,t) = 0. (6.11)

(IDVID 630). Dabei sind

o u(z,t) die Temperatur des Korpers am Punkt z zur Teit ¢,

o o die Dichte des Materials (tiberall gleich),

o c die spezifische Warmekapazitiat des Materials (iberall gleich),

o A die spezifische Warmeleitfahigkeit des Materials (iiberall gleich).

Merke!

PDE mit der Struktur

Azu—a gtu =0 (6.12)

mit einer Konstante a > 0 heiflen Diffusions-Gleichungen und sind stets
parabolisch.

Um die Temperatur zu einer Zeit ¢ berechnen zu konnen, muss einerseits die Temperaturverteilung
zu einem fritheren Zeitpunkt bekannt sein (Anfangsbedingung); andererseits muss der
Waiérmezufluss oder -abfluss iiber den Rand des Gebietes im Laufe der Zeit bekannt sein.
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Merke!
Ublich Anfangsbedingung:

u(z,0) = f(z) firalleze B (6.13)

mit einer gegebenen Funktion f, die nur vom Ort abhéngt.

Fiir die Formulierung von Randbedingungen gibt es verschiedene Varianten, die auch
auf verschiedenen Teilen des Randes unterschiedlich eingesetzt werden kénnen:

o Ist die Umgebungs- bzw. Oberflichentemperatur konstant iiber die Zeit, so
kommt die sogenannte Dirichlet-Randbedinung

u(z,t) = g(z) firallez € 9B und allet >0 (6.14)

zum Kinsatz. Zu beachten ist, dass diese kompatibel mit der Anfangsbedinung
sein muss, also f(z) = g(z,0) fir x € 0B.

o Ist nur der Warmefluss iiber den Rand bekannt, z.B. bei (perfekter)
Isolation oder Vorhandensein einer Warmequelle, so kommt die Neumann-
Randbedingung

aau(a:, t) =h(z) firallez € dB undallet>0 (6.15)
n

zum Einsatz, wobei %u die Normalenableitung von v in einem Randpunkt
bezeichnet. Perfekte Isolation entspricht h = 0.

e Héngt der Warmefluss iiber den Rand von der Temperaturdifferenz zwischen
Objekt und Umgebung ab (also insbesondere von der Objekttemperatur) wird
die Robin-Randbedingung

({fu(x, t) =a(z) (u(z,t)—U) firallez€dB undallet>0 (6.16)
n

verwendent. Dabei sind U € R die Umgebungstemperatur und o«
die Warmeiibergangsfunktion, die sich aus den konkreten physikalischen
Vorgéngen ergibt, die zum Wéarmeabfluss fithren (z.B. vorbeistromendes
Kiihlmittel).

Betrachten ein einfaches 1D-Beispiel um eine Idee vom Verhalten der Lésungen der
Wiérmeleitungsgleichung zu bekommen.
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6.2 PDEs zweiter Ordnung

Beispiel (isolierter Stab)

Sei n = 1 und B = [0, 1] modelliere einen diinnen Stab. Alle Materialparameter
seien 1, sodass die Warmeleitungsgleichung

Ugg(x,t) — ug(x,t) =0 fur alle x € [0,1] und alle t >0 (6.17)
lautet. Die anfdngliche Temperaturverteilung sei
u(z,0) = cos(2mx) fiir alle x € [0,1] (6.18)
und der Stab sei an den beiden enden perfekt isolierte, also
Uz (0,t) = uy(1,¢6) =0 fur alle ¢ > 0. (6.19)

Fiir diesen speziellen Fall kann man die Losungen analytisch bestimmen (tun wir
hier nicht) und erhalt

(IDvID) 640).

u(z,t) = cos(2mx) e e (6.20)

Beispiel: Wellengleichung
Fiir die Auslenkung u(x,t) einer Saite B = [0, 1] gilt

7 Upg (2, 1) — uy(x,t) =0 fiir alle x € [0,1] und allet >0 (6.21)
1%

( 650). Dabei ist o > 0 die Dichte der Saite (Masse pro Lange) und o > 0 ist
Zugspannung in der Saite im Zustand minimaler Spannung. Bei gegebener Anfangsauslenkung,
gegebener Anfangsgeschwindigkeit und geeigneten Randbedinungen beschreibt diese PDE

den zeitlichen Verlauf der Auslenkung.

Allgemeiner gilt:

Merke!

PDE mit der Struktur )

%t
mit einer Konstante ¢ > 0 heilen Wellengleichungen und sind stets hyperbolisch.

AU — ——u =0 (6.22)

Losungen der Wellengleichungen beschreiben die Auslenkung u(z, t) eines Mediums (Saite,
Membran, Luft,...) an einer Stelle x € R™ zur Zeit ¢ > 0. Die Konstante c ist die
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6 Partielle Differentialgleichungen

Ausbreitungsgeschwindigkeit der Wellen (Lichtgeschwindigkeit bei elektromagnetischen
Wellen, Schallgeschwindigkeit bei Schallwellen,...).

Merke!

Ublicherweise werden zwei Anfangsbedingungen benotigt:

o Anfangsauslenkung u(x,0),
o Anfangsgeschwindigkeit %u(w, 0).

Als Randbedinungen kommen analog zu den Diffusionsgleichungen Dirichlet-
Randbedingungen (Rand fest) und Neumann-Randbedingungen in Frage. Bei
Neumann-Randbedingungen ist die physikalische Interpretation schwierig. Im
Wesentlichen wird dadurch die Neigung des Randes (z.B. einer Membran)
vorgegeben.

Die Struktur der Losungen héangt stark von der Raumdimension ab.

Beispiel (eingespannte Saite)

Eine an beiden Enden fest eingespannte Saite B = [0, 1] erfiillt die Randbedingungen
u(0,t) = u(l,t) =0 fiurallet >0. (6.23)

Fiir eine gegebene Funktion f : [0,1] — R kann man zu den Anfangsbedingungen
u(z,0) = f(zx) fir alle z € [0,1] (6.24)

und
ur(xz,0) =0 fir alle z € [0,1] (6.25)

(Saite in vorgegebener Lage, aber noch nicht in Bewegung) die Losung der
Wellengleichung

A Uge(x,t) — uge(z,t) =0 fiir alle z € [0,1] und alle t > 0 (6.26)

analytisch bestimmen (tun wir hier nicht). Man erhélt

u(z,t) = iak sin(k 7 x) cos(ckmt) (6.27)
k=1
wobei .
ag = 2 z) sin(kmx)dzx 6.28
e=2 [ f@) sin(kra) (6.28)

gerade die Sinus-Anteile der Fourier-Koeffizienten der Anfangsauslenkung f sind.
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6.2 PDEs zweiter Ordnung

LOosungsansatze

Je nach Gleichungstyp (elliptisch, parabolisch, hyperbolisch) und Randbedingungen
kommen verschiedene analytische Losungsanséitze in Frage. Diese sind allerdings fast
immer extrem aufwendig und erfordern tiefere mathematische Kenntnisse (Umgang mit
Funktionenreihen,...). Teilweise lassen sich PDEs auf gewohnliche Differentialgleichungen
oder System gewohnlicher Differentialgleichungen zuriickfithren, welche dann ebenfalls
mit recht hohem Aufwand zu l6sen sind.

Fiir den pratkischen Einsatz erfolgt das Loésen von PDE 2. Ordnung ausschliefllich
numerisch.
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7 Finite-Differenzen- Verfahren

7 Finite-Differenzen-Verfahren

Das Finite-Differenzen-Verfahren (kurz FDM fiir “finite difference method”) ist zwar in
mancher Hinsicht den spéter zu behandelnden Finite-Elemente-Verfahren unterlegen, ist
aber aufgrund seiner Einfachheit aber ein guter Einstieg in das numerische Losen von
PDEs und weit verbreitet im praktischen Einsatz.

7.1 ldee

Die Grundidee ist sehr einfach:

Merke!

Ersetze alle in der zu losenden PDE auftretenden Ableitungen durch
Differenzenquotienten bzgl. eines (hinreichend feinen) Gitters.

Statt einer Funktion sind also nur noch Funktionswerte auf endlich vielen Gitterpunkten
gesucht. Diese Werte stehen durch die Differenzenquotienten zueinander in Beziehung.
Fiir lineare PDE fiihrt dieses Vorgehen praktisch immer zu einem linearen Gleichungssystem,
welches mit Standardverfahren gel6st werden kann.

Hauptschwierigkeit beim Finite-Differenzen-Verfahren ist das Einbinden von Randbedingungen
fiir Gebiete mit krumlinigem Rand, da die Gitterpunkte eines regelméfligen Gitters nur
selten auf dem Rand liegen werden.

Nebenbemerkung

Prinzipiell sind die hier diskutierten Ideen und Verfahren auch auf gewohnliche
Differentialgleichung (ODE) anwendbar. Diese werden hier allerdings nicht explizit
behandelt, da sie einerseits methodisch mehr Moglichkeiten bieten als PDE und
andererseits weniger Detailprobleme bei der Umsetzung der Verfahren verursachen.
Setzt man die Idee des Finite-Differenzen-Verfahrens fiir ODE um, so erhélt man
einige der einfacheren ODE-Verfahren.

7.2 Fehlerabschatzungen

Theoretische Resultate zur Genauigkeit der erhaltenen Losungen existieren vor allem fiir
elliptische lineare PDE. Das Finite-Differenzen-Verfahren ist zwear prinzipiell auch fiir
andere PDE einsetzbar, jedoch besteht ohne hinreichende theoretische Untermauerung
keine Garantie, dass die erhaltenen diskreten Losungen in hinreichend engem Zusammenhang
mit den tatséchlichen Losungen der PDE stehen.
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7.3 Allgemeines Vorgehen

Merke!
Konkret sollten zwei Eigenschaften fiir jedes konkrete Losungsverfahren gegeben
sein:

o gute Kondition (kleine Fehler in den Eingabedaten (Anfangs- und

Randbedinungungen) fithren auch nur zu kleinen Fehlern in den Losungen),

o Konvergenz (je feiner die Diskretisierung, desto kleiner die Abweichung
zwischen diskreter und kontinuierlicher Losung).

In der Veranstaltung zur numerischen Mathematik wird noch der Begriff der Stabilitét
eines Algorithmus eingefithrt, welcher besagt, dass der Algorithmus hinreichend genau
das kontinuierliche Problem 16st. Aus guter Kondition des kontinuierlichen Problems
und Stabilitdt des Algorithmus erhdlt man dann die gute Kondition des Algorithmus.
Im Kontext von PDEs gilt

Algorithmus = Diskretisieren + Standardverfahren, (7.1)

sodass man davon ausgehen kann, dass gute Kondition des diskretisierten Problems
auch gute Kondition des Algorithmus liefert. Ensprechend beschridnkt man sich auf die
Untersuchung der Kondition des diskretisierten Problems.

Die Kondition des diskretisierten Problems ist durch die Konditionszahl der Systemmatrix
gegeben. Diese muss meist aufwendig bestimmt oder wenigstens nach oben abgeschétzt
werden. Untersuchungen zur Konvergenz sind ebenfalls mit hohem Aufwand verbunden
und deshalb nicht Bestandteil dieser Veranstaltung. Fiir alle iiblichen PDEs findet man
entsprechende Herleitungen in der Literatur. Wir beschrénken uns hier auf die Angaben
der Resultate um einen Eindruck von der zu erwartenden Losungsqualitit zu bekommen.

7.3 Allgemeines Vorgehen

Unabhéngig von der zu lésenden PDE sind folgende Schritt auszufiihren:

1. Gitterpunkte fir jede Variable wéhlen.

2. Ableitungen an Gitterpunkten, die nicht auf dem Rand des betrachteten Gebietes
liegen, durch Differenzenquotienten entsprechend den Nachbargitterpunkten ersetzen.

3. Anfangs- und Randbedingungen durch Funktionswerte bzw. deren Ableitungen
(Differenzenquotienten) auf Gitterpunkten des Randes ausdriicken.

4. Entstehendes Gleichungssystem l6sen.

Die konkrete Umsetzung dieser Schritte hdngt im Detail von den Gegebenheiten der
vorliegenden PDE, insbesondere von den Anfangs- und Randbedingungen ab.
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7 Finite-Differenzen- Verfahren

7.4 Beispiel: 2D-Poisson-Gleichung

Wollen
Au(z,y) = f(z,y), (z,y) €B (7.2)
fiir das Rechteck
B =10,a] x [0,b] (7.3)

l6sen. Die Losung gibt beispielsweise die Auslenkung einer der Last f ausgesetzten
Membran an, solange die Auslenkung “klein” ist. Am Rand sei die Membran fest
eingespannt:

u(z,y) =0 fir (z,y) € 0B. (7.4)

Gitterpunkte

Wiéhlen in 2- und y-Richtung n;, + 1 bzw. n, + 1 gleichmaBig verteilte Stiitzstellen mit
Absténden

1 1
Az ==, Ay:=— 7.5
vi=— Ayi= o (7.5)
sodass die Gitterpunkte
(iyyj), xi=ilx, yj=jAy, i=0,....,ny Jj=0,...,ny (7.6)

entstehen.
Gilt i € {0,n,} oder j € {0,ny}, so ist (z;,2;) ein Randpunkt des Gebietes B.

Fiihren folgende Kurzbezeichnungen ein:

wij = u(zi, yj), fij = (@i, y;). (7.7)

Diskretisierung im Inneren

Die zu lésende Gleichung

U:mc(xa y) + uyy(:v, y) = f(:na y) (7'8)

betrachten wir nur auf den inneren Gitterpunkten und ersetzen dort die Ableitungen
durch die Differenzenquotienten

Uitl,j — 2Uij + Ui

D (w;) = e (7.9)
bzw.
D2(y;) i= BT (QXZ’)J;F g1 (7.10)
Erhalten somit
Di(xi) + Dy(yi) = fij, i=1,...,na—1, j=1,....ny,—1 (7.11)
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7.4 Beispiel: 2D-Poisson-Gleichung

Diskretisierung der Randbedingung
Die Randbedinung u(z,y) = 0 liefert auf den Randgitterpunkten
Uo,j = Un,,j = Ui0 = Uipn, =0 (7.12)

firi=0,...,n; und j =0,...,ny.

Gleichungssystem

Die an den inneren Punkten diskretisierte PDE liefert (n, — 1) (n, — 1) Gleichungen fiir
(ng +1) (ny+1) Unbekannte. Aus der diskretisierten Randbedingung kénnen allerdings
die Werte gerade fiir soviele Unbekannte direkt entnommen werden, dass fiir die restlichen
Unbekannten ein Gleichungssystem mit quadratischer Systemmatrix entsteht. Man kann
zeigen (tun wir hier nicht), dass dieses eindeutig losbar ist.

Kondition

Man kann zeigen (tun wir hier nicht), dass das diskretisierte Problem gut konditioniert
ist:

Merke!

Sei u die (nur auf den Gitterpunkten gegebene) exakte Losung des diskretisierten
Problems und sei @ die (nur auf den Gitterpunkten) berechnete Losung. Weiter seien

e 1 > 0 der Radius eines Kreises um den Koordinatenursprung, der das Gebiet
B vollstandig enthélt,

e G C R? die Menge aller Gitterpunkte,

e A ¢ Rt my+1)x((na+1) (ny+1))  dje  Systemmatrix des zu losenden
Gleichungssystems einschliefSlich der Gleichungen fiir die Randbedingung.

Dann gilt:
2
max |u — u| < max |u—1]\—i—r— max |f —Aal. (7.13)
BNG dBNG 2 (B\@B)NG

Der erste Summand gibt den Fehler in der Randbedinung an. Dieser wird meist Null
sein oder nur in der Grofenordnung des Gleitkommarundungsfehlers liegen. Der zweite

Summand gibt an, wie gut die (in der Praxis immer ndherungsweise) Losung des Gleichungssystems

die (diskretisierte) rechte Seite f der PDE anndhert. Sind beide Fehler klein, wird also
auch der Abstand zwischen berechneter und exakter Losung klein sein.
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7 Finite-Differenzen- Verfahren

Konvergenz

Man kann zeigen (tun wir hier nicht):

Merke!

Sei die exakte Losung u dreimal stetig differenzierbar, sei @ die (nur auf den
Gitterpunkten gegebene) Losung des diskretisierten Problems und bezeichne G' C R?
die Menge der Gitterpunkte. Dann gilt

—al < Az, A .14
max u — ] < ¢ max{Az, Ay} (7.14)

mit einer von Az und Ay unabhingigen Konstante ¢ > 0.

Ist u sogar viermal stetig differenzierbar, so erhilt man diese Abschitzung mit h2
statt h.

Je feiner das Gitter, desto kleiner wird also der Fehler in der Losung sein.

Beachte: In der Konvergenzaussage hier ist u die exakte Losung der PDE, in der obigen
Konditionsaussage ist u hingegen die exakte Losung des diskretisierten Problems. In
beiden Féllen ist @ die berechnete Losung des diskretisierten Problems.

7.5 Nicht triviale berandete Gebiete

Liegen auf dem Rand 0B des Gebiets B kaum oder gar keine Gitterpunkte, miissen

am Rand zusétzliche Gitterpunkte eingefiigt werden. Dies geschieht iiblicherweise durch
achsenparallele Verschiebung des jeweils ersten aulerhalb des Gebietes liegenden Gitterpunktes.
Dadurch sind die Gitterpunkte nicht mehr dquidistant, was zu héherem Aufwand beim
Aufstellen des Gleichungssystems fiihrt. Mit diesem Vorgehen hat jeder inner Punkt stets

vier Nachbarpunkte, sodass die Differenzenquotienten problemlos aufgestellt werden
kénnen ( 750).
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8 Fallstudie: 1D-Wellengleichung

Betrachten das Losen er Wellengleichung in einer Raumdimension mittels Finite-Differenzen-
Verfahren genauer. Sei dazu B = [0, a] das betrachtete Gebiet, sei [0, 7] das betrachtete
Zeitintervall und sei ¢ > 0 die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Wellen. Gesucht ist eine
Funktion w : [0,a] x [0,7] — R, die

Uy (0, 1) — uge(z,t) = 0 (8.1)
erfiillt. Eine Anfangsbedingung sei durch
u(z,0) = f(x), ug(x,0) =0 (8.2)
mit f : [0,a] — R gegeben.

8.1 Randbedingungen

Wir betrachten verschiedene Randbedingungen:

o beidseitig feste Einspannung (Dirichlet),
o beidseitig keine Ubertragung von Vertikalkriften auf den Rand (Neumann),

o linkes Ende ohne vertikale Kraftiibertragung (Neumann), rechtes Ende frei.

Im ersten Fall soll also
u(0,t) = u(a,t) =0 (8.3)
gelten.

Im zweiten Fall sollen keine Vertikalkrifte auf den Rand iibertragen werden. Stellt
man sich die Funktion u als Verlauf einer Gitarrensaite vor, soll die Zugkraft also nur
horizontal auf die Befestigung am Rand wirken. In vertikale Richtung ist die Befestigung
frei beweglich. Erhaltene aus diesen Uberlegungen

uz(0,t) = ug(a,t) = 0. (8.4)

Im dritten zu betrachtenden Fall soll die Welle am rechten Rand frei auslaufen kénnen.
Das Verhalten am Rand soll also so sein, als wiirde der betrachtete Bereich B nach
rechts beliebig grof8 sein, wir aber nur den Ausschnitt [0, a] sehen. Zusammen mit der
Neumann-Bedingung fiir den linken Rand erhélt man

uzy(0,8) =0, wa,t)+ cugz(a,t) =0. (8.5)

Dass diese Randbedingung fiir unsere Zweck die richtige ist, sieht man, indem man
u(xz,t) = g(x — ct) fur eine beliebige Funktion g einsetzt. Diese Wahl von wu 16st
die Wellengleichung einschliellich Randbedinung am rechten Rand und entspricht einer
nach rechts laufenden Welle ( 810). Nach rechts laufende Wellen koénnen also
ungehindert den betrachteten Bereich verlassen. Verzichtet man auf diese Randbedingung,
so ist die Losung der Wellengleichung nicht mehr eindeutig bestimmt.
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8 Fallstudie: 1D-Wellengleichung

Nebenbemerkung

Im dritten Fall haben wir nebenbei gesehen, dass nach rechts laufende Wellen stets
die Wellengleichung l6sen. Gleiches gilt fiir nach links laufende Wellen u(z,t) =
g(z + ct). Da die Wellengleichung linear ist, ist auch die Summe zweier Losungen
wieder Losung, also z.B. die Uberlagerung zweier nach links oder rechts laufender
Wellen. Zu beachten ist, dass auch andere Losungen als nur die nach links oder
rechts laufenden Wellen in Frage kommen!

8.2 Diskretisierung

Gitterpunkte

Setzen T
Az = i, At = — (8.6)
Ny Ty
und erhalten so Gitterpunkte (x;,t;) mit
Ty = iAx, tj = j At (8.7)
firi=0,1,...,np, und 7 =0,1,..., n4.
Gesucht sind die Werte
Uj5 = u(xi, tj) (8.8)

von u an den Gitterpunkten.

Die Gitterwerte der Funktion f in der Anfangsbedingung bezeichnen wir entsprechend
mit

fi = f(ws). (8.9)

Innere Punkte

Fir Punkte im Inneren des betrachteten Gebietes soll die Wellengleichung gelten, wobei
wir die zweiten Ableitungen durch entsprechende Differenzenquotienten ersetzen:

o Ui—1j — 2Uij + Uiy1j  Uij—1 — 2Uij + Uij41

— = 1
(Bo)? (at)? ’ (8.10)
firi=1,...,n,—1und 5=1,...,ny — 1.
Umstellen nach wu; jq liefert
cAt\?
Ui j+1 = <ALL’> (ui_l,j — 2ui7]’ + ui+17]‘) — (um_l — 2u,~7j). (8.11)
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8.2 Diskretisierung

Sind fiir ein festes j die w; j—1 und die w;; fiir alle ¢ = 0,...,n, bekannt, so erhélt
man aus dieser Formel die w;j41 fir i = 1,...,n,. Wir kénnen u also Zeitschritt fiir
Zeitschritt berechnen ohne ein Gleichungssystem losen zu miissen.

Die Obergrenze T fiir die Zeit spielt hier keine Rolle. Theoretisch kann die Iteration
beliebig lang laufen.

Anfangsbedingung

Wir haben
Ui,O = fz (812)
firi=0,...,n;.

Die Ableitungen u(x,0) ersetzen wir durch die zentrale Differenz

w;1 — u(x;, —At
ug(x;,0) ~ 1 2(At ) (8.13)

Im Vergleich zu einem einseitigen Differenzenquotient erscheint dies sinnvoller, da der
Zeitbereich [0,7] nur einen Ausschnitt aus einem grofleren Zeitbereich darstellt, der
beobachtete Prozess also auch schon vor t = 0 lduft. Andererseits bringt diese Wahl das
(scheinbare) Problem mit sich, dass wir u(x;, —At) nicht kennen. Aus der kontinuierlichen
Anfangsbedingung u;(z,0) = 0 wird nun die diskrete Anfangsbedingung

uig = u(z;, —At), i=0,...,n,. (8.14)

In Formel () fiir j = 0 eingesetzt erhalten wir fiir den ersten Zeitschritt die Formel

2
c At
Uil = (A:L’) (ui_Lo -2 Ui 0 + ui+170) — (’IL/,J -2 ui’o). (8.15)

Auflésen nach u; 1 liefert nun

. CAt2(~ 2ui0 + Uis10) + Ui (8.16)
Ui 1 = 9 Az Ui—1,0 Ui,0 T~ Ui41,0 Uj,0- .

sodass die unbekannten Werte u(x;, —At) gar keine Rolle spielen.

Randbedingungen
Dirichlet Die diskretisierten Dirichlet-Randbedingungen sind

Ug,j = Ungj =0, g =0,...,m (8.17)
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8 Fallstudie: 1D-Wellengleichung

Neumann links Fiir die Neumann-Randbedingung links verwenden wir analog zur
Zeitableitung in der Anfangsbedingung die zentrale Differenz

U’Lj — u(—Ax, tj)

Uz (0, 85) ~ 2 Az ’

(8.18)

welche zur Bedingung
U1,5 :U(*ASU,tj)? J=0,...,n (819)

fithrt. Betrachten wir nun () fir ¢ = 0 und setzen dort diese Beziehung ein, so
erhalten wir mit

cAt\?
U j+1 = (Am) (uLj — 2U,07j + ’U,Lj) — (UO,j—l — QUOJ). (820)

eine Formel zur Berechnung des Randwertes wg j1, welche fiir j > 1 funktioniert. Fiir
j = 0 kann mittels Einsetzen von () fiir i = 0 und Auflésen nach ug ; daraus widerum

1 [cAt 2( 5 . )+ (8.21)
U1 =5 Az U1,0 Up,0 + U1,0 0,0 .

gewonnen werden.

Neumann rechts Analog zum linken Rand erhélt man fiir den rechten Rand die Berechnungsvorschri

2
c At
Upy j+1 = <A:p) (unz,l,j — 2unz,j + unz,Lj) — (unhjfl — 2unz,j)~ (822)
fiir j > 1 und
1 [cAt)?
Up, 1 = 5 (Aa}) (Unac—LO — 2unw,0 + unx_l’o) + Un,,0- (8.23)

Freier Rand rechts Im Prinzip kénnen die beiden Ableitungen in der Bedingung u¢(a, t)+
cug(a,t) = 0 wie oben durch zentrale Differenzenquotienten ersetzt werden. Die auftretenden
Funktionswerte auflerhalb der Orts- und Zeitintervalle [0,a] und [0,7] kénnen dann
wieder eliminiert werden, was allerdings recht aufwendig ist. Der Einfacheit halber
beschranken wir uns hier auf einseitige Differenzenquotienten (vorwérts in der Zeit,
riickwérts im Ort):

U i1 — U U — U 1
ui(a, t;) + cug(a, tj) ~ nMHAt ned o e Ax"”” N (8.24)
Nullsetzen und Umstellen nach u,, j+1 liefert
c At
unr7j+1 = unzaj - E (unzvj - unz_lvj) (825)
fir 7 > 0.
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8.3 Kondition

Zusammenfassung Zur Berechnung aller u; ; bietet sich nun folgendes Vorgehen an:

1. Fiir j = 0 die Werte f; verwenden.

2. Fir j=1undi=1,...,n, — 1 die aus der Anfangsbedingung abgeleitete Formel
flir innere Punkte verwenden.

3. Fir j =1 und i € {0,n,} die Formeln aus den Randbedingungen nutzen.
4. Fir j =2,3,...
a) Firi=1,...,n,; — 1 die Formel fiir innere Punkte nutzen.

b) Fiir i € {0,n;} die Formeln aus den Randbedingungen nutzen.

8.3 Kondition

Man kann zeigen, dass die Berechnung der Funktion v auf dem Gitter gut konditioniert

ist, wenn
cAt
<

Az —
gilt. Der Wert auf der linken Seite heifit auch Courant-Zahl.

1 (8.26)

8.4 Konvergenz

Man kann zeigen, dass fir

cAt

=
die auf dem Gitter (ohne Rundungsfehler) berechneten Werte fiir u exakt sind. Werden
Az und At gleichméBig verkleinert, so konvergiert die Losung des diskretisierten Problems
also gegen die exakte Losung.

1 (8.27)

Ist die Courant-Zahl kleiner als 1, so treten im Laufe der Zeit immer gréflere Abweichungen
zwischen diskretisierter und exakter Losung auf.

8.5 Implementierung

Die Implementierung kann entsprechend den Formeln oben erfolgen.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

def waveld(a, T, ¢, f, nx, nt, left='d', right='d'):

delta x = a / nx
delta_t =

|
-
~
g
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8 Fallstudie: 1D-Wellengleichung

92

C = c * delta_t / delta_x
print(f'Courant -Zahl: {C:.2f}')

X
u

np.linspace(0, a, nx + 1)
np.empty((nt + 1, nx + 1), dtype=float)

# Anfangsbedingungen
ul0, :1 = f(x)
ulil, 1: -1] = 0.5 * C ** 2 x (u[0, : -2] - 2 * u[0, 1: -1] + u[O,
o 2:1) + ul0, 1: -1]
if left == 'd':
ul1, 0] =0
else:
ull, 0] = 0.5 % C **x 2 * (2 * u[0, 1] - 2 * u[0, 0]) + u[0, O]
if right == 'd':
ull, -1] =0
elif right == 'n':
ull, -1] = 0.5 * C ** 2 * (2 * u[0, -2] - 2 * u[0, -1]) + u[O,
o =1]
else:
ull, -1] = u[0, -1] - C * (u[0, -1] - u[O0, -21)

# Zeitschritte
for j in range(l, nt):

# imnere Punkte
ulj + 1, 1: =11 = C *x 2 * (ulj, : -2] - 2 * ulj, 1: -11 + ulj,
oo 2:1) 0\

- (ulj -1, 1: =11 = 2 x ulj, 1: -11)

# Randbedingungen
if left == 'd':
ulj + 1, 0]
else:
ulj + 1, 0] = 0.5 *x C ** 2 * (2 x ulj, 1] - 2 * u[j, 0]1) \
- (ulj - 1, 01 - 2 *ulj, 01)

]
o

if right == 'd':
ulj + 1, =11 =0
elif right == 'n':
ulj + 1, =11 = 0.5 * C **x 2 x (2 * ulj, -2] - 2 * ulj, -11)
=\
- (ulj - 1, -11 - 2 * ulj, -11)
else:

ulj + 1, -1 = ulj, -11 - C * (ulj, -11 - ulj, -21)




8.5 Implementierung

return u

Die einzelnen Zeitschritt konnen als Animation visualisiert werden.

import matplotlib.animation as anim
from IPython.display import HTML

def show_anim(u, a, T):

nt = u.shape[0] - 1
nx = u.shape[1] - 1
x = np.linspace(0, a, nx + 1)

# Bilsrate auf 25 fps begrenzen

fps_real = nt / T

fps_show = 25

skip_frames = int(up.floor(fps_real / fps_show))
n_frames = (ot + 1) // (skip_frames + 1)

# Figure/Azes erstellen
fig, ax = plt.subplots()
ax.set_x1im(0, a)
ax.set_ylim( -1.1, 1.1)
ax.set_xlabel('x"')
ax.set_ylabel('u(x,t)"')
ax.grid()

# Linienobjekt erstellen (wird wdhrend Animation verdndert)
line = ax.plot(0, 0, ' -b')[0]

# Update —-Funktion
def update(frame):
line.set_data(x, ul[(skip_frames + 1) * frame, :])

# Animation erstellen und anzeigen

fa = anim.FuncAnimation(fig, update, frames=n_frames,

<~ interval=1000/fps_show)

display(HTML(fa.to_jshtml()))

plt.close() # wverhindert automatischen Aufruf von plt.show() durch
- Jupyter
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8 Fallstudie: 1D-Wellengleichung

8.6 Experimente

Verwenden folgende Parameter:

a =2
T =4
c =1
nx = 100

nt = int(np.ceil(c * nx * T / a)) # Courant = 1 oder wenigstens <= 1
print(f'{nt} Zeitschritte')

200 Zeitschritte

Dirichlet-Randbedingungen

f = lambda x: np.sin(il/a * np.pi * x)
u = waveld(a, T, ¢, f, nx, nt, 'd', 'd")
show_anim(u, a, T)

Courant -Zahl: 1.00

0
[ ] Once [x] Loop [ | Reflect

Neumann-Randbedingungen

Méchten wir Neumann-Randbedingungen verwenden, so sollte die Anfangsbedingung
diese auch erfiillen:

f = lambda x: np.cos(2/a * np.pi * x)
u = waveld(a, T, ¢, f, nx, nt, 'n', 'n')
show_anim(u, a, T)

Courant -Zahl: 1.00

0
[ ] Once [x] Loop [ | Reflect
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8.6 Experimente

Links Neumann-, rechts freie Randbedingung

f = lambda x: np.exp( -(x - 0.5 * a) **x 2 / 0.05)
u = waveld(a, T, ¢, f, nx, nt, 'n', 'f')
show_anim(u, a, T)

Courant -Zahl: 1.00

0
[ ] Once [x] Loop [ | Reflect

Links Dirichlet-, rechts Neumann-Randbedingung

Verldngern den Beobachtungszeitraum um eine volle Periode des Schwingungsvorgangs
zu sehen:

T =28
nt = int(np.ceil(c * nx * T / a)) # Courant = 1 oder wenigstens <= 1
print(f'{nt} Zeitschritte')

u = waveld(a, T, ¢, f, nx, nt, 'd', 'n')
show_anim(u, a, T)

400 Zeitschritte
Courant -Zahl: 1.00

0
[ ] Once [x] Loop [ | Reflect

Courant-Zahl zu groB3

T =4
nt = int(np.ceil(0.99 * ¢ * nx * T / a)) # Courant > 1
print (f'{nt} Zeitschritte')

f = lambda x: np.sin(l/a * np.pi * x)
u = waveld(a, T, ¢, f, nx, nt, 'd', 'd')
show_anim(u, a, T)
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8 Fallstudie: 1D-Wellengleichung

198 Zeitschritte
Courant -Zahl: 1.01

0
[ ] Once [x] Loop [ | Reflect

Obwohl die Courant-Zahl hier nur ganz wenig tiber der Eins liegt, wird die Berechnung
schlecht konditioniert, sodass die unmeidbaren Rundungsfehler innerhalb weniger Rechenschritte
extrem verstéirkt werden und die numerische Losung nichts mehr mit der exakten Losungen

des diskretisierten Problems zu tun hat.
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9 Fallstudie: 2D-Kontinuitatsgleichung

Betrachten verschiedene (auch ungeeignete) Verfahren zum Losen der Kontinuitatsgleichung
in zwei Raumdimensionen.

9.1 Problemstellung
Gleichung

Die Kontinuitétsgleichung
u(z,y,t) + (vu)e(z,y,t) + (wu)y(z,y,t) =0, (z,y) € B, ,t=>0  (9.1)

beschreibt z.B. die Masseerhaltung beim Materialtransport in einer Strémung. Dabei
ist u(w,y,t) die Dichte des transportierten Materials (z.B. eine Olschicht auf einer
Wasseroberflache) im Punkt (z,y) zur Zeit t. Die Werte v(x,y) und w(x,y) beschreiben
gemeinsam als Vektor Stromungsrichtung und Strémungsgeschwindigkeit (z.B. einer
Wasseroberflache). Zur durch die Funktionen v und w gegebenen Stromung ist die
Funktion u gesucht.

Zu beachten ist, dass die Kontinuitatsgleichung keine Diffussionsprozesse abbildet, sondern
lediglich den Transport durch Stromung. Ist z.B. die Wasseroberfliche stromungsfrei,
so wird die anfingliche Olverteilung in der Lésung der Gleichung iiber die Zeit erhalten
bleiben. Praktisch ist allerdings davon auszugehen, dass der Olteppich “breitfliet”,
also von sich aus die Dichte verringert und die beanspruchte Flache vergroflert. Fiir
die kombinierte Betrachtung von Transport- und Diffusionsprozessen kann man auch
eine PDE herleiten und 16sen. Der Einfachheit halber verzichten wir hier jedoch auf
den Diffusionsanteil. Praktisch bedeutet dies, dass unser Olteppich bereits eine Dichte
erreicht hat, bei der die Olschicht ohne externe Krifte (Strémung) sich nicht mehr
verandert.

Ebenfalls zur Vereinfachung beschréanken wir uns auf eine im Zeitverlauf unverdnderliche
Stromung. Die Funktionen v und w héngen also nur vom Ort, aber nicht von der Zeit
ab. Ein Teil der unten betrachteten Losungsverfahren ist auch fir zeitlich verédnderliche
Stromungen einsetzbar.

Anfangsbedingung

Die Anfangskonzentration des durch die Strémung transportierten Stoffs kann durch
eine vom Ort abhingige Funktion f ausgedriickt werden:

u(x,y,t) = f(x,y) fir alle (z,y) € Bund ¢t > 0. (9.2)

97



9 Fallstudie: 2D-Kontinuitatsgleichung

Randbedingungen

Das Formulieren von sinnvollen Randbedingungen ist schwierig. Folgende Bedinungungen
sollen am Rand erfiillt sein:

o Kein Material stromt vom Rand des betrachteten Gebietes B C R? ein.

o Material kann frei iiber den Rand mit der Strémung abtransportiert werden.
Je nach Stromungsrichtung in Bezug auf den Rand, ist die Randbedingung also “kein
Fluss iiber den Rand” oder “Fluss {iber den Rand in unbekannter Héhe”. Diese Randbedingungen

lassen sich nur mithsam in Formeln ausdriicken. Wir werden Sie deshalb je nach Losungsverfahren
individuell in die Algorithmen integrieren.

Wir interpretieren hier B als Ausschnitt aus einem rdumlich grofleren Stromungsgeschehen.
Durch einen Unfall auf einer Olbohrplattform konnte Ol freigesetzt worden sein und
wir wollen die Ausbreitungs des Olteppichs in einem gewissen Bereich unter gegebenen
Stromungsverhéltnissen vorhersagen. Der Bereich soll dabei so grofl sein, dass der
anfinglich der komplette Olteppich darin enthalten ist. Im Laufe der Zeit wird das
Ol den Rand erreichen und unseren Vorhersagebereich verlassen.

Wiéhlen
B :=[0,a] x [0,0]. (9.3)

Inkompressible Stromung

Zur Vereinfachung beschranken wir uns auf inkompressible Stromungen, also solche,
bei denen Zufluss und Abfluss in jedem Punkt identisch sind. In der Sprache der
Differentialoperatoren soll die Divergenz des Stromungsfeldes iiberall Null sein:

vzp(z,y,t) + wy(z,y,t) =0 (z,y) € B, t>0. (9.4)

Auf eine Herleitung dieses Zusammenhangs verzichten wir hier (siehe z.B. Wikipedia zu
“Incompressible flow” fiir eine Variante).

Bezogen auf das Beispiel eines Olteppichs auf einer Wasserobfliiche bedeutet Inkompressibilitéit
insbesondere, dass keine Stromung in vertikale Richtung stattfindet. Es kann also kein
Wasser (und damit Ol) nach unten “verschwinden” oder von unten “auftauchen”.

Durch die Annahme einer inkompressiblen Stromung kann die Kontinuitétsgleichung zu
w(z,y,t) +v(z, y,t) ua(@, 9, t) + wiz, y, t) uy(2,y,t) = 0 (9.5)

vereinfacht werden ( 910).

9.2 Diskretisierung

Setzen
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9.3 Einfaches Upwind-Verfahren

o Az:= L,
[ ) Ay = n—by7
e At:= nlt

und wahlen in den Variablen x, y, z gleichméfig verteilte Stiitzstellen
e x;:=1Ax, 1=0,1,...,ng4,
e yj:=1Ay, 7=0,1,...,n,,
o tr:=1iAt, k=0,1,...,n4.

Bezeichnen die Funktionswerte an den Stiitzstellen entsprechend mit
o wijk = u(xi, Yy te),
o vij = v(Ti,y;),
o wij = w(®i,y;),

o fij = [z, y5).

9.3 Einfaches Upwind-Verfahren

Idee

Ersetzt man u; durch eine Vorwartsdifferenz und u, und u, durch Riickwértsdifferenzen,

so erhilt man

At At
Uigik+1 = Uige = Vij 7 (Uigk — Uin1jk) — Wi Ay (wijk —uij—1k)  (9.6)

(IDVID 920). Die Zahlen

At

At
Cyp = max |vi | Ar und Cy := max lw; Ay (9.7)
heilen Courant-Zahlen.
Zur Interpretation betrachten wir eine Strémung parallel zur z-Achse, also w = 0:
At
Uigket1 = Uig e = Vij A (Uigk = Uim1jk)- (9.8)

Wie sehen hier:

« Sind alle v; ; positiv, so dndert sich die Materialmenge an der Stelle (z;,y;) pro
Zeitschritt indem der Anteil v; ; ﬁ—; u; ., der vorhandenen Menge u; j  abflieit und
der Anteil v; ; % u;—1,j,k aus Stromungsrichtung hinzukommt.
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9 Fallstudie: 2D-Kontinuitatsgleichung

e Essollte C, < 1 gelten, da sonst mehr Material pro Zeitschritt abflieen wiirde als
vorhanden ist. Der Abstand At der Zeitstiitzstellen muss also klein genug sein. Wir
kénnen % als héchste mit unserer Diskretisierung simulierbare Stromungsgeschwindigkeit
interpretieren, denn die Bedingung C, < 1 besagt

Azx
vii| < — far alle 4, j. 9.9
| Z,J| = At ) J (9.9)
 Sind die v; j negativ, so wird der Materialzuwachs pro Zeitschritt aus der stromabwarts
() gelegenen Materialmenge u;_; j, berechnet. Dies ist zwar theoretisch eine
valide Approximation der Ableitung in z-Richtung, praktisch aber wenig sinnvoll.
Deshalb sollte bei negativem v; ; eine Vorwértsdifferenz verwendet werden.

Umsetzung

Setzen wir
ine _ ) Ui-15k falls v; ; > 0, (9.10)
ok Uiyt ks falls v;; <0

und
i‘n?y — um_l’k, falls w@j Z O, (9 11)
bk Wi j+1,k> falls wi,j < 0,

so erhalten wir die diskretisierte Gleichung

At in,z At in,y
Uigk1 = ik — Vil 1o (Wige — ;) — lwigl Ay (uigk = ;) (9.12)

( 625). Dies ist das sogenannte Upwind-Verfahren (Upwind = gegen den Wind
bzw. die Strémung)

Die Randbedingungen kénnen hier leicht integriert werden. Liegt (z;,y;) an einem Rand
mit Zustrom in das Gebiet, so setzt man uinﬁc := 0 und u;nﬁﬁ := 0. An Réndern mit
Abfluss aus dem Gebiet ist nichts zu tun.

Kondition und Konvergenz

Man kann zeigen, dass die Berechnungen im Upwind-Verfahren gut konditioniert sind,
wenn
C,+Cy<1 (9.13)

gilt.

Allerdings liegt keine Konvergenz vor, da die Materialverteilung im Laufe der Zeit
“breitlauft”. Hintergrund ist, dass man die gewéhlte Diskretisierung der Kontinuitatsgleichung
auch als Diskretisierung (mittels zentraler Differenzen) einer kombinierten Kontinuitéats-
Diffusions-Gleichung interpretieren kann. Zwei verschiedene PDE fiihren also zum selben
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9.3 Einfaches Upwind-Verfahren

diskretisierten Problem. Konvergenz kann aber héchstens beziiglich einer dieser beiden
PDE vorliegen.

Nebenbemerkung

Bei Aussagen zur Konvergenz muss man sehr genau prifen, in welchem
Sinne Konvergenz jeweils verstand wird. Betrachtet man beispielsweise nur
ein festes Zeitintervall [0,7], so kann man die Abweichung zwischen diskreter
und kontinuierlicher Losung durchaus beliebig klein bekommen indem man die
Diskretrisierung in Raum und Zeit fein genug wéhlt. In diesem Sinne liegt also
doch Konvergenz vor. Mochte man die Zeit hingegen nicht begrenzen, so werden die
Losungen immer breitlaufen, egal wie fein die Diskretisierung ist.

Implementierung

Schwierigster Punkt bei der Implementierung ist die Fallunterscheidung je nach Stromungsrichtung.
Eine effiziente Losung in Python (also ohne explizite Schleifen) ist mittels Bool’scher
Indizierung von NumPy-Arrays moglich.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

def cont2d_upwind(a, b, T, v, w, f, nx, ny, nt):

delta x = a / nx

delta_y = b / ny
delta t =T / nt
x = np.linspace(0, a, nx + 1)

y = np.linspace(0, b, ny + 1)
grid_x, grid_y = np.meshgrid(x, y, indexing='ij') # z ist erste
— Dimension

v = v(grid_x, grid_y)

w = w(grid_x, grid_y)
Cx = np.abs(v) .max() * delta_t / delta_x
Cy = np.abs(w).max() * delta_t / delta_y

print (f'Summe der Courant -Zahlen: {Cx + Cyl}')
u = np.empty((nt + 1, nx + 1, ny + 1), dtype=float)

# Anfangsbedingungen
ul0, :, :1 = f(grid_x, grid_y)
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9 Fallstudie:

# Zeit
V_pos_
V_pos_
v_neg_
v_neg_
W_pos_
W_pOs_
w_neg_
w_neg_

u_inx
u_iny
for k

u_
u_
u_
u_
u_
u_
u_
u_

ul

return

2D-Kontinuitatsgleichung

schritte

mask = v >= 0

mask[0, :] = False # kein Zufluss von linkem Rand
mask = np.logical_not(v_pos_mask)

mask[ -1, :] = False # kein Zufluss wvon rechtem Rand
mask = w >= 0

mask[:, 0] = False # kein Zufluss vom oberen Rand
mask = np.logical_not(w_pos_mask)

mask[:, -1] = False # kein Zufluss vom unteren Rand

np.zeros((nx + 1, ny + 1), dtype=float)
= np.zeros((nx + 1, ny + 1), dtype=float)
in range(0, nt):

inx[0, :] =0

inx[ -1, :1 =0
inx [v_pos_mask]
inx [v_neg_mask]
iny[:, 0] =0

iny[:, -1] =0
iny [w_pos_mask]
iny [w_neg_mask]

ulk, : -1, :]J[v_pos_mask[1l:, :]]
ulk, 1:, :]1[v_neg mask[: -1, :]]

ulk, :, : -1][w_pos_mask[:, 1:]]
ulk, :, 1:][w_neg_mask[:, : -1]]

k+1, :, :1 =nulk, :, 1\
- np.abs(v) * delta_t / delta_x * (ulk,
- — u_inx) \
- np.abs(w) * delta_t / delta_y * (ulk,
— - u_iny)

u

*

*

:]

:]

Neben der Losung w visualisieren wir auch das Stromungsfeld.

import mat
from IPyth

plotlib.animation as anim
on.display import HTML

def show_anim(u, a, b, T, v, w, quiver_step=1):

nt = u.
nx = u.
ny =

X = np.
y = np.
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shape [2]
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9.3 Einfaches Upwind-Verfahren

grid_x, grid_y = np.meshgrid(x, y, indexing='ij') # z ist erste

— Dimension

v = v(grid_x, grid_y)
w(grid_x, grid_y)

=
1]

# Bildrate auf 25 fps begrenzen

fps_real = nt / T

fps_show = 25

skip_frames = int(np.floor(fps_real / fps_show))
n_frames = (nt + 1) // (skip_frames + 1)

# Figure/Azes erstellen
fig, ax = plt.subplots()
ax.set_x1im(0, a)
ax.set_ylim(0, b)
ax.set_xlabel('x"')
ax.set_ylabel('y")

# Update —Funktion
def update(frame):
ax.clear()
ax.contourf (
grid_x, grid_y, ul(skip_frames + 1) * frame,
levels=100, cmap='jet', vmin=0, vmax=1

ax.quiver(
grid_x[::quiver_step, ::quiver_step],
grid_yl[::quiver_step, ::quiver_step],
v[::quiver_step, ::quiver_step],
wl::quiver_step, ::quiver_step],
angles='xy', pivot='mid', color="#ffffff'

ax.axis('equal')
ax.set_xlabel('x')
ax.set_ylabel('y')

# Animation erstellen und anzeigen

fa = anim.FuncAnimation(fig, update, frames=n_frames,
< interval=1000/fps_show)

display (HTML(fa.to_jshtml()))

plt.close() # werhindert automatischen Aufruf wvon plt.show()

— Jupyter

durch
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9 Fallstudie: 2D-Kontinuitatsgleichung

Als Anfangsverteilung f verwenden wir einen kreisférmigen Bereich mit zum Rand linear
abfallender Konzentration.

Fine einfache Stréomung mit konstanter Richtung und konstanter Geschwindigkeit:

a=3
b =2
T =2
nx = 40

ny = int(np.ceil(nx / a * b)) # \delta y = \delta z
grid_x, grid_y = np.meshgrid(

np.linspace(0, a, nx + 1),

np.linspace(0, b, ny + 1),

indexing='ij'

v = lambda x, y: np.ones_like(x)
w = lambda x, y: np.ones_like(x)

f = lambda x, y: np.maximum(0, 1 - 10 * np.sqrt((x/a - 0.3) **x 2 + (y/b
- = 0.3) *x 2))

v_max = np.abs(v(grid_x, grid_y)) .max()

w_max = np.abs(w(grid_x, grid_y)) .max()

nt = int(np.ceil(T * (v_max * nx / a + w_max * ny / b))) # Courant <=
- 1

u = cont2d_upwind(a, b, T, v, w, f, nx, ny, nt)
show_anim(u, a, b, T, v, w, quiver_step=2)

Summe der Courant -Zahlen: 0.9938271604938271

0
[ ] Once [x] Loop [ | Reflect

Wir sehen, dass der Olteppich breitlduft wie wir oben schon festgestellt hatten, obwohl
das kontinuierliche Problem gar keine Diffusion modelliert. Zusétzlich verdndert sich
auch die Form: quer zur Strémung lauft der Olteppich stérker breit als in Stromungsrichtung.
Mehr dazu beim néchsten Verfahren.

Betrachten noch eine kreisférmige Stromung. Nach Ablauf des Zeitintervalls sollte bei
exakter Rechnung wieder die Anfangssituation vorliegen, was offensichtlich nicht der
Falls ist.
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9.3 Einfaches Upwind-Verfahren

T =2 * np.pi

def r_phi(x, y):
x=x- 0.5 % a
y=y-0.5%*b
r

return r, phi
def v(x, y):
r, phi = r_phi(x, y)

return -r * np.sin(phi)

def w(x, y):
r, phi = r_phi(x, y)

return r * np.cos(phi)

v_max = np.abs(v(grid_x, grid_y)) .max()
w_max = np.abs(w(grid_x, grid_y)).max()
nt = int(np.ceil(T * (v_max * nx / a + w_max * ny / b))) # Courant <=

- 1

u = cont2d_upwind(a, b, T, v, w, f, nx, ny, nt)
show_anim(u, a, b, T, v, w, quiver_step=2)

np.sqrt(x ** 2 + y *x 2)
phi = np.arctan2(y, x)

Summe der Courant -Zahlen: 0.9953316347458231

0
[ ] Once [x] Loop [ ]| Reflect

Nebenbemerkung

Alternativ zum Test mit einer kreisféormigen Strémung kann man die Simulation
auch mit umgekehrter Stromungsrichtung wiederholen. Nutzt man das Ergebnis der
ersten Simulation als Anfangswert fiir die zweite Simulation, so sollte die zweite
Simulation bei eaxkter Rechnung am Ende wieder den Anfangswert der ersten

Simulation liefern.
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9 Fallstudie: 2D-Kontinuitatsgleichung

9.4 Verbessertes Upwind-Verfahren
Idee

Hatten beim Upwind-Verfahren beobachtet, dass der Olteppich quer zur Stromung stérker
breitlauft als in Stréomungsrichtung. Dies liegt na der gewéhlten Diskretisierung: Die
Stromung wird separat in - und in y-Richtung simuliert. Ist in einem Punkt (x;,y;) die
Stromungsrichtung (1,1) (also 45°), so miisste eigentlich Material vom Punkt (z;—1,y;—1)
(links unten) einstromen. In der Simulation kommt aber sdmtlicher Zufluss nur von
(i—1,y;) (links) und (x;,y;—1) (unten). Entsprechend wirkt der Breitlaufen starker
nach links und unten (also nicht in Stromungsrichtung) als direkt nach links unten (also
in Stromungsrichtung).

Um diesen Effekt mit einfachen Mitteln zu veringern, kann man die Berechnungen in
x- und y-Richtung zeitlich nacheinander durchfithren. Es wird also erst der Zufluss
in z-Richtung in jedem Punkt berechnet und anschlieBend im néchsten Zeitschritt der
Zufluss in y-Richtung. Dadurch flieBt bei Betrachtung eines Punktes (x;,y;) zunéchst
Material von (z;—1,y;—1) (links unten) nach (z;,yj—1) (unten) und dann nach oben in
den betrachteten Punkt. Der Punkt (z;,y;) bekommt nun also Zufluss von links, links
unten und unten.

Dieses Vorgehen wird auch als Corner-Transport-Upwind-Verfahren (CTU) bezeichnet.

Umsetzung

Um die Anzahl der Zeitschritt nicht zu verdoppeln verwendet man bei der Darstellung
dieses Vorgehens in Formeln gern halbe Zeitschritte:

G ) ULk falls v; ; > 0, (9.14)
Lk Uit-1,5,k> falls Vi < 0,

At in,x
Ui gt d 7= Uigh — Vgl 20 (ige = ug5y), (9.15)
iny . ) %ij-1k+l falls w; ; > 0, (9.16)

. . 1 - .
iJ:k+5 Ui i1kt ds falls w; ; <0,
At in
.. -— . _ Y L _ )

Wigkt1 -= Uy j eyl i1 Ay (u1737k+% ui,j,kJr%). (9.17)

Implementierung

def cont2d_corner(a, b, T, v, w, f, nx, ny, nt):
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9.4 Verbessertes Upwind-Verfahren

delta_x = a / nx
delta_y = b / ny
delta_t

]
]
~
g

x = np.linspace(0, a, nx + 1)

y = np.linspace(0, b, ny + 1)

grid_x, grid_y = np.meshgrid(x, y, indexing='ij') # z ist erste
— Dimension

v = v(grid_x, grid_y)

w = w(grid_x, grid_y)

Cx = np.abs(v) .max() * delta_t / delta_x

Cy = np.abs(w) .max() * delta_t / delta_y
print(f'Summe der Courant -Zahlen: {Cx + Cyl}')

u = np.empty((nt + 1, nx + 1, ny + 1), dtype=float)

# Anfangsbedingungen
ul0, :, :1 = f(grid_x, grid_y)

# Zeitschritte

v_pos_mask = v >= 0

v_pos_mask[0, :] = False # kein Zufluss von linkem Rand
v_neg_mask = np.logical_not(v_pos_mask)

v_neg _mask[ -1, :] = False # kein Zufluss von rechtem Rand
w_pos_mask = w >= 0

w_pos_mask[:, 0] = False # kein Zufluss vom oberen Rand
w_neg_mask = np.logical_not(w_pos_mask)

w_neg _mask[:, -1] = False # kein Zufluss vom unteren Rand

u_inx = np.zeros((nx + 1, ny + 1), dtype=float)
u_iny = np.zeros((nx + 1, ny + 1), dtype=float)
for k in range(0, nt):

u_inx[0, :1 =0

u_inx[ -1, :1] =0
u_inx[v_pos_mask]
u_inx[v_neg_mask]

ulk, : -1, :]1[v_pos_mask[1l:, :]]
ulk, 1:, :]1[v_neg _mask[: -1, :]]

u_tmp = ulk, :, :] - np.abs(v) * delta_t / delta_x * (ulk, :,
< :] - u_inx)

u_iny[:, 0] = 0
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u_iny[:, -1] = 0

u_iny[w_pos_mask] = u_tmp[:, : -1] [w_pos_mask[:, 1:]1]
u_iny[w_neg_mask] = u_tmp[:, 1:][w_neg mask[:, : -11]
ulk + 1, :, :] = u_tmp - np.abs(w) * delta_t / delta_y * (u_tmp
< - u_ 1ny)

return u

Nun bleibt der Olteppich kreisférmig:

a=3
b =2
T =2
nx = 40

ny = int(np.ceil(nx / a * b)) # \delta y = \delta z
grid_x, grid_y = np.meshgrid(

np.linspace(0, a, nx + 1),

np.linspace(0, b, ny + 1),

indexing='ij'

v = lambda x, y: np.ones_like(x)
w = lambda x, y: np.ones_like(x)

f = lambda x, y: np.maximum(0, 1 - 10 * np.sqrt((x/a - 0.3) **x 2 + (y/b

- = 0.3) *x 2))
v_max = np.abs(v(grid_x, grid_y)).max()
w_max = np.abs(w(grid_x, grid_y)) .max()

nt = int(np.ceil(T * (v_max * nx / a + w_max * ny / b))) # Courant <=
- 1

u = cont2d_corner(a, b, T, v, w, f, nx, ny, nt)
show_anim(u, a, b, T, v, w, quiver_step=2)

Summe der Courant -Zahlen: 0.9938271604938271

0
[ ] Once [x] Loop [ | Reflect

108



9.5 Zentrale Differenzen

9.5 Zentrale Differenzen
Idee

Um eventuell besser Ergebnisse zu erzielen konnte man zentrale Differenzenquotienten
verwenden. In der Zeit ist dies ungunstig, da wir dann das entstehende Gleichungssystem
nicht mehr einfach durch Umstellen 16sen kénnen. In den Raumkoordinaten spricht
aber erstmal nichts dagegen. Insbesondere ist damit die Fallunterscheidung je nach
Stromungsrichtung nicht mehr nétig. Diesen Ansatz nennt man auch FTCS-Verfahren
(fir “forward time centered space”).

Es wird sicher allerdings zeigen, dass die Losung des diskretisierten Problems schlecht
konditioniert ist. Das Verfahren ist also praktisch nicht einsetzbar.

Umsetzung

Einsetzen der Differenzenquotienten in die PDE und umstellen nach w; j ;41 liefert

At At
Uikl = Uige = Vij 5 (Uit = i-1jk) = Wij 5 Ay (Uij+1,6 — wij—1k) (9.18)

fixi=1,...,ng —lund j =1,...,n, — 1 (IDVID] 930).

An den Réndern des Gebiets stehen keine zentralen Differenzen zur Verfiigung. Ist die
Stromung in das Gebiet hinein gerichtet, so ist der Funktionswert auflerhalb des Randes
Null. Bei Abfluss aus dem Gebiet, ist der Funktionswert allerdings unklar. Hier kénnen
wir nur auf einseitige Differenzen ausweichen.

Nebenbemerkung

Die einseitige Differenz am Rand kann auch als zentrale Differenz interpretiert
werden, wobei der Funktionswert auflerhalb des Gebietes durch lineare Extrapolation

ermittelt wird ( 935).

Implementierung

def cont2d_ftcs(a, b, T, v, w, f, nx, ny, nt):

delta_x = a / nx
delta_y = b / ny
delta_t

]
-
~
g

np.linspace(0, a, nx + 1)
np.linspace(0, b, ny + 1)

< M
non
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110

grid_x, grid_y = np.meshgrid(x, y, indexing='ij') # z ist erste

—

#

Dimension

v(grid_x, grid_y)
w(grid_x, grid_y)

np.empty((nt + 1, nx + 1, ny + 1), dtype=float)

Anfangsbedingungen
ul0, :, :1 = f(grid_x, grid_y)

# Zeitschritte

v_pos_left_mask = v[0, :] >=
v_neg_right mask = v[ -1, :] 0
w_pos_bottom_mask = w[:, 0] >= 0

w_neg_top_mask = w[:, -1,] < O

for k in range(0, nt):

# innere Punkte

ulk + 1, :, :1 = ulk, :, :]

ulk + 1, 1: -1, :1J -= 0.5 * v[1: -1, :] * delta_t / delta_x *
o (ulk, 2:, ] - ulk, : -2, 1)

ulk + 1, :, 1: -1]1 -= 0.5 * w[:, 1: -1] * delta_t / delta_y =*
o (ulk, :, 2:] - ulk, :, : -21)

# linker Rand

u ext = 2 * ulk, 0, :] - ulk, 1, :]

u_ext[v_pos_left_mask] = 0

ulk + 1, 0, :] -= 0.5 * v[0, :] * delta_t / delta_x * (ulk, 1,
< ] - u_ext)

# rechter Rand

u_ext = 2 * ulk, -2, :1 - ulk, -1, :]

u_ext[v_neg_right_mask] = 0

ulk + 1, -1, :]1 -= 0.5 * v[ -1, :]1 * delta_t / delta_x * (u_ext
- -ulk, -2, :1)

# unterer Rand

u_ext = 2 * ulk, :, 0] - ulk, :, 1]

u_ext[w_pos_bottom_mask] = 0

ulk + 1, :, 0] -= 0.5 * w[:, 0] * delta_t / delta_y * (ulk, :,
— 1] - u_ext)




9.6 Lax-Friedrichs-Verfahren

# oberer Rand

u_ext = 2 * ulk, :, -2] - ulk, :, -1]
u_ext [w_neg_top_mask] = 0
ulk + 1, :, -1] == 0.5 * w[:, -1] * delta_t / delta_y * (u_ext
— - ulk, :, -21)
return u

a =3

b=2

T =2

nx = 40

ny = int(np.ceil(nx / a * b)) # \delta y = \delta =z

grid_x, grid_y = np.meshgrid(
np.linspace(0, a, nx + 1),
np.linspace(0, b, ny + 1),
indexing='1ij'

)

v = lambda x, y: np.ones_like(x)

w = lambda x, y: np.ones_like(x)

f = lambda x, y: np.maximum(O, 1 - 10 * np.sqrt((x/a - 0.3) ** 2 + (y/b

- = 0.3) *x 2))
nt = 200 # Wert vtel héher als bei vorherigen Simulationen!

u = cont2d_ftecs(a, b, T, v, w, f, nx, ny, nt)
show_anim(u, a, b, T, v, w, quiver_step=2)

0
[ ] Once [x] Loop [ ] Reflect

Wir sehen, dass trotz recht feiner Zeitdiskretisierung schon nach wenigen Schritten
Oszillationen entstehen, die sich immer weiter verstérken.

9.6 Lax-Friedrichs-Verfahren

Mit etwas Aufwand kann man zeigen, dass das FTCS-Verfahren gut konditioniert wird,
wenn man den Wert u; ; 1, in der Formel zur Berechnung von u; j 41 durch den Mittelwert
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9 Fallstudie: 2D-Kontinuitatsgleichung

iiber die vier Nachbarpunkte ersetzt, also
B At At
Uigkrt = Uik = Vig 5 (Uit = Uim1k) = Wi 5 Ay (Wij+1,6 — Uij—16)  (9.19)
mit
(Wit + Wit gk 4 Wijo1k + Uij1k)- (9.20)

|

Wik =

Gilt

1 1

mit C, und Cy aus (@), so ist die Berechung gut konditioniert.

Das diskretisierte Problem kann gleichzeitig als Diskretisierung einer PDE mit Diffusionsterm
interpretiert werden, sodass die anfingliche Materialdichte im Laufe der Zeit wieder
breitlaufen wird.

Der Funktionswert der auflerhalb des Gebietes liegenden Nachbarn von Randpunkten

muss je nach Stromungsrichtung gewédhlt werden. Bei Stromung in das Gebiet hinein ist

der Funktionswert Null. Bei Stromung aus dem Gebiet heraus ist er unbekannt. Eine
Néherung kénnen wir durch lineare Extrapolation ermitteln, vgl. Nebenbemerkung beim FTCS-
Verfahren.

def cont2d_lax_friedrichs(a, b, T, v, w, f, nx, ny, nt):

delta_x = a / nx
delta_y = b / ny
delta_t = T / nt
X = np.linspace(0, a, nx + 1)

y = np.linspace(0, b, ny + 1)
grid_x, grid_y = np.meshgrid(x, y, indexing='ij') # z ist erste
— Dimension

v = v(grid_x, grid_y)
w = w(grid_x, grid_y)
Cx = np.abs(v) .max() * delta_t / delta_x
Cy = np.abs(w).max() * delta_t / delta_y

print (f'Courant -Zahlen: {Cx}, {Cyl}')
u = np.empty((nt + 1, nx + 1, ny + 1), dtype=float)

# Anfangsbedingungen
ul0, :, :1 = f(grid_x, grid_y)

# Zeitschritte
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9.6 Lax-Friedrichs-Verfahren

v_pos_left_mask = v[0, :] >=
v_neg_right _mask = v[ -1, :]
w_pos_bottom_mask = w[:, 0] >= 0
w_neg_top_mask = w[:, -1,] <O

for k in range(0, nt):

# 2nnere Punkte
ulk + 1, :, :1 =0

ulk + 1, 1:, :1 += 0.25 * ulk, : -1, :1 # linker Nachbar
ulk + 1, : -1, :1 += 0.25 * ulk, 1:, :1 # rechter Nachbar
ulk + 1, :, 1:] += 0.25 * ulk, :, : -1]1 # unterer Nachbar
ulk + 1, :, : -1] += 0.25 * ulk, :, 1:1 # oberer Nachbar
ulk + 1, 1: -1, :] -= 0.5 * v[1: -1, :] * delta_t / delta_x *
o (ulk, 2:, :1 - ulk, : -2, :1)

ulk + 1, :, 1: -1] -= 0.5 * w[:, 1: -1] * delta_t / delta_y =*
o (ulk, :, 2:1 - ulk, :, : -21)

# linker Rand

u_ext = 2 * ulk, 0, :1 - ulk, 1, :]

u_ext[v_pos_left_mask] 0

ulk + 1, 0, :1 += 0.25 * u_ext

ulk + 1, 0, :] -= 0.5 * v[0, :] * delta_t / delta_x * (ulk, 1,
— ] - u_ext)

# rechter Rand

u_ext = 2 * ulk, -2, :1 - ulk, -1, :]

u_ext[v_neg_right_mask] 0

ulk + 1, -1, :1 += 0.25 * u_ext

ulk + 1, -1, :] -= 0.5 = v[ -1, :] * delta_t / delta x * (u_ext
o - ulk, -2, :1)

# unterer Rand

u_ext = 2 * ulk, :, 0] - ulk, :, 1]

u_ext [w_pos_bottom_mask] = 0

ulk + 1, :, 0] += 0.25 * u_ext

ulk + 1, :, 0] -= 0.5 * w[:, 0] * delta_t / delta_y * (ulk, :,
— 1] - u_ext)

# oberer Rand

u_ext = 2 * ulk, :, -21 - ulk, :, -1]
u_ext [w_neg_top_mask] = 0

ulk + 1, :, -1] += 0.25 * u_ext
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ulk + 1, :, -1] -= 0.5 * w[:, -1] * delta_t / delta_y * (u_ext
- - ulk, :, -21)
return u

a=3
b =2
T =4
nx = 40

ny = int(np.ceil(nx / a * b)) # \delta y = \delta =z
grid_x, grid_y = np.meshgrid(

np.linspace(0, a, nx + 1),

np.linspace(0, b, ny + 1),

indexing="'1ij'

v = lambda x, y: np.ones_like(x)
w = lambda x, y: np.ones_like(x)

f = lambda x, y: np.maximum(0, 1 - 10 * np.sqrt((x/a - 0.3) *x 2 + (y/b
- = 0.3) *x 2))

v_max = np.abs(v(grid_x, grid_y)) .max()

w_max = np.abs(w(grid_x, grid_y)) .max()

nt = int(np.ceil(2 * T * np.maximum(v_max * nx / a, w_max * ny / b)))
— # Courant <= 0.5

u = cont2d_lax_friedrichs(a, b, T, v, w, f, nx, ny, nt)
show_anim(u, a, b, T, v, w, quiver_step=2)

Courant -Zahlen: 0.49382716049382713, 0.5

0
[ ] Once [x] Loop [ ] Reflect

Wie beim Upwind-Verfahren lauft die Anfangsverteilung auch beim Lax-Friedrichs-Verfahren
quer zur Stromungsrichtung starker breit als in Stromungsrichtung.s
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9.7 Semi-Lagrange-Verfahren

Gut funktionierende Finite-Differenzen- Ansétze fiir die Kontinuitétsgleichung sind schwierig
zu finden. Das Crank-Nicolson-Verfahren liefert gute Ergebnisse, erfordert aber deutlich
mehr Rechenaufwand, da die Losung fiir den néchsten Zeitschritt nur implizit gegeben
ist, also als Losung eines linearen Gleichungssystems bestimmt werden muss.

Ein anderer, nicht auf finiten Differenzen beruhender Ansatz, ist das sogenannte Semi-
Langrange-Verfahren. Dieses beruht wie das nachfolgend betrachtete Partikelverfahren
auf der Idee, die Bewegung einzelner Partikel in der Stréomung zu verfolgen.

Idee

Um die Stoffkonzentration u; jx+1 an einem Punkt (x;,y;) zur Zeit ¢y, zu ermitteln,
berechnen wir, woher ein Partikel zur Zeit ¢ gewesen sein muss, damit es zur Zeit {51
durch die Stréomung zum betrachteten Punkt getragen wird. Der gesuchte Wert w; ; x41
wird dann etwa so grof} sein wie u am Ausgangspunkt des Partikels zur Zeit tj.

Fiihren wir diese “Riickwértsrechnung” mit jedem Gitterpunkt durch, so erhalten wieder
Zeitschritt fiir Zeitschritt die Stoffkonzentration im gesamten Gebiet.

Umsetzung

Berechnen den Herkunftsort des in (x;,y;) ankommenden Partikels ndherungsweise als
["”} = [x] — At [”W’] (9.22)
Yj Yj Wi, j

Ui j k1 = (i, Gj, ). (9.23)

und setzen

So einfach die Idee klingt, gibt es doch einige Probleme zu l6sen:

e Die Bestimmung des Herkunftsortes eines Partikels ist nur einigermaflen genau,
wenn das Stromungsfeld entlang der zuriickgelegten Strecke nahezu konstant ist.
Je nach Strémungsfeld, miissen die Zeitschritte also klein genug sein.

o Das Auswerten von u(-,-, %) ist nur an den Gitterpunkten moglich. Die Punkte
(Zi,yj) werden aber nicht mit den Gitterpunkten zusammenfallen. Wir miissen
also interpolieren.

o Liegt ein Punkt (Z;,9;) auBerhalb des betrachteten Gebiets, so ist klar, dass die
Stromung bei (z;, y;) in das Gebiet hinein gerichtet ist. Wir konnen in diesem Fall
also u; j k41 := 0 setzen entsprechend den Randbedingungen.

Wird stiickweise lineare Interpolation genutz, so kann man zeigen, dass das Verfahren
im Wesentlichen dquivalent zum Upwind-Verfahren ist. Um bessere Ergebnisse (weniger
Diffusion) zu erzielen, kommen also nur glattere Interpolationen in Frage.
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Implementierung

Die Interpolation iiberlassen wir scipy.interpolate.RegularGridInterpolator. Das
vereinfacht die Implementierung erheblich.

from scipy.interpolate import RegularGridInterpolator

def cont2d_semi_lagrange(a, b, T, v, w, f, nx, ny, nt):

delta_x = a / nx
delta_y = b / ny
delta_t = T / nt
X = np.linspace(0, a, nx + 1)

y = np.linspace(0, b, ny + 1)
grid_x, grid_y = np.meshgrid(x, y, indexing='ij') # z ist erste
— Dimension

v = v(grid_x, grid_y)
w = w(grid_x, grid_y)
u = np.empty((nt + 1, nx + 1, ny + 1), dtype=float)

# Anfangsbedingungen
ul0, :, :] = f(grid_x, grid_y)

# Zeitschritte
grid_x_tilde = grid_x - delta_t * v
grid_y_tilde = grid_y - delta_t * w

for k in range(0, nt):

interpolator = RegularGridInterpolator(
(x, y), ulk, :, :1,
method="'cubic',
bounds_error=False, fill_value=0 # nicht exztrapolieren,
— sondern 0

)
ulk + 1, :, :] = interpolator((grid_x_tilde, grid_y_tilde))

return u
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nx = 40
ny = int(np.ceil(nx / a * b)) # \delta y = \delta z
grid_x, grid_y = np.meshgrid(

np.linspace(0, a, nx + 1),

np.linspace(0, b, ny + 1),

indexing='ij'

)

v = lambda x, y: np.ones_like(x)

w = lambda x, y: np.ones_like(x)

f = lambda x, y: np.maximum(O, 1 - 10 * np.sqrt((x/a - 0.3) **x 2 + (y/b

o = 0.3) *x%x 2))

v_max = np.abs(v(grid_x, grid_y)) .max()

w_max = np.abs(w(grid_x, grid_y)) .max()

nt = int(np.ceil(2 * T * np.maximum(v_max * nx / a, w_max * ny / b)))
— # Courant <= 0.5

u = cont2d_semi_lagrange(a, b, T, v, w, f, nx, ny, nt)
show_anim(u, a, b, T, v, w, quiver_step=2)

0
[ ] Once [x] Loop [ | Reflect

Die Diffusion ist nun deutlich geringer, aber nicht ganz verschwunden.

T =2 % np.pi

def r_phi(x, y):
x=x-0.5*a
y=y - 0.5%b
r = np.sqrt(x ** 2 + y ** 2)
phi = np.arctan2(y, x)
return r, phi
def v(x, y):
r, phi = r_phi(x, y)
return -r * np.sin(phi)
def w(x, y):
r, phi = r_phi(x, y)
return r * np.cos(phi)
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v_max = np.abs(v(grid_x, grid_y)) .max()

w_max = np.abs(w(grid_x, grid_y)) .max()

nt = int(np.ceil(T * (v_max * nx / a + w_max * ny / b))) # Courant <=
- 1

u = cont2d_semi_lagrange(a, b, T, v, w, f, nx, ny, nt)
show_anim(u, a, b, T, v, w, quiver_step=2)

0
[ ] Once [x] Loop [ | Reflect

9.8 Partikelverfahren

Beim Semi-Lagrange-Verfahren wird in jedem Zeitschritt ein neuer “Satz” Partikel betrachtet
und iiber einen Zeitschritt riickwérts verfolgt. Man kann die Idee auch umgekehrt
verwenden: Man startet zur Zeit £y mit einer zufilligen oder regelméfigen Partikelverteilung
und verfolgt die Bewegungen dieser festen Partikelmenge Zeitschritt fiir Zeitschritt.
Die Werte u; jx4+1 erhdlt man dann aus Interpolation der Werte u(Z; 0, 9;,0,%0), wobei
(Zi0,7j,0) die anfanglichen Partikelpositionen sind.

Auch hier sind wieder einige Detailprobleme zu l6sen:

e Die Interpolation ist aufwendiger als beim Semi-Lagrange-Verfahren, da die Stiitzstellen
kein regelmafiges Gitter bilden.

e Es konnen Teilgebiete entstehen, die keinerlei Partikel enthalten. Je nach Situation
kann dies bedeuten, dass dort die Stoffkonzentration Null ist oder dass die Partikeldichte
sehr gering ist. FEin klare Abgrenzung zwischen “keine Partikel” und “wenige
Partikel” ist schwierig.

¢ In der ndhe eines Gitterpunktes konnen sich viele Partikel aufhalten, was allerdings
keinen nennenswerten Einfluss auf die Interpolation hat. Dadurch gehen Partikel
“verloren” und hohe Stoffkonzentrationen werden nicht erkannt.

Die letzten beiden Problempunkte kann man 16sen indem man das Gebiet in rechteckige
Zellen teilt; eine Zelle pro Gitterpunkt mit dem Gitterpunkt als Mittelpunkt. Die
Stoffdichte in jeder Zelle ergibt sich dann als Summe aller von den Partikeln in der
Zelle getragenen Stoffkonzentrationen.

9.9 Stromung um Hindernisse

Fiir komplexere Gebiete B C R?, die beispielsweise auch Hindernisse enthalten konnen,
muss das Stromungsfeld separat simuliert werden. Fiir inkompressible Stromungen kann
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9.9 Strémung um Hindernisse

das Geschwindigkeitsfeld stets als Gradient eines sogenannten Potentials ausgedriickt
werden:
v(fc,y)]
= Vp(z, 9.24
o] = Vpten) (9.21)

mit einer Funktion p : B — R. Das Potential ist Losung der Potentialgleichung
Ap(z,y) =0 fir alle (z,y) € R?. (9.25)

Mittels Neumann-Randbedingungen wird festgelegt iiber welche Teile des Randes Zu-
bzw. Abfluss stattfinden (positive bzw. negative Ableitung in Normalenrichtung) und
welche Teile undurchléssig sein (Ableitung in Normalenrichtung ist Null).

Beachtet die Anfangsverteilung die Form des Gebietes B (Dicht ist Null innerhalb von
Hindernissen), so kann das Gebiet B fiir das Losen der Kontinuitatsgleichung vereinfacht
werden, indem Hindernisse nicht mit modelliert werden. Allerdings kann dieser Ansatz
zu unerwartetem verhalten der Dichte am Rand von Hindernissen fithren. Insbesondere
beim Semi-Lagrange-Verfahren kann Masse verloren gehen. Partikelverfahren liefern
hier bessere Ergebnisse.

Als Beispiel betrachten wir die Stromung um eine Kreisscheibe mit Radius R und
Mittelpunkt (za, yam). Fiir dieses Fall ist die Losung der Potentialgleichung und damit
das Stromungsfeld bekannt (siehe Potential flow around a circular cylinder fiir eine
Herleitung):

[ZJEZZ))] B (1 - fj) cosy [‘;?S ﬂ - (1 + fj) sing [_Ciisnf] (9.26)

fir p € [0,27) und r > R, wobei
T =\ + T Cos, Yy =ym + 1 sinep. (9.27)

Innerhalb des Kreises (r < R) setzen wir das Stromungsfeld auf Null.

a=3
b =2
T =3
nx = 40

ny = int(np.ceil(nx / a * b)) # \delta y = \delta z
grid_x, grid_y = np.meshgrid(

np.linspace(0, a, nx + 1),

np.linspace(0, b, ny + 1),

indexing='ij'

)

def flow_field(x, y, x0, y0):
R =0.3
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https://en.wikipedia.org/wiki/Potential_flow_around_a_circular_cylinder

9 Fallstudie: 2D-Kontinuitatsgleichung

x =x - x0

y=vy -y0

np.sqrt(x ** 2 + y *x 2)

phi = np.arctan2(y, x)

r_mask = r >R

s = np.zeros_like(x)

psi = np.zeros_like(x)

s[r_mask] = (1 - R ** 2 / r[r_mask] ** 2) * np.cos(phi[r_mask])
psilr_mask] = -(1 + R ** 2 / r[r_mask] ** 2) * np.sin(phi[r_mask])
return s * np.cos(phi) - psi * np.sin(phi), s * np.sin(phi) + psi *
< np.cos(phi)

H
I

def v(x, y):

return flow_field(x, y, 0.5 * a, 0.5 * b)[0]
def w(x, y):

return flow_field(x, y, 0.5 * a, 0.5 * b)[1]

f = lambda x, y: np.maximum(O, 1 - 10 * np.sqrt((x/a - 0.2) **x 2 + (y/b
- = 0.3) *x 2))

v_max = np.abs(v(grid_x, grid_y)) .max()

w_max = np.abs(w(grid_x, grid_y)) .max()

nt = int(np.ceil(2 * T * np.maximum(v_max * nx / a, w_max * ny / b)))
— # Courant <= 0.5

u = cont2d_semi_lagrange(a, b, T, v, w, f, nx, ny, nt)
show_anim(u, a, b, T, v, w, quiver_step=2)

0
[ ] Once [x] Loop [ ] Reflect

Direkt vor und hinter der Kreisscheibe dndert sich die Richtung der Stréomung stark,
sodass die fiir das Semi-Langrange-Verfahren notwendige Bedingung einer lokal konstanten
Stromung nicht mehr gegeben ist. Entsprechend grof sind die entstehenden Fehler in
der Simulation. Dem koénnte man mit einer Verkleinerung von Deltat entgegenwirken,
was aber wiederum die Diffusionseffekte verstarkt.

Am folgenden Beispiel sind die Fehler noch deutlicher. Die Artefakte in der linken
Bildhélfte entstehen durch die Interpolation, welche von SciPy nur ndherungsweise vorgenommen
wird (obwohl alle umgebenden Punkte den Funktionswert 0 haben, sind die interpolierten

Werte im Bereich 1077).

f = lambda x, y: np.maximum(0, 1 - 10 * np.sqrt((x/a - 0.2) *x 2 + (y/b
o = 0.5) *x 2))

120



9.9 Strémung um Hindernisse

u = cont2d_semi_lagrange(a, b, T, v, w, f, nx, ny, nt)
show_anim(u, a, b, T, v, w, quiver_step=2)

0
[ ] Once [x] Loop [ | Reflect
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10 Wird fortgesetzt...

10 Wird fortgesetzt...

wird demnéchst fortgesetzt...
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11 Praktikum 1

11.1 Effiziente Berechnungen mit NumPy
Aufgabe P1.1

Machen Sie sich mit dem Python-Paket NumPy detaillierter vertraut, insbesondere mit
Blick auf das effiziente (Code-Menge, Rechenzeit, Speicherbedarf) Implementieren von
Operationen auf groflen Arrays. Lesen Sie dazu folgenden Abschnitte von DSAI und
probieren Sie die Code-Beispiele aus:

e Advanced Indexing
e Vectorization
e Copies and Views

« [Efficiency Considerations

Nebenbemerkung

Das E-Book Data Science and Artificial Intelligence for Undergraduates wurde
fir Studienanfinger im Fach Data-Science geschrieben, welche iiber keinerlei
Programmierkenntnisse verfiigen. Deshalb sind einige Erkldrungen -etwas
ausfiihrlicher gehalten als fiir unsere Zwecke notig. Im Folgenden wird diese Quelle
mit DSAT abgekiirzt.

11.2 Keine Schleifen

Losen Sie die folgenden Aufgabe mit NumPy ohne Verwendung von Python-Schleifen
oder dhnlichen Konstrukten (List-Comprehensions,...).

Aufgabe P1.2

Finden Sie den gréfiten Werte aus allen Eintrdgen in zwei Arrays. Nutzen Sie np.max
oder np.maximum oder beide.

Testen Sie Ihren Code mit

und  [1 2 3]. (11.1)

~ =~ =
oo ot N
O S W

# Ihre Lésung
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https://www2.htw-dresden.de/~fjeme691/dsai/content/managing-data/numpy/advanced-indexing.html
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https://numpy.org/doc/stable/reference/generated/numpy.maximum.html

11 Praktikum 1

Aufgabe P1.3

Priifen Sie fiir ein gegebenes Integer-Array, ob dieses eine 1 enthalt.

Testen Sie Ihren Code mit

1 2 3 0 2 3
4 5 6 und auch mit 4 5 6 (11.2)
7 89 7 89
# Ihre Lésung
Aufgabe P1.4
Setzen Sie in einem Array alle werte auf Null, die zwischen -1 und 1 liegen.
Testen Sie Thren Code mit
-2 —-05 0
04 5 09 (11.3)
1 8 9.

# Ihre Lésung

Aufgabe P1.5

Schreiben Sie ein Funktion, die einen Integer-Wert n iibernimmt und ein n x n-Array
mit Einsen am Rand und Nullen im Inneren zuriickgibt.

Beispiel fiir n = 5:

1 1 1 11
10001
100 01 (11.4)
1 00 01
1 11 11
# Ihre Lésung
Aufgabe P1.6
Addieren Sie die erste Zeile eines Arrays zu allen anderen Zeilen des Arrays.
Testen Sie Thren Code mit
1 2 3 4
5 6 7 8. (11.5)
9 10 11 12
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11.2 Keine Schleifen

# Ihre Lésung

Aufgabe P1.7

Aus gegebenes quadratisches Array mit ungerader Zeilen- bzw. Spaltenanzahl soll wie
folgt verdndert werden:

e Alle Eintrage am Rand bleiben erhalten.
o Alle inneren Eintrdge werden auf Null gesetzt.

e Der Eintrag in der Mitte enthélt den Mittelwert aller Randelemente.

Beispiel:

Original: |-1 3 -3 3 -1}, (11.6)

-1 2 -1 2 -1
2 0 0 0 2
Ergebnis: [—-1 0 05 0 -1 (11.7)
2 0 0 0 2
-1 2 -1 2 -1

# Ihre Lésung
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12 Praktikum 2

12 Praktikum 2

In diesem Praktikum werden wir Schritt fiir Schritt die Momentangeschwindigkeit eines
Fahrrads aus einem aufgezeichneten GPS-Track berechnen.

12.1 Daten lesen und priifen
Aufgabe P2.1

Lesen Sie die CSV-Datei track.csv ein (z.B. mit dem csv-Modul). Diese hat drei
Spalten fiir die Fahrzeit, die bisher zuriickgelegte Strecke in der Ebene und die Hohe
des Messpunktes. Jede Zeile entspricht einem Messpunkt entlang der Strecke. Die CSV-
Datei ist auf folgende Weise entstanden:

1. GPS-Track mittels OsmAnd aufzeichnen. Einstellung: alle 2 Sekunden ein
Messpunkt.
2. Messpunkte GPX-Datei auf Straflennetz projizieren zur Verbesserung der Genauigkeit.

3. Abstand der Messpunkte bestimmen. Dies liefert die bis zum jeweiligen Messpunkt
gefahrene Strecke.

4. Zeiten und Hohen so verschieben, dass die erste Messung bei Sekunde 0 und Hoéhe
0 erfolgt.

Alle Strecken in Meter, alle Zeiten in Sekunden.

# Ihre Lésung

Aufgabe P2.2

Priifen Sie, dass die gefahrene Strecke von Punkt zu Punkt anwéchst, also nicht riickwérts
gefahren wurde.

# Ihre Lésung

Aufgabe P2.3

Priifen Sie, ob die Zeitabstidnde zwischen zwei benachbarten Punkten tatsédchlich 2
Sekunden betragen.

# Ihre Lésung
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/track-185e491a0b66585af9c17e16d4b88d38.csv
https://docs.python.org/3/library/csv.html
https://osmand.net/

12.2 Preprocessing

12.2 Preprocessing
Aufgabe P2.4

Fiir die Berechnung der Geschwindigkeit erscheint es sinnvoll, die tatséichlich gefahrene
Strecke im Raum zu nutzen statt die Strecke in der Ebene. Berechnen Sie die zuriickgelegte
Strecke im Raum an jedem Punkt.

# Ihre Lésung

Aufgabe P2.5

Wie grof ist die Abweichung zwischen 2D- und 3D-Strecke? Ist diese Abweichung
relevant angesichts eines Messfehlers von 2 Meter und mehr bei GPS-Messungen?

# Ihre Lésung

12.3 Numerische Differentiation
Aufgabe P2.6

Berechnen Sie die Momentangeschwindigkeit als Ableitung der Zeit-Weg-Funktion, welche
nur an endlich vielen Punkten bekannt ist. Verwenden Sie dazu vier verschiedene
Ansatze:

o Vorwartsdifferenzen,
o Riickwértsdifferenzen,
o zentrale Differenzen an den Messpunkten,

o zentrale Differenzen zwischen den Messpunkten.

Stellen Sie alle vier Geschwindigkeitsverlaufe grafisch dar (in km/h).

# Ihre Lésung

Aufgabe P2.7

Losen Sie die vorhergehende Aufgabe nochmals (nur zentrale Differenzen zwischen den
Punkten), aber mit weniger Messpunkten (z.B. nur jeder 3. oder nur jeder 6.). Wie
dndert sich der Verlauf der Geschwindigkeit?

# Ihre Lésung
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https://wiki.openstreetmap.org/wiki/DE:Genauigkeit_von_GPS-Daten#Genauigkeit_von_Consumerger%C3%A4ten

12 Praktikum 2

12.4 Schwankungen wegen GPS-Fehler?
Aufgabe P2.8

Berechnen Sie den Bereich moglicher Geschwindigkeiten, wenn das Fahrrad fiir 2 Sekunden
konstant 30 km/h fahrt und der Messfehler bei der Positionsbestimmung hochstens 2
Meter betragt.

Passen dieser Bereich zu den Schwankungen in den berechneten Geschwindigkeitsverlaufen?

# Ihre Lésung
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13 Praktikum 3

Wir setzen Praktikum 3 fort und ergéinzen dieses um alternative Vorgehensweisen.

13.1 Daten lesen
Aufgabe P3.1

Lesen Sie die Zeit- und Wegdaten wie in Praktikum 2 ein.

# Ihre Lésung

13.2 Ableitung als Umkehrung der Stammfunktion

Zu einem gegebenem Geschwindigkeitsverlauf kann durch Matrix-Vektor-Multiplikation
die zuriickgelegte Entfernung als Stammfunktion des Geschwindigkeitsverlaufs berechnet
werden. Umgekehrt liefert das Losen des entsprechenden linearen Gleichungssystems die
Ableitung des Weges, also die Geschwindigkeit.

Aufgaben P3.2

Stellen Sie die Matrix zur Berechnung des Weges aus der Geschwindigkeit auf, vgl.
Section @ Nutzen Sie folgende Diskretisierung;:

o Die Wegfunktion (Stammfunktion) soll an den durch die verfiigharen Daten gegebenen
Stiitzstellen berechnet werden.

o Die Geschwindigkeitsfunktion soll stiickweise konstant sein und die Stiitzstellen
sollen mit denen der Wegfunktion iibereinstimmen.

Aufgaben P3.3

Berechnen Sie die Geschwindigkeit aus dem Weg, indem Sie das durch die eben aufgestellte
Matrix gegebene Gleichungssystem lésen (z.B. mit numpy.linalg.solve).

Stellen Sie das Ergebnis grafisch dar und vergleichen Sie mit den Ergebnissen aus
Praktikum 2. Niitzlich: matplotlib.pyplot.stairs.
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13 Praktikum 3

13.3 Problematische Diskretisierung
Aufgaben P3.4

Losen Sie die beiden vorhergehenden Aufgaben nochmals, nun aber mit einer stiickweise
linearen Geschwindigkeitsfunktion. Falls n6tig, konnen Sie annehmen, dass die Geschwindigkeit
zur Zeit 0 bei 0 km/h lag.

Aufgaben P3.4

Suchen Sie nach einer Erkléarung fiir das beobachtete Losungsverhalten. Losen Sie dazu
das Gleichungssystem fir folgende Situationen sowohl numerisch als auch manuell:

o Zeitmessungen (0,2,4,6,8,10), Wegmessungen (0,1,1,1,1,1) (losfahren und dann
anhalten),

o Zeitmessungen (0, 2,4,6,8,10), Wegmessungen (0, 1,2, 3,4, 5) (konstante Geschwindigkeit).
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14 Praktikum 4

Wir setzen das Losen der Section @ fiir das Gebiet
B :=10,1] x [0, 2] (14.1)

am Computer um.

14.1 Losungsalgorithmus
Aufgabe P4.1

Stellen Sie die Systemmatrix des zu l6senden Gleichungssystems fiir die grobe Diskretisierung
mit n, = 4, ny, = 5 manuell auf.

Aufgabe P4.2

Implementieren das Losen der Poisson-Gleichung. Testen Sie Ihren Code zunéchst mit

der rechten Seite f = 1. Stellen Sie die Losung grafisch dar, z.B. mit matplotlib.pyplot.contourf
oder mit plotly.graph_objects.Surface (siche auch Passing x and y data to 3D

Surface Plot).

# Ihre Lésung

14.2 Interpretation der Losungen
Aufgaben P4.3

Stellen Sie eine Vermutung iiber das Aussehen der Losung an, wenn die rechte Seite f
nur auf einem rechteckigen, achsenparallelen Teilgebiet den Wert 1 hat und ansonsten
Null ist. Verwenden Sie als Ausgangspunkt Ihrer Uberlegungen die Interpretation der
Losung als Verformung einer Membran unter der Last f.

Losen Sie die Poisson-Gleichung mit einer solchen rechten Seite. Vergleichen Sie die
Losung mit Threr Vermutung. Begriinden Sie eventuelle Abweichungen zu Ihrer Vermutung.

Aufgaben P4.4

Wie kénnte man f wéihlen um die Verformung einer Membran beim Belasten mit einem
starren Quader wenigstens grob zu simulieren?
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15 Praktikum 5

15 Praktikum 5

15.1 Aufgabe P5.1

Imilementieren Sie das Finite-Differenzen-Verfahren fiir die 2D-Wellengleichung aus

Ubung 5.

Achten Sie bei der Wahl der Diskretisierungsparameter auf den Speicherbedarf!

# Ihre Lésung

15.2 Aufgabe P5.2

Visualisieren Sie die berechneten Losungen fiir folgenden Anfangsbedingungen:

Flz,y) = (1—‘%—0.5‘) (1—‘%—0.5‘), (15.1)

F(z,y) = g(z,y) exp <—200 ((z - 0.5)2 + (% - 0.5)2>> : (15.2)

wobei

glz,y) = <1 - (2% - 1)8> <1 - (2% - 1)8> (15.3)

die Randbedingung sichert.

# Ihre Lésung
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16 Ubung 1

16.1 Auffrischung Stetigkeit
Aufgabe U1.1

Sei f : R — R eine Funktion. Geben Sie eine Definition folgender Begriffe an:

o Stetigkeit an einer Stelle x.

o Stetigkeit der Funktion f.

Aufgabe U1.2

Sind folgende Funktionen f auf R stetig?

. o) = {1, fir x > 0,

0, firz<0,

1, fir z #0,
* J@) = {0, fir x = 0.

Aufgabe U1.3

Geben Sie den grofitmoglichen Definitionsbereich der Funktion

1
o1

f(=) (16.1)

an. Ist diese Funktion stetig?

16.2 Auffrischung 1D-Differenzialrechnung
Aufgabe U1.4

Sei f : R — R eine stetige Funktion. Geben Sie eine Definition folgender Begriffe an:

o Differenzenquotient,

o Differentialquotient,

o Differenzierbarkeit von f an einer Stelle xg,
e Differenzierbarkeit von f,

o Ableitung von f,

o Stetige Differenzierbarkeit von f.
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16 Ubung 1

Aufgabe U1.5

Zeigen Sie, dass die Funktion

T, fiar x > 0,
fay={Vr_ 0 (16.2)
—v/—x, firz <0,
in x = 0 stetig, aber nicht differenzierbar ist.
Aufgabe U1.6
Zeigen Sie, dass die Funktion
f() 2? sin(2), fiir x #0, (16.3)
x) = .
0, fir x =0,
auf R differenzierbar, aber die Ableitung nicht stetig ist.
Aufgabe U1.7
Bis zu welcher Ordnung besitzt die Funktion
z?, firz <0
) = ’ ’ 16.4
/(@) {1‘3, fir z > 0, ( )

stetige Ableitungen?

16.3 Auffrischung mehrdimensionale Differenzialrechung
Aufgabe U1.8

Sei f: R* — R eine Funktion. Geben Sie eine Definition folgender Begriffe an:

e Stetigkeit in einem Punkt g € R",
e partielle Ableitung,

e Gradient,

o Richtungsableitung,

e Hesse-Matrix.
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16.3 Auffrischung mehrdimensionale Differenzialrechung

Aufgabe U1.9

Ist die Funktion
s, fir (z,y) # (0,0),
flz,y) = {w2+y2 " 00 (16.5)

stetig in (0,0)?

Aufgabe U1.10

Geben Sie fiir die Funktion aus der vorhergehenden Aufgabe die Richtung des steilsten
Anstiegs im Punkt (0, 1) an.

Aufgabe U1.11

Sei f : R* — R™ eine vektorwertige Funktion. Was versteht man unter der Jacobi-
Matrix von f7
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17 Ubung 2

17 Ubung 2

17.1 Auffrischung Taylor-Formel
Aufgabe U2.1

Sei f : R — R eine beliebig oft differenzierbare Funktion und sei zp € R. Geben Sie
Formeln fiir folgende Objekte an:

e Taylor-Polynom vom Grad 1 zu f in x,
e Taylor-Polynom vom Grad 2 zu f in x,
e Taylor-Polynom vom Grad k zu f in xg,

o Taylor-Restglied in Lagrange-Form zum Taylor-Polynom vom Grad k.

Aufgabe U2.2

Finden Sie das Taylor-Polynom vom Grad 3 bei g = 0 zu f(z) = sinz.

Wie grof ist hochstens der Fehler, wenn auf dem Intervall [—7, 7] dieses Taylor-Polynom
statt f ausgewertet wird?

Aufgabe U2.3

Sei f: R? — R eine beliebig oft differenzierbare Funktion und sei (zq,yo) € R2. Geben
Sie eine Formel fiir das Taylor-Polynom vom Grad 2 zu f in (xg,yo) an.

Aufgabe U2.4

Finden Sie das Taylor-Polynom vom Grad 2 im Punkt (0, 1) fiir die Funktion f(z,y) =
y In(y — 3 z).

17.2 Auffrischung 1D-Integralrechnung

Aufgabe U2.5

Geben Sie Definitionen fiir folgende Begriffe bzgl. einer Funktion f: R — R an:

o Stammfunktion von f,
e unbestimmtes Integral von f,
o bestimmtes Integral von f auf dem Intervall [a, b],

« uneigentliches Integral auf dem Intervall [0, co].

136



17.2 Auffrischung 1D-Integralrechnung

Formulieren Sie den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung.

Aufgabe U2.6

Geben Sie eine Formel fiir die Berechnung des Integrals

b
/ f(2) ¢ () da (17.1)

aus dem Integral des Produkts f/'(z)g(z) an (partielle Integration).

Aufgabe U2.7

Berechnen Sie .
/ xe®dx (17.2)
0
mittels partieller Integration.

Aufgabe U2.8

Berechnen Sie .
/ 22 (23 +2)8 (17.3)
0
mittels geeigneter Substitution eines Teils des Integranden durch eine neue Variable.

Geben Sie auch eine allgemeine Formel fiir Ihr Vorgehen an.
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18 Ubung 3

18 Ubung 3

18.1 Auffrischung Bereichsintegrale
Aufgabe U3.1

Berechnen Sie das Doppelintegral

/01 /Ox\/fydydx. (18.1)

Aufgabe U3.2

Sei f(x,y) : R? — R eine Funktion. Wiederholen Sie die Begriffe

« Bereichsintegral bzgl. einer Teilmenge B C R?,
e Normalbereich bzgl. x-Achse,
o Normalbereich bzgl. y-Achse.

Was versteht man unter einem Normalbereich im R3?

Aufgabe U3.3

Die durch
x =0, y=0, r+y=4 (18.2)

beschriebenen drei Flichen begrenzen ein (unendlich langes) dreiseitiges Prisma im R3.
Aus diesem wird durch Schnitte entlang der beiden durch

z=0, z=a? 4 (18.3)

beschriebenen Fléchen ein endliches Stiick herausgeschnitten. Berechnen Sie das Volumen
dieses Stiicks.

18.2 Auffrischung Kurvenintegrale
Kurvenintegrale erster Art

Sei durch
K :]a,b] - R, tw (x(t),y(t)) (18.4)

eine Kurve in der Ebene gegeben. Weiter sei f : R? — R eine Funktion. Bezeichnen mit

b
/des ::/ Fa(), y(6) VO + g (D2 dt (18.5)

das Kurvenintegral erster Art von f entlang der Kurve K.
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18.2 Auffrischung Kurvenintegrale

Aufgabe U3.4

Berechnen Sie

/K s (18.6)

fiir eine Kreislinie K mit Radius 1 um den Koordinatenursprung.

Aufgabe U3.5

Berechnen Sie die Lange des zwischen (0,0) und (1,1) liegenden Stiicks K der Parabel
y = 22, indem Sie das Integral
/ Lds (18.7)
K

auswerten.

Kurvenintegrale zweiter Art

Sei durch
K :la,b] = R, t— (x(t),y(t)) (18.8)

eine Kurve in der Ebene gegeben. Weiter sei f : R?> — R? eine Funktion. Bezeichnen
mit

b
/K fdv = / (), y() 2 (1) + Fale(t), y() v/ (1) dt (18.9)

das Kurvenintegral zweiter Art von f entlang der Kurve K.

Aufgabe U3.6

Berechnen Sie

/ fav (18.10)
K

fir

flz,y) = [ (18.11)

entlang der Strecke von (0,0) nach (2,2).

x2+y2
Ty

Aufgabe U3.7
Beschreibe

flay) = [f:fy} (18.12)
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18 Ubung 3

eine Stromung in der Ebene. Berechnen Sie die verrichtete Arbeit beim Durchqueren
der Stromung entlang des Viertelkreises K um den Ursprung von (2,0) nach (0,2) als
Kurvenintegral

/ fdv. (18.13)
K

18.3 Auffrischung Oberflachenintegrale
Oberflachenintegrale erster Art
Sei durch

U
S :[a,b] x [¢,d] — R3, (u,v) = |y(u,v) (18.14)
u
eine Fliche im Raum gegeben und sei f : R — R eine Funktion. Bezeichnen mit

/Sfda:: /ab/Cdf(m(u,v),y(u,v),z(u,v))k:(u,v)dvdu (18.15)

das Overflichenintegral erster Art von f iiber der Fliche S. Dabei ist

Ty (u,v) Ty (u,v)
k(u,v) := || | yu(u,v) | X |yo(u,v) (18.16)
zu(u,v) 2y (u, v)

die Lange des Kreuzprodukts der Vektoren der partiellen Ableitungen von S nach u bzw.
.

Statt rechteckiger Parameterbereiche [a, b] x [c, d] sind auch Normalbereiche als Parameterbereiche
moglich.

Aufgabe U3.8

Ein Stiick parabelférmige Rinne besitzt den Querschnitt z = 2%, z € [~1,1], verlduft
entlang der y-Achse und ist 10 Einheiten lang. Im Scheitelpunkt liegt das Fliachengewicht
des verwendeten Blechs bei 0.2 Masseneinheiten pro Flacheneinheit und fallt dann linear
mit der z-Koordinate auf 0.1 an den Rinnenrdndern ab. Die Masse der Rinne kann als
Oberflachenintegral

/ fda (18.17)
S

bestimmt werden, wobei f das (ortsabhéngige) Flachengewicht des Blechs ist. Vereinfachen
Sie dieses Integral zu einem gewdhnlichen Integral bzgl. einer Funktion {iber einem
Intervall.
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18.3 Auffrischung Oberflichenintegrale

Oberflachenintegrale zweiter Art

Sei durch w.v)
S:lab xled >R, (uv) > |yluo) (18.18)
z(u,v)

eine Fliche im Raum gegeben und sei f : R — R3 eine Funktion. Bezeichnen mit

/Sfdn = /ab /cdf(a:(u,v), ..)on(z(u,v),...)dvdu (18.19)

das Oberflichenintegral zweiter Art von f iiber der Flache S. Dabei ist

Ty (u,v) Ty (u,v)
n(x(u,v),y(u,v), z(u,v)) == | yu(u,v) | X |yo(u,v) (18.20)
zu(u, v) zy(u, v)

ein spezieller Normalenvektor an die Fliche S im Punkt z(u,v), y(u,v), 2(u,v).

Statt rechteckiger Parameterbereiche [a, b] X [¢, d] sind auch Normalbereiche als Parameterbereiche
moglich.

Aufgabe U3.9

Ein gebogenes Drahtgitter habe die Form wie in Aufgabe U3.8. Dieses wird in einer
Wasserstromung platziert, welche durch das Vektorfeld

22 4 y4
flz,y,2) = 3zy (18.21)
212+ 22

gegeben ist (Richtung und Geschwindigkeit). Berechnen Sie das pro Zeiteinheit durch
das Gitter stromende Wasservolumen als Oberflichenintegral

[ s

. (18.22)
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19 Ubung 4

19.1 Differentialoperatoren

Sei f: R? — R3 ein Vektorfeld. Definieren das Skalarfeld

lef = ;Cf(w,y7z)+;Jf(&y&)-i—;f(:ay,@ (191)

(Divergenz von f) und das Vektorfeld

§f3($7y7z)_%f2(xayaz) % fl(mayaz)
ot 1= | e 2) = F ()| = | b)) (192)
%fé(xvyvz)_@*yfl(xayaz) 92 fg(l',y,Z)

(Rotation von f).

Die Divergenz kann als Quellendichte interpretiert werden. In einer Stromung gibt sie

beispielsweise an, ob an einem Punkt Material zum durchstromenden Material hinzugefiigt
wird (positive Divergenz) oder entnommen wird (negative Divergenz). Siehe Divergenz

eines Vektorfeldes, koordinatenfreie Darstellung fiir eine prézise Formulierung dieser

Interpretation.

Die Rotation gibt Drehachse und -geschwindigkeit eines in der Stromung mitschwimmenden
Objekts an. Vektorfelder, deren Rotation tiberall Null ist, heiflen wirbelfrei.

Fiir ein Skalarfeld f : R? — R setzen wir noch

2 82 62
Af = %f(xvyvz)_{_aTyf(x’y?z)_‘_%f(x’y,z) (193)

(Laplace-Operator angewendet auf f).

Aufgabe U4.1

Uberzeugen Sie sich, dass Af = div V f gilt.

Aufgabe U4.2
Berechnen Sie die Rotation von
flz,y,2) = (@ +yz+z ytrz, zyz). (19.4)

Wie bewegt sich ein (kleines und leichtes) Objekt, welches im Punkt (1,0,0) in die
Stromung gegeben wird (Bewegungsrichtung, Drehachse)?
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19.2 Integralsatz von Gaufl

19.2 Integralsatz von GauB3

Seien B C R3 und f : R? — R3 hinreichend regulir. Dann gilt

/Bdivfdb:/andn, (19.5)

wobei 0B die Oberfliche von B bezeichne. Die Summe aller Quellen und Senken im
Gebiet ist also gleich dem Fluss iiber den Rand.

Aufgabe U4.3

Uberpriifen Sie den Integralsatz von Gauf fiir das Vektorfeld aus Aufgabe U4.2. Verwenden
Sie als Gebiet B das Zwischen den folgenden vier Flachen liegende Volumen:

o y:17
[ ) y:—l,
o« z=1—22

o z=1a%2-1.
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20 Ubung 5

20.1 Aufgabe U5.1

Leiten Sie die Formeln fiir ein Finite-Differenzen-Verfahren zum Lésen der Wellengleichung
in zwei Raumdimensionen mit Dirichlet-Randbedingungen auf einem Rechteckgebiet her:

2 (um(x,y,t) + uyy(az,y,t)) —uy(z,t) =0, (x,y) € [0,a] x[0,b], (20.1)
u(az,y,O) = f(x,y), (xay) € [0,(1] X [O’ b]v (20'2)

ut(x,y,0) =0, (x,y)€[0,a] x[0,b], (20.3)

u(z,y,t) =0, (x,y) € 9([0,a] x[0,b]), ¢=>0. (20.4)

Orientieren Sie sich dabei am Vorgehen in IFallstudie: 1D-Wellengleichung|.

20.2 Aufgabe U5.2

Das diskretisierte Problem ist gut konditioniert, wenn die Courant-Zahlen C, und C)
bzgl. x bzw. y die Bedingung
ci+Cr<i1 (20.5)

erfillen. Die diskretisierten Losungen konvergieren gegen die exakte Losung, wenn
Gleichheit gilt (vollig analog zum 1D-Fall).

Wie ist die Anzahl n; der Unterteilungen des Zeitintervalls [0, 7] in Abhéngigkeit von
n, und n, (Unterteilungen z- und y-Richtung) zu wéhlen, damit die Ungleichung erfiillt
ist und C? + Cg moglichst nah bei 1 liegt?

20.3 Aufgabe U5.3

Wie viel Arbeitsspeicher wird fiir das Ablegen der Losung fiir alle Zeitschritte in Abhéngigkeit
von ng, Mg, Ny bendtigt?
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21 Download

Zum Offline-Lesen steht das Vorlesungsskript als PDF-Datei zur Verfiigung. Aus naheliegenden
Griinden sind Animationen dort nicht enthalten. Generall ist die Konvertierung nach
PDF noch etwas experimentell, sodass Darstellungsfehler nicht auszuschlieen sind.

[Download PDF—Dateil

Aufgabenblitter fiir Ubung und Praktikum kénnen Sie auch einzeln als PDF-Datei oder
als Jupyter-Notebook auf der entsprechenden Seite runterladen (Button oben rechts).
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22 Organisatorisches

Modulbeschreibung in Modulux

22.1 Ablauf der Veranstaltung

o ein Einheit Vorlesung pro Woche
o eine Einheit Ubung/Praktikum pro Woche

o Vorlesung und Ubung/Praktikum wie im Stundenplan (Ausnahmen bestéiitigen die

Regel)
 Ubung und Praktikum im Wesentlichen im Wechsel (je nach Stand der Vorlesung)
e Vorbereitung: Skript vor Vorlesung und Ubung/Praktikum mindestens iiberfliegen!

« Nachbereitung: Alles verstanden? Riickstinde aus Ubung/Praktikum nachholen!

22.2 Praktika

o Praktika/Ubungen im Computer-Pool (oder eigener Computer)

o bendétigte Software: Webbrowser (je nach Vorlieben eine lokale Python/Jupyter-
Installation)

22.3 Priifung

e miindlich, 30 Minuten

e Schwerpunkte werden rechtzeitig veroffentlicht

22.4 Hinweise zum Skript

e Download als PDF-Datei moglich
« Aufgabenzettel fiir Ubung/Praktikum auch einzeln als PDF-Datei

« Aufgabenzettel fiir Ubung/Praktikum als Jupyter-Notebook (Lésen der Aufgaben
direkt im Dokument)

Viele Rechnungen, Beweise, Herleitungen, Zeichnungen fehlen im Skript und werden an
der Tafel geliefert. Deshalb:

» mitschreiben oder
o Fotos von der Tafel (nicht vom Vorlesenden) machen

+ (optional) Fotos zum Verlinken im Skript abliefern (Upload im OPAL-Kurs)
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https://apps.htw-dresden.de/modulux/modul/5516

22.4 Hinweise zum Skript

o bitte keine Videos (entweder professionell oder gar nicht; ersteres aktuell nicht
leistbar)

Die Technik hinter dem Skript ist noch in Entwicklung und teils etwas “beta”. Hinweise
zu Problemen und Verbesserungsvorschldge gern an den Vorlesenden!
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