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0 Vorwort

Dieses Vorlesungsskript ist die Arbeitsgrundlage fiir die Veranstaltung “Mathematik 1”
(Modul i933) fiir den Fernstudiengang Vermessung und Geoinformatik an der HTW
Dresden ab Wintersemester 2026,/2027. Hinweise zum Ablauf der Veranstaltung, insbe-
sondere zum Umgang mit diesem Skript, finden Sie unter brganisatorischesi.

Technischer Unterbau ist MyST Markdown mit einem eigenen, auf dem Standard-Book-
Theme aufbauenden Theme. Das MyST-Projekt ist noch recht jung und etliche Features
sind im Beta-Stadium. Hier und da ist also mit Ecken und Kanten zu rechnen. Fragen
und Anregungen zur Technik gern an Jens Flemming.


https://www.htw-dresden.de/studium/vor-dem-studium/studienangebot/bachelor-vermessung-und-geoinformatik-fernstudium
https://mystmd.org/
https://github.com/jupyter-book/myst-theme
https://github.com/jupyter-book/myst-theme
https://www2.htw-dresden.de/~fjeme691/flemming/contact.html

1 Motivation

1 Motivation

Wozu heute noch Mathematik? Das macht doch alles der Computer oder “die KI”.

1.1 Mathematik vs. Rechnen

Mathematik wird oft mit Rechnen verwechselt oder gleichgesetzt. Richtig ist: Mathe-
matik ist die Kunst das Rechnen zu vermeiden! Mathematik strebt einerseits
nach moglichst einfachen Losungswegen fiir praktische Aufgabenstellungen und organi-
siert andererseits die trotzdem oft notwendige Rechenarbeit heute so, dass sie mit dem
Computer erledigt werden kann.

Manuelles Rechnen ist fiir Ingenieure heute kaum mehr relevant. Lediglich fiir den Auf-
bau eines gewissen Grundverstdndnisses zu einem zu l6senden Problem kann es sinnvoll
sein, einige einfache Spezialfille per Hand auszurechnen. Alles, was einigermafien pra-
xisnah ist, ist zu komplex zum manuellen Rechnen und wird dem Computer iiberlassen.

~

Beispiel

Theoretisch kann man die zu bewegenden Erdmassen beim Bau von Verkehrswe-
gen manuell durch Volumenberechnungen ermitteln. Schon aus der Tatsache, dass
dazu Geldndeoberfliche und geplanter Trassenverlauf als mathematische Formel
gegeben sein miissten, folgt, dass dieser Gedanke praktisch nicht umsetzbar ist.
Vielmehr werden Geldndeoberfliche und Trassenverlauf nur als CAD-Modell be-
stehend aus Splines, Bézier-Kurven, NURBS usw. im Computer existieren, sodass
auch die hinreichend genaue Volumenbestimmung nur einer Computerrechnung
zuganglich ist.

\.

Aus dem Beispiel wird klar: Manuelles Rechnen miissen nur noch wenige Ingenieure
beherrschen (Grundlagenarbeit, Software-Entwicklung,..). Solide Fahigkeiten beim
Losen von Aufgabenstellungen mit dem Computer sind hingegen zwingend
fiir jeden Ingenieur.

1.2 Mathematik als Sprache

Die Mathematik dient ganz Wesentlich als Sprache in Technik, Naturwissenschaften und
Wirtschaftswissenschaften; und das in zweierlei Hinsicht:

1. Mit den Mitteln der Mathematik werden Modelle der realen Welt formuliert.
Solche mathematischen Modelle erméglichen einerseits eine genaue Untersuchung
des betrachteten Problems. Andererseits ist die mathematische Formulierung die
Grundlage fiir den Einsatz von ebenfalls mit mathematischen Mitteln formulierten
Losungsverfahren.


https://de.wikipedia.org/wiki/Spline
https://de.wikipedia.org/wiki/B%C3%A9zierkurve
https://de.wikipedia.org/wiki/Non-Uniform_Rational_B-Spline

1.3 Computer

2. Soll eine Aufgabenstellung mit dem Computer gelost werden, so muss die Auf-
gabe in eine fiir Computer verstindliche Form gebracht werden. Computer
verstehen nur ganz klare und prézise Anweisungen, sodass man iiblicherweise die
mathematische Sprache als gemeinsames Ausdrucksmittel von Mensch und Com-
puter wahlt.

1.3 Computer

Landlaufig herrscht die Meinung vor, dass Computer immer richtig rechnen. Das stimmt
leider nicht, wie wir im Laufe der Veranstaltung gelegentlich sehen werden. Wichti-
ge Féhigkeit von Ingenieuren ist heute, zu erkennen, in welchen Situationen der
Computer vertrauenswiirdige Ergebnisse liefert und wann nicht! Diese Proble-
matik werden wir in dieser einfithrenden Veranstaltung nur am Rande streifen; fiir eine
Vertiefung sei auf das Teilgebiet der numerischen Mathematik verwiesen.

Computer sind grundsétzlich als “dumm” zu betrachten. Sie tun exakt das, was man
ihnen sagt (und nicht dass, was man meint, ihnen gesagt zu haben). Ob der Computer das
Richtige tut und ob wir den Ergebnissen trauen kénnen, liegt allein in unserer Hand. Der
Mensch muss die Prozesse und Hintergriinde verstehen, muss einordnen und bewerten.
Der Computer iibernimmt lediglich das Rechnen, nicht das Denken!

1.4 “KI”

Der Begriff “kiinstliche Intelligenz” ist irrefiihrend. Tatséchlich handelt es sich bei den
heute unter diesem Begriff verstandenen Techniken um simulierte Intelligenz. Diese
System konnen nicht denken, keine zielgerichtete Kreativitéat entfalten. Sie inter-
polieren und (in weit geringerem Maf) extrapolieren lediglich vorhandenes Faktenwissen.
Aus dieser Feststellung folgen zwei wichtige Schliisse fiir das Dasein als Ingenieur:

1. Wer nur Standardaufgaben 16sen muss/mochte, kommt mit KI oft ans Ziel. Wer
wirklich Neues schaffen moéchte, muss denken und verstehen.

2. Von KI gelieferte Problemlésungen kénnen beliebig grobe oder auch sehr subtile
Fehler enthalten. Gerade im oft sicherheitskritischen Ingenieurbereich miissen aber
nachweisbar richtige Losungen her. Mindestens miissen die Losungen nach bestem
Wissen und Gewissen korrekt sein; ein Anspruch, den Kl-basierte Losungen ohne
detaillierte Priifung nicht erfillen.

Wichtig: KI arbeitet nicht deterministisch, also nicht Schritt fiir Schritt nachvollzieh-
bar, sondern statistisch, indem sie eine mit hoher Wahrscheinlichkeit passende Antwort
“wiirfelt”. Die Wahrscheinlichkeiten basieren dabei auf der der KI beim Training zugang-
lichen Wissensbasis. Insbesondere Nischenthemen werden durch Mainstream-Themen
iiberstrahlt. KI-Antworten dazu gleichen einer zufélligen, meist sinnlosen oder ganz fal-
schen Vermischung des eigentlichen Themas mit den Mainstream-Themen im Umfeld.


https://de.wikipedia.org/wiki/Numerische_Mathematik
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Dabei sind die Antworten sauber und {iberzeugend formuliert, halten einer inhaltlichen
Detailpriifung jedoch nicht stand.

Zur Ideenfindung ist KI durchaus geeignet. Die AbschlieBende Problemlo-
sung muss jedoch vom Ingenieur vollstandig durchdacht und verstanden sein.

Der Einsatz von KI liefert schnelle Erfolge, die langfristig aber hinter den durch Denken
und Verstehen erzielbaren Resultaten zuriickbleiben.
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KI liefert schnell akzeptable Ergebnisse auf mittelméfiigem Niveau. Selbst denken
und verstehen bendétigt mehr Zeit, liefert aber langfristig deutlich hochwertigere
Resultate.

1.5 Mittel gegen Komplexitat

Neben der direkten Funktion als Sprache dient Mathematik auch dem Strukturieren von
Denkprozessen. Die Mathematik schafft vereinfachte Formulierungen der realen Welt
und abstrahiert komplexe Zusammenhidnge und Vorgédnge in klar definierten Begriffen
und Strukturen. Durch die Gewohnung an abstrakte Begriffe (als Ersatz fiir die viel zu
komplexe Realitét) werden Denkprozesse vereinfacht oder iiberhaupt erst moglich.

Beispiel (reelle Zahlen)

Reelle Zahlen wie v/2 oder die Kreiszahl 7 erscheinen uns nach jahrelangem Trai-
ning in der Schule ganz natiirlich und wir arbeiten tdglich mit ihnen. In der Rea-
litdt haben sie aber im Gegensatz zu rationalen Zahlen keine Entsprechung; im

Gegenteil, sie sind ein sehr abstraktes Konzept, welches die Formulierung vieler
technischer Zusammenhénge deutlich vereinfacht (Video 130, )

Abstraktion findet auch auflerhalb der Mathematik statt, ist aber in der Mathematik
zentrales Arbeitsmittel mit Wirkung in andere Wissenschaftsgebiete hinein.



/video130-87408495a6f57b49c8a53c9abf0c1557.mp4

1.6 “Soft-Skills”

Beispiel (Farben)

Der Begriff “Farbe” ist so alltdglich wie abstrakt. Was bedeutet “die Kirsche ist
rot”? Wie erklart man jemandem eine konkrete Farbe ohne auf Gegenstédnde dieser
Farbe als Beispiele zu zeigen?

Von klein auf haben wir nur durch sténdiges Zeigen auf Gegenstéinde und das
Sagen des dazugehorigen Farbwortes ein Verstandnis fiir den Begriff “Farbe” ent-
wickelt. Nie haben wir eine konkrete Definition gehért. Erst in der Physik kommt
man einer konkreten Definition nahe (Farbe = Wellenldnge des Lichts), die aber
nicht die menschliche Farbwahrnehmung erkliaren kann: Warum wird eine Mi-
schung aus rotem und griinem Licht in gleicher Weise wahrgenommen wie rein
gelbes Licht?

Aus mathematischer Sicht ist “rot” eine Aquivalenzklasse beziiglich einer Aquiva-
lenzrelation: zwei Gegenstédnde haben die gleiche Farbe (Definition!), wenn deren
Farbwahrnehmung im Gehirn identisch ist. Mit welchem Wort (“rot”, “griin”,
“gelb” usw.) man die einzelnen Gruppen von Gegenstinden gleicher Farbwahr-
nehmung dann bezeichnet, ist eine andere Frage.

(O

rot

grun {

\No

Das mathematische Konzept der Aquivalenzklassen ermoglicht vollig analog zum
kleinkindlichen Lernprozess implizite Begriffsdefinitionen. Man kann so auch mit
komplexen Situationen umgehen, die keine (hinreichend einfache) explizite Be-
griffsdefinition zulassen. Wir sehen hier: Scheinbar abstrakte mathematische
Konzepte sind oftmals direkte Formalisierungen alltéglichen Denkens!

1.6 “Soft-Skills”

Beschiftigt man sich mit Mathematik, erlernt man ganz nebenbei viele Fahigkeiten, die
im Privaten wie Beruflichen sehr niitzlich sind:


https://de.wikipedia.org/wiki/%C3%84quivalenzrelation
https://de.wikipedia.org/wiki/%C3%84quivalenzrelation
https://de.wikipedia.org/wiki/Farbwahrnehmung
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genaues Analysieren,

o streng logisches Argumentieren,

o exakte Ausdrucksweise,

e scheinbar offensichtliches immer wieder hinterfragen,

e das eigene Denken und Verstehen im Grenzbereich testen.

Das Uben dieser Fihigkeiten in der klaren, strukturierten Welt der Mathematik riistet
fir den Weg in diffusere Gebiete.

~

Beispiel (logisches Argumentieren)

Hase und Kroéte liefern sich ein Wettrennen iiber 100 Meter. Der Hase sieht die
Sache entspannt und lasst die Schildkrote 10 Meter weiter vorn starten. Beide
laufen gleichzeitig los. Wer wird gewinnen?

Dazu zwei Argumentationen:

1. Der Hase wird gewinnen, da er viel schneller lauft als die Schildkrote.

2. Die Schildkrote wird gewinnen. Wenn der Hase bei der Startposition der
Schildkréte ankommt, ist diese bereits ein Stiick gelaufen, liegt also vorn.
Kommt der Hase dann wiederum an dieser Position an, ist die Schildkrote
wieder ein Stiick weiter. Jedesmal, wenn der Hase an der vorherigen Position
der Schildkréte ankommt, ist die Schildkréte schon wieder ein Stiick weiter.
Die Schildkrote liegt immer vorn, wird also gewinnen.

Wer hat recht? Wo ist der Fehler in der anderen Argumentation? Siehe .

Beispiel (scheinbar offensichtliches hinterfragen)

Was heifit eigentlich “gleich viel”? Hat ein gesunder Mensch gleich viele Finger
wie Fuflzehen? Gibt es gleich viele gerade wie ungerade Zahlen? Gibt es gleich
viele Briiche (d.h. rational Zahlen) wie es natiirliche Zahlen gibt? Siehe .

1.7 Mathematik im Studium

Im weiteren Studienverlauf wird die Mathematik in vielen Modulen eine tragende Rolle
spielen. Einige Module aus den nichsten Semestern und die dort benétigten Themen aus
Mathematik I und IT sind:

o Statistik und Ausgleichungsrechnung (Grundlagen Wahrscheinlichkeitsrechnung und
Statistik, Anwendungen der Differentialrechnung, Matrizen und Vektoren, lineare
Gleichungssysteme).


https://apps.htw-dresden.de/modulux/modul/6095

1.7 Mathematik im Studium

THE MATH DEPARTMENT NUMBER
SHORTAGE. IS GETTING WORSE. WE
HAVE ONLY |5 2s AND 12 3s LEFT,

NG l,JA:IT, I3 2 AND 10 3¢,
NO WAIT...

&l

“10 minutes ago we were down to only 2 0s!” “How many do we have now?” “I ...
don’t know!!” Quelle: Randall Munroe, xkcd.com/3009

Landesvermessung und Satellitengeodési¢ (Matrizen und Vektoren, Differential-
rechnung fiir Funktionen mehrerer Verdnderlicher).

Remote Sensing (Matrizen und Vektoren).

Positionierung und Navigation (Matrizen und Vektoren, Anwendungen der Diffe-
rentialrechnung).

KI und Geodata-Science (Matrizen und Vektoren, Grundlagen der Statistik, Dif-
ferentialrechnung fiir Funktionen mehrerer Verénderlicher).

Geoditische Auswertetechniken (Grundlagen der Statistik).

Laserscanning und Punktwolkenverarbeitung (Grundlagen der Statistik).


https://xkcd.com/3009
https://apps.htw-dresden.de/modulux/modul/6101
https://apps.htw-dresden.de/modulux/modul/6104
https://apps.htw-dresden.de/modulux/modul/6107
https://apps.htw-dresden.de/modulux/modul/6115
https://apps.htw-dresden.de/modulux/modul/6110
https://apps.htw-dresden.de/modulux/modul/6111
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AMAZING WATCHING A PHYSICIST
AT \JORK, EXPLORING UNWERSES
IN A SYMIPHONY OF NUMBERS.

IF ONLY T HAD STUDIED MATH,
I COULD APPRECIATE THE
BEAUTY ON DISPLAY HERE.

OH NO. THIS HAS TLJO UNKNOWNS.
THAT'S GONNA BE REALLY HARD:

UGHHHHHHH.

THIVK. THERE'S GOTTA BE A WAY
TO AVOID DOING ALL THAT LORK...

I could type this into a solver, which MIGHT help, but would also mean I have to
get a lot of parentheses right... Quelle: Randall Munroe, xked.com /2207


https://xkcd.com/2207

2 Schulmathematik

In diesem Kapitel erhalten Sie ein Uberblick dariiber, welche Themen der Schulmathe-
matik in dieser Veranstaltung nochmals behandelt werden und welche eigenstindig zu
wiederholen sind, sofern Sie die Notwendigkeit dazu verspiiren.

2.1 Online-Kurs OMB+

Die HT'W Dresden unterstiitzt und nutzt den von zahlreichen Bildungseinrichtungen ge-
meinsam getragenen kostenfreien Online-Kurs OMB-+ zur Auffrischung des Schulwissens
im Bereich Mathematik. Dort gibt es einerseits das notwendige Faktenwissen, anderer-
seits aber auch Aufgaben zum Test der eigenen Féahigkeiten. Grofle Teile des Materials
sind ohne Anmeldung nutzbar. Einige interaktive Aufgaben werden erst nach kostenloser
Registrierung nutzbar.

Nutzen Sie dieses Angebot, um parallel zur Veranstaltung Riickstdnde und Vergessenes
aufzuarbeiten! In diesem Kapitel finden Sie jeweils Links zu konkreten Abschnitten des
Online-Kurses.

2.2 Themen, die als bekannt vorausgesetzt werden

Folgende Themen werden nicht in der Lehrveranstaltung behandelt, sondern als aus der
Schulmathematik bekannt vorausgesetzt:

o Kapitel TA in OMB+ (Mengen, Zahlen)

o Kapitel IB in OMB+ (Potenzen, Proportionalitét)

o Kapitel IT in OMB+ (Gleichungen in einer Unbekannten)
o Kapitel IIT in OMB+ (Ungleichungen in einer Variablen)
o Kapitel V in OMB+ (Geometrie)

o Kapitel VI in OMB+ (elementare Funktionen) (einige Teilthemen werden in der
Veranstaltung wiederholt)

o Kapitel IX in OMB+ (Vektorgeometrie) (einige Teilthemen werden in der Veran-
staltung wiederholt)

o Kapitel XII.4 in OMB+ (Logik und Mengenlehre - Mengen)
o Kapitel XII.6 in OMB+ (Logik und Mengenlehre - Kartesische Produkte)

Nebenbemerkung

Die Darstellung der Themen in OMB+- ist recht detailliert und teils umfangreicher


https://www.ombplus.de
https://www.ombplus.de/ombplus/link/ElemenRechneMengenZahlen/Overvi
https://www.ombplus.de/ombplus/link/ElemenRechnePotenzPropor/Overvi
https://www.ombplus.de/ombplus/link/GleichInEinerUnbeka/Ueberb
https://www.ombplus.de/ombplus/link/UngleiInEinerVariab/Ueberb
https://www.ombplus.de/ombplus/link/Geomet/Ueberb
https://www.ombplus.de/ombplus/link/ElemenFunkti/Ueberb
https://www.ombplus.de/ombplus/link/Vektor/Overvi
https://www.ombplus.de/ombplus/link/OmbpluModuleLogikMengen/Mengen
https://www.ombplus.de/ombplus/link/OmbpluModuleLogikMengen/KartesProduk

2 Schulmathematik

als in der Veranstaltung bendtigt. Verschaffen Sie sie sich deshalb zunéchst nur
einen Uberblick iiber die genannten Themen. Sollten Sie im Verlauf der Veran-
staltung Nachholbedarf feststellen, sollten Sie die entsprechenden Abschnitte von
OMB+ genauer durcharbeiten.

2.3 Themen, die wiederholt und vertieft werden

Folgende Themen werden in der Veranstaltung nochmals vollstédndig eingefiihrt, behan-
delt und vertieft. In einigen Lédndern und Bundesldndern gehoren diese zum Schulstoff,
sodass unter Umsténden schon Vorwissen vorhanden ist.

o Kapitel IV in OMB+ (lineare Gleichungssysteme)
« Kapitel VII in OMB+ (Differentialrechnung)

o Kapitel VIII in OMB+ (Integralrechnung)

o Kapitel X in OMB+ (Stochastik)

o Kapitel XII in OMB+ (Logik und Mengenlehre), sofern benotigt (auBer XII.4,
XIL6),

o Kapitel XIIT in OMB+ (Wahrscheinlichkeitstheorie)

2.4 Nicht behandelte Themen

OMB+ enthélt auch Themen, die in der Veranstaltung nicht von Bedeutung sind:
o Kapitel IX in OMB+
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3 Computereinsatz

Grundlagen der Computernutzung in der Mathematikausbildung.
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3 Computereinsatz

3.1 Uberblick

Der Einsatz des Computers zum Losen von in der Sprache der Mathematik formulierten
Aufgabenstellungen kann auf unterschiedliche Weise erfolgen. Dabei spielt einerseits die
Auswahl geeigneter Software eine Rolle; andererseits muss man sich im Klaren sein iiber
die Fahigkeiten und Unfdhigkeiten des Computers.

3.1.1 Einschrankungen bei der Arbeit mit dem Computer

Viele mathematische Probleme kénnen nicht exakt mit dem Computer gelost werden,
sondern nur ndherungsweise. Die Griinde dafiir liegen in der Arbeitsweise von Compu-
tern:

e Jede Eingabe kann nur aus endlich vielen Zahlen bestehen. Computer kénnen also
beispielsweise nicht direkt mit stetigen Funktionen (Potenzfunktionen, Sinus,...)
oder unendlichen Zahlenfolgen arbeiten.

o Auch Ausgaben/Ergebnisse kénnen nur aus endlich vielen Zahlen bestehen.

e Es sind stets nur endlich viele Rechenschritte moglich. Beispielsweise kénnen im
Allgemeinen keine unendlichen Summen mit dem Computer berechnet werden.

Ein weiterer zu beachtender Punkt ist, dass Computer nur einen sehr begrenzten Zah-
lenvorrat zur Verfiigung haben. Ublicherweise kennen sie nur 264 ~ 2 - 10'® verschiedene
Zahlen. Deshalb werden die meisten Zahlen durch den Computer auf eine vom Computer
verarbeitbare Zahl gerundet, ohne dass dies fiir den Nutzer sofort ersichtlich ist. Je nach
Kontext miissen die mitunter seltsam anmutenden Konsequenzen mit bedacht werden:

o Beispielsweise kann die Zahl 0.1 nicht direkt in Berechnungen verwendet werden.
Stattdessen rechnet der Computer mit

0.1000000000000000055511151231257827021181583404541015625. (3.1)

Dies kann zu unerwarteten Ergebnissen fithren, wie das folgende kleine Python-

Programm zeigt (die Programmiersprache Python wird im néchsten Unterkapitel
behandelt):

print(0.1 * 0.1 - 0.01) # sollte exzakt O ergeben

1.734723475976807e -18

e Gelegentlich erhilt man deshalb vollig falsche Ergebnisse:

print(1 + 10.5 *x 20 - 10.5 *x 20) # sollte exakt 1 ergeben

0.0
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3.1 Uberblick

Nebenbemerkung

Die beiden Beispiele kénnen Sie leicht selbst ausprobieren. Offnen Sie in Ihrem
Webbrowser die JavaScript-Konsole (in Firefox z.B. durch Driicken von ++, in
Chromium durch ++) und geben Sie dort 0.1 * 0.1 - 0.01 bzw. 1 + 10.5 *x
20 - 10.5 ** 20 ein. Die Ergebnisse sollte aussehen wie hier im Skript.

Die Auswirkungen und der Umgang mit solchen Effekten sind Gegenstand der numeri-
schen Mathematik. In unserer Veranstaltung gehen wir auf dieses wichtige Thema jedoch
nicht ndher ein, sondern belassen es bei gelegentlichen Hinweisen auf in dieser Hinsicht
problematische Situationen.

3.1.2 Symbolisches vs. numerisches Rechnen

Fiir das Ausfithren von Berechnungen mit dem Computer gibt es zwei grundlegend ver-
schiedene Herangehensweisen:

e Beim symbolischen Rechnen werden mathematische Formeln durch den Com-
puter in der gleichen Weise umgeformt, kombiniert und gelést wie man es beim
manuellen Rechnen tun wiirde. Dadurch erhélt man exakte Ergebnisse, die wie-
derum als Formeln vorliegen. Bei der verwendeten Software spricht man auch von
Computer-Algebra-Systemen (CAS).

e Beim numerischen Rechnen werden nur Grundrechenarten verwendet. An vie-
len Stellen des Rechenweges werden gerundete oder nur ndherungsweise ermittelte
Zwischenergebnisse verwendet. Als Endergebnis stehen nur Zahlen zur Verfiigung,
bei denen nicht mehr erkennbar ist, wie diese entstanden sind (z.B. 1.41421356

statt v/2).

Im technischen und wissenschaftlichen Bereich wird praktisch nur numerisch gerechnet.
Griinde:

e Numerische Berechnungen sind viel schneller, da Computer fir diese Art von Be-
rechnungen gebaut sind. Ublich sind heute mehrere Milliarden Grundrechenopera-
tionen pro Sekunde.

o Symbolisches Rechnen liefert bei komplexen Aufgabenstellungen meist keine Lo-

sung, da die Losungen nicht explizit als Formeln darstellbar sind.

Gelegentlich verwendet man CAS fiir kleine, klar abgegrenzte Teilschritte, bei denen
das Vorliegen einer expliziten Formel in den Folgeschritten (Geschwindigkeits-)Vorteile
bringt.
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3 Computereinsatz

Beispiel (automatisches Differenzieren)

Grundlage von “KI” sind kiinstliche neuronale Netze. Das sind aus Tausenden oder
Millionen einfacher Grundfunktionen zusammengesetzte nichtlineare Funktionen,
welche Millionen durch ein Optimierungsverfahren zu bestimmende Parameter
enthalten. Fiir die Durchfiihrung der Optimierung werden die Ableitungen des
neuronalen Netzes beziiglich der Parameter benotigt (den Begriff “Ableitung” fith-
ren wir im Laufe der Veranstaltung ein). Diese kénnen gut symbolisch berechnet
werden, was Naherungsfehler vermeidet. Auflerdem beschleunigt das Vorliegen ei-
ner konkreten Formel die Auswertung der Ableitungen wiahrend der Optimierung.
Verfahrensbedingt miissen diese Ableitungen millionenfach ausgewertet werden.

Das symbolische Berechnen der Ableitungen von Funktionen, die aus einfachen
Grundfunktionen zusammengesetzt sind, nennt man auch automatisches Diffe-
renzieren. Die eigentliche Optimierung erfolgt dann numerisch, da das Problem
aufgrund seiner Komplexitdt nicht symbolisch lésbar ist.

3.1.3 Programmcode vs. grafische Oberflache

Fiir praktisch alle Standardaufgaben im Ingenieurwesen gibt es Software mit grafischer
Benutzeroberflache (kurz: GUI fiir “graphical user interface”). Diese haben jedoch einige
Nachteile:

o Mboglich ist nur, was die GUI vorsieht. Erweiterungen oder Anderungen sind fiir
Nutzer nur schwer oder gar nicht umsetzbar.

o Ablaufe lassen sich schlecht automatisieren, da diese aus Folgen von Mausklicks
bestehen.

o Fir Aufgabenstellungen, die erstmalig oder nur selten auftreten, existiert keine
Software mit GUI (oder ist extrem teuer).

Aus diesen Griinden ist der Einsatz einer geeigneten (!) Programmiersprache auch im
Ingenieurbereich fiir zahlreiche Aufgaben deutlich vorteilhafter. Insbesondere

e sind die Anwendungsmoglichkeiten unbeschrankt,
 lassen sich alle Abldufe ohne grofle Anpassungen automatisieren,

e kann bei Bedarf im Nachgang eine GUI hinzugefiigt werden.

Hinzu kommt, dass sich Programmcode einfacher versionieren ldsst und gemeinsames
Bearbeiten (auch in Echtzeit) problemlos moéglich ist.

Ublich im Ingenieurbereich sind:

o Python/Jupyter (wird in dieser Veranstaltung verwendet),
o Octave oder Matlab (wird zunehmend durch Python verdrangt).
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3.1 Uberblick

Nebenbemerkung

Die Arbeit mit Programmcode statt grafischer Oberfliche ist keineswegs kom-
plizierter. Lediglich der Funktionsumfang ist gréfler. Aufgrund der Vielzahl von
Moglichkeiten ist es nicht zweckméfig fiir jede Funktion einen Button oder ei-
nen Meniieintrag zu bieten. Stattdessen werden alle Aktionen durch Textbefehle
ausgelost.
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3.2 Python

In dieser Veranstaltung nutzen wir die Programmiersprache Python um dem Computer
seine Aufgaben mitzuteilen. Werkzeuge aus dem Jupyter-Okosystem ermdglichen die
Python-Programmierung in einer sehr komfortablen grafischen Umgebung.

3.2.1 Warum Python?

Python ist eine moderne, kostenfreie und quelloffene (“open source”) Programmierspra-
che. Sie entstand in den 1990er Jahren. Die erste offizielle Version wurde 1994 veréffent-
licht. Autor und BDFL (“benevolent dictator for life”) ist Guido van Rossum.

Python-Code ist sehr gut lesbar und enthélt im Gegensatz zu den meisten anderen
Programmiersprachen nur wenige “kryptische” Zeichen und Zeichenketten. Viele techni-
sche Aspekte des Programmierens werden von Python erledigt ohne den Nutzer damit
zu konfrontieren. Mit Python kann man Software aus allen Bereichen entwickeln; von
einfachen Skripten fiir die tégliche Arbeit bis zu vollwertigen Desktop- oder Webanwen-
dungen. Tausende Erweiterungen ermoglichen ziigiges und effizientes Arbeiten.

Als freie Software verfiigt Python iiber eine riesige Online-Community, die mit Rat und
Tat zur Seite steht. Kaum eine Frage, die nicht schon irgendwo beantwortet wurde.

Python ist fiir alle Plattformen verfiigbar: Linux, macOS, Windows und viele andere.
Python steht beispielsweise hinter grofien kommerziellen Projekten wie dem Youtube-
Player, lduft eventuell aber auch in der Steuereinheit Threr Waschmaschine (vgl. Micro-
Python).

Nebenbemerkung

Es gibt zwei Varianten von Python: Python 2 und Python 3. Entsprechender
Quellcode ist nicht kompatibel, d.h. fiir Python 2 geschriebene Programm funk-
tionieren nicht mit Python 3. Wir verwenden hier ausschliefSlich Python 3. Python
2 wird von den Entwicklern seit Januar 2020 als veraltet eingestuft und nicht mehr
weiterentwickelt.

3.2.2 Jupyter

Das Jupyter-Okosystem ist eine Sammlung von Werkzeugen fiir die Python-Programmierung
mit dem Schwerpunkt auf Nutzerfreundlichkeit und leichte Bedienbarkeit fiir Anfinger.
Jupyter erlaubt das Programmieren mit Python im Webbrowser. Ausgaben, wie bei-
spielsweise komplexe und interaktive Visualisierungen, kénnen direkt zwischen dem zu-
gehorigen Quellcode platziert werden. Alles befindet sich in einem einzigen Dokument:
Code, Ausgaben, erklarender Text, Bilder, Formeln,...

JupyterLab steht in vielen Formen zur Verfigung (vgl. ):
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3.2 Python
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Fragen zu Programmiersprachen auf Stack Overflow. Quelle: Stack Overflow Trends
(vom Autor bearbeitet)
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print(a + b)
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JupyterLab ist das am weitesten verbreitete Mitglied des Jupyter-Okosystems. Es
bringt Python in den Webbrowser.
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3.2 Python

als rein browser-basierte Anwendung ohne Installation (Funktionsumfang gering-
fiigig eingeschrénkt),

als lokale Installation auf dem eigenen Computer,
als Installation auf Servern der Hochschule,

auf Servern anderer Organisationen.

Welche Variante genutzt wird, ist fiir die Veranstaltung nebenséchlich. Aulerdem kann
Python auch ganz ohne Jupyter genutzt werden.

3.2.3 Python-Crashkurs

Erwéahnen hier als ersten Einstieg in Python beispielhaft einige Grundfunktionen. Weite-
re Moglichkeiten folgen im Laufe der Veranstaltung nach Bedarf. Fiir das weiterfithrende
Selbststudium sind das Kapitel Python Crash Course sowie die darauf folgenden Kapitel
in Data Science and Artificial Intelligence for Undergraduates geeignet.

3.2.3.1 Taschenrechner

# Punkt vor Strich
1 +2 %3

# Potenzen
2 *x 8

256

# Wurzeln
2.5 xx 0.5

1.5811388300841898

# Division
5/ 2

2.5

# ganzzahlige Division

5// 2
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# Rest bei ganzzahliger Division
5% 2

3.2.3.2 Bessere Ausgaben

# einfacher Text
print('irgendein Text')

irgendein Text

# Text mit Kommazahl
print (f'Wurzel aus 2 ist {2.0 **x 0.5}."')

Wurzel aus 2 ist 1.4142135623730951.

Mehr Infos zu solchen Ausgaben: f-String und Minisprache fiir Stringformatierung.

# Text mit gerundeter Kommazahl
print (f'Wurzel aus 2 ist {2.0 *x 0.5:.3f}.')

Wurzel aus 2 ist 1.414.

3.2.3.3 Variablen

zahl = 2.0
wurzel = zahl ** 0.5
print (f'Wurzel aus {zahl} ist {wurzel:.3f}.')

Wurzel aus 2.0 ist 1.414.

Es gibt verschiedene Variablentypen (Ganzzahl, Kommazahl, Zeichenkette,...).

print (type(2))
print (type(2.0))
print (type('Hallo!'))

<class 'int'>
<class 'float'>
<class 'str'>
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3.2 Python

Umwandlungen sind zwischen geeigneten Typen moglich.

zeichenkettel = '123'
zeichenkette2 '456"
print(zeichenkettel + zeichenkette2)

zahll = int(zeichenkettel)
zahl2 = int(zeichenkette2)
print (f'und als Zahlen: {zahll + zahl2}')

123456
und als Zahlen: 579

3.2.3.4 Listen Listen sind Folgen von Variablen, deren Name einem einheitlichen Sche-
ma folgen (Listenname plus Index).

liste = ['rot', 'gelb', 'grin', 'blau'l

print(liste[0])

print(liste[1])

print(liste[2])

print(liste[3])

print(liste[ -1]) # letztes Element

print(liste[1:3]) # Elemente mit Index 1 (2. Element) und 2 (3.
— Element)

rot

gelb

grin

blau

blau

['gelb', 'grin']

3.2.3.5 Bedingte Ausfiihrung

a=3
b =2 # z2wei Zahlen (Nutzereingaben oder aus Datei gelesen)

if b !'= 0:

print(f'{a} / {b} = {a / b}")
else:

print('Division durch Null!')

3/2=1.5
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L

|

Wichtig: Test auf Gleichheit mit ==. Das einfache = ist der Zuweisungsoperator und kann

nicht fiir Vergleiche verwendet werden.

3.2.3.6 Wiederholte Ausfiihrung

for farbe in liste:
print(farbe)

liste = ['rot', 'gelb',

'grin',

'blau']

rot

gelb
grin
blau

print (i)

for i in range(0, 10, 2):

w0 O N O

3.2.3.7 Module und Pakete Die Funktionalitdt von Python kann durch Module und
Pakete erweitert werden. Module sind Sammlungen von zusétzlichen Funktionen. Pakete
sind Sammlungen von Modulen. Praktisch besteht bei der Verwendung kein Unterschied
zwischen Modulen und Paketen.

import math

math.cos(math.pi / 4)

0.7071067811865476

import math as m

m.cos(m.pi / 4)

0.7071067811865476
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3.2 Python

from math import cos, pi

cos(pi / 4)

0.7071067811865476

Python verfiigt nur iiber wenige eingebaute Grundfunktionen. Man wird fast immer
zusétzliche Module und Pakete benétigen, die ggf. erst installiert werden miissen.
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3.3 SymPy

SymPy ist ein Python-Paket fiir symbolisches Rechnen (Ableitungen, Stammfunktionen,
Formeln vereinfachen, Gleichungen l6sen,...). Siehe auch Introductory Tutorial in der
SymPy-Dokumentation.

Nebenbemerkung

Dieses Kapitel ist keine systematische Einfithrung, sondern liefert nur einige Bei-
spiele. Alles weitere wird im Verlauf der Veranstaltung nach Bedarf eingefiihrt
und vertieft.

import sympy

3.3.1 Variablen

SymPy verwendet ganz normale Python-Variablen, die aber einen SymPy-spezifischen
Typ haben. Variablen, die spéater mit SymPy verwendet werden sollen, miissen deshalb
zunéchst durch SymPy erstellt werden.

x = sympy.symbols('x') # zeige Python -Variable = in Formeln als z an

print(x)
print (type(x))

X
<class 'sympy.core.symbol.Symbol'>

Mehrere Variablen kénnen gemeinsam erstellt werden:

X, y, z = sympy.symbols('x y z')

2 % x +y*kk 2+ 2z

2%x + y**2 + z

3.3.2 Formeln vereinfachen

X = sympy.symbols('x')
a=(x+ 1) *x 2
b=xx*%2+ 2 %xx+ 1
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3.3 SymPy

sympy .simplify(a - Db)

X = sympy.symbols('x')

sympy . simplify (sympy.cos(x) ** 2 + sympy.sin(x) ** 2)

3.3.3 Nulistellen von Polynomen

SymPy liefert Polynomnullstellen samt Vielfachheiten (der Begriff “Vielfachheit” wird
im Laufe der Veranstaltung erklért):

X = sympy.symbols('x')

sympy.roots(x ** 3 - 4 % x %k 2 + x + 6, X)

{3: 1, 2: 1, -1: 1}

X = sympy.symbols('x")

sympy.roots(x ** 3 - 3 % x *k 2 + 3 * x - 1, x)

{1: 3}

3.3.4 Gleichungen losen

X = sympy.symbols('x')

sympy.solve(x *x 2 - 2, x) # lost ¢ »* 2 - 2 =0

[ -sqrt(2), sqrt(2)]

Das Ergebnis ist eine Liste (kein Intervall!) von Lésungen.

X = sympy.symbols('x')

formel = x *x 4 — 4 % x %% 3 + 7 *x x *x 2 - 16 * x + 12
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sympy .solve(formel, x)

[1, 3, -2xI, 2xI]

Die Werte mit I sind sogenannte komplexe Zahlen, die in der Veranstaltung nicht be-
handelt werden. Die Gleichung hat also nur zwei reelle Zahlen als Lésungen.

X = sympy.symbols('x', real=True)

formel = x **% 4 - 4 % x % 3 + 7 % x *x 2 - 16 * x + 12
sympy .solve(formel, x)

(1, 3]

X = sympy.symbols('x')

sympy . solve (sympy.sin(x), x)

[0, pil

X = sympy.symbols('x')

sympy . solveset (sympy.sin(x), x)

Union(ImageSet(Lambda(_n, 2%_n*pi), Integers), ImageSet(Lambda(_n,
— 2%_nxpi + pi), Integers))

3.3.5 Numerisches Rechnen mit vielen Stellen

sympy.N('1 / 6', 50)

0.16666666666666666666666666666666666666666666666667

sympy.N('pi', 50)

3.1415926535897932384626433832795028841971693993751
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3.4 NumPy

NumPy ist ein Paket, welches Python um Funktionen fiir das schnelle Rechnen mit
grofien Zahlenmengen (Matrizen, Vektoren) erweitert. NumPy ist im Python-Okosystem
der De-Facto-Standard fiir numerische Berechnungen wie beispielsweise das Losen grofler
linearer oder nichtlinearer Gleichungssysteme.

Nebenbemerkung

Dieses Kapitel ist keine systematische Einfiihrung, sondern liefert nur einige Bei-
spiele. Alles weitere wird im Verlauf der Veranstaltung nach Bedarf eingefiihrt
und vertieft. Eine systematische Einfihrung in NumPyv finden Sie beispielsweise
im Kapitel Efficient Computations with NumPy von Data Science and Artificial
Intelligence for Undergraduates.

import numpy as np

Grundlage fir die Arbeit mit NumPy sind die NumPy-Arrays, welche zur Darstellung
von Vektoren und Matrizen dienen.

3.4.1 NumPy-Arrays erstellen

np.array([4, 5, 2, 3]) # aus einer Liste

array([4, 5, 2, 3])

np.zeros(4) # eindimensionales Array mit Nullen

array([0., 0., 0., 0.1)

np.ones((3, 2)) # zweidimensionales Array mit Einsen

array([[1.,
(1.,
[1.,

-

= e
—_
—_ .
p—

np.eye(5) # Einheitsmatriz

array([[1., 0., 0., 0., 0.7,
(0., 1., 0., 0., 0.7,
(0., 0., 1., 0., 0.1,
[0., 0., 0., 1., 0.1,
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[0., 0., 0., 0., 1.11)

3.4.2 Zugriff auf Array-Elemente

a = np.array([[1, 2, 3], [4, 5, 6]

b [7, 8! 9]])

array([[1, 2, 3],
[4, 5, 6],
(7, 8, 911D

print(al -1, -1]1) # letzte Zeile,

print(al0, 0]) # 1. Zeile, 1. Spalte
print(all, 0]) # 2. Zeile, 1. Spalte

letzte Spalte

L

al1:3, :21 # 2. und 3. Zeile, 1.

und 2. Spalte

array([[4, 5],
[7, 811)

al0, :1 # 1. Zeile, alle Spalten

array([1, 2, 31)

3.4.3 Eigenschaften von Arrays

a.shape # Grofe (Zeilen, Spalten)

(3, 3)

a.dtype # Datentyp der Eintrdge

dtype('int64"')

b = np.array([4.1, 6, 3, 5, 4, 3])
print (b.shape)
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print (b.dtype)

3.4 NumPy

(6,)
float64

3.4.4 Rechnen mit Arrays

a = np.array([4.1, 6, 3])
b = np.array([5, 4, 3])

print(2 * a + b)

[13.2 16. 9. ]

print(a * b) # elementweises Produkt

[20.5 24. 9. 1]

A = np.array([[1, 2], [3, 411)
print (4)

[[1 2]
[3 4]]

print(A * A) # elementwetises Produkt

print(np.sin(A)) # Sinus elementweise

[[ 0.84147098 0.90929743]
[ 0.14112001 -0.7568025 1]

3.4.5 Arrays vergleichen

a
b

np.array([1, 2, 3])
np.array([ -1, 3, 31)

print(a > b)
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3 Computereinsatz

[ True False False]

c=a>b # Zuweisung (!) des Vergleichsergebnisses an c

print(c.any()) # mindestens ein Eintrag True?
print(c.all()) # alle Eintrige True?

True
False

3.4.6 Weitere Maglichkeiten fiir den Elementzugriff

a = np.array([[1, 2, 3], [4, 5, 6], [7, 8, 91])

a

array([[1, 2, 3],

[4’ 5’ 6],
[7, 8, 911)
ala > 3]

array([4, 5, 6, 7, 8, 9])

alnp.logical_and(a > 3, a < 6)]

array([4, 5]1)

ala > 4] = 20

a

array([[ 1, 2, 3],
[ 4, 20, 20],
[20, 20, 20]11)

3.4.7 Zufallszahlen
Fir Tests und Simulationen sind Zufallszahlen sehr niitzlich. Um Zufallszahlen zu er-

zeugen, muss zundchst der Zufallszahlengenerator von NumPy mit einem Startwert in-
itialisiert werden. Der Startwert legt die Folge der generierten Zufallszahlen fest, sodass
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bei spaterer Wiederholung von Rechnungen sehr leicht wieder die gleichen Zufallszahlen
verwendet werden kénnen.

rng = np.random.default_rng(123) # wie der Startwert gewdhlt wird, ist
- egal

rng.integers(23, 42, (4, 10)) # ganze Zahlen wvon 23 bis 41

array([[23, 35, 34, 24, 40, 27, 27, 26, 29, 26],
(29, 38, 31, 40, 31, 28, 37, 38, 39, 39],
(23, 32, 28, 27, 27, 38, 38, 27, 30, 371,
[25, 34, 31, 40, 37, 27, 38, 38, 27, 32]11)

rng.uniform(0, 2, (4, 4)) # gleichverteilt auf [0, 2]

array([[0.46311125, 0.33180799, 0.99557794, 1.16544928],
[0.36867597, 0.02978983, 0.94226646, 1.45648666],
[1.83720098, 1.25106801, 1.83424515, 1.7293805 ],
[0.43628575, 1.73225486, 1.46150387, 0.55573058]]1)
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4 Elementare Begriffe

Wiederholung und Prézisierung einiger Begriffe, die in allen Bereichen der Mathematik
anzutreffen sind.
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4.1 Aussagen

Die Mathematik tritt uns als Ansammlung von Begriffsdefinitionen und Aussagen zu
den Beziehungen zwischen diesen Begriffen entgegen. Aussagen werden auch gern als
Satz oder Theorem bezeichnet, wobei je nach Wichtigkeit der Aussage und ihrer Rolle
in der Behandlung eines Themas unterschieden wird in Lemma (Hilfssatz), Proposition
(Satz), Theorem (Hauptsatz), Korollar (Folgerung).

In dieser Veranstaltung werden wir die traditionelle Trennung der Inhalte in Definition,
Satz, Beweis nicht vornehmen, sondern im Sinne der besseren Zugénglichkeit eine we-
niger strenge Form wéahlen. Dennoch sollten wir uns mit dem mathematischen Begriff
der Aussage nidher befassen, da Aussagen stets und stidndig eine Rolle spielen werden,
bemerkt und unbemerkt.

4.1.1 Was ist eine Aussage?

Merke

FEine Aussage ist ein Satz, der entweder wahr oder falsch ist. Ein solcher Satz
kann sowohl in Alltagssprache als auch mit Hilfe mathematischer Begriffe und
Symbole formuliert sein.

\.

Diese Definition des Begriffs “Aussage” klingt banal, ist sie aber keinesweges. Offensicht-
lich ist

Dresden ist die Hauptstadt von Sachsen.
eine Aussage, sogar eine wahre. Auch
Leipzig ist die Hauptstadt von Sachsen.

ist eine Aussage, jedoch eine falsch oder unwahre.

Wie sieht es aber mit
In 50 Jahren wird Leipzig die Hauptstadt Sachsens sein.

aus? Hier konnen wir kein klares “wahr” oder “falsch” zuordnen. Wir kénnten uns auf
den Standpunkt zuriickziehen, das die Aussage entweder richtig oder falsch ist und wir
nur nicht wissen, welche der beiden Méglichkeiten zutrifft. Tatsdchlich kann heute aber
niemand wissen, welche Rolle Leipzig in 50 Jahren spielen wird, egal wie viele Infor-
mationen zur Verfiigung stehen. Man koénnte als moglichen Ausweg die Formulierung
abschwéchen:

In 50 Jahren wird Leipzig wahrscheinlich die Hauptstadt Sachsens sein.

Aber auch hier ist keine klare Zuordnung von “richtig” oder “falsch” mdéglich. Es handelt
sich mehr um eine Meinung als um eine Aussage. Und Meinungen sind bekanntlich nicht
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klar mit “richtig” oder “falsch” bewertbar.
Anderes Beispiel:

Am 1. Januar 1999 fuhren 23 rote Autos am Hauptgebdude der Hochschule
vorbei.

Sehr wahrscheinlich hat an diesem Tag niemand Autos vor der Hochschule gezéhlt. Es
ist also nicht moglich, diesem Satz ein klares “richtig” oder “falsch” zuzuordnen. Die
dafiir benotigten Informationen liegen objektiv nicht vor.

Beispiel (Bicker-Paradoxon)

Wir definieren hiermit den Begriff des Béckers als eine Person, die genau fiir all
die Menschen Brotchen béackt, die nicht selbst fiir sich Brotchen backen. Ist dann
folgender Satz eine Aussage?

Der Backer backt auch Brotchen fir sich selbst.

Wire dies eine Aussage, so miisste sie entweder wahr oder falsch sein. Beide Va-
rianten fihren aber zum Widerspruch.

e Wenn der Satz wahr wére, der Bécker also auch fiir sich béackt, dann folgt
aus der Bécker-Definition, dass er nicht fiir sich béackt.

e Wenn der Satz falsch wére, der Backer also nicht auch fir sich béckt, dann
folgt aus der Bécker-Definition, dass er fiir sich backt.

Urspriinglich wurde dieses Beispiel 1918 als Barbier-Paradoxon verdffentlicht.

Nebenbemerkung

Bei der alltdglichen Arbeit mit den mathematischen Werkzeugen werden wir prak-
tisch nie auf solch problematische Situationen treffen wie in den obigen Beispielen
zu Nicht-Aussagen. Man koénnte daher zu der Meinung gelangen, dass derarti-
ge Probleme nur bei der Verwendung von Alltagssprache auftreten und somit in
einer potentiell unprézisen Formulierung begriindet sind. Wenn man nur mathe-
matische Begriffe und Symbole verwendet, geht bestimmt alles seinen geordneten
Gang...

Leider falsch! Selbst in klar abgegrenzten, wohl durchdachten und fehlerfrei kon-
struierten mathematischen Strukturen, kann man stets “Aussagen” formulieren,
von denen man mathematisch exakt beweisen kann, dass man nicht entscheiden
kann, ob sie wahr oder falsch sind. In unserem Sinne handelt es sich dann also
nicht um Aussagen. Diese fiir die bis dahin sehr heile Mathematikerwelt erschiit-
ternde Erkenntnis wurde 1931 von Kurt Gédel veroffentlicht und ist als Godelscher
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4.1 Aussagen

Unvollstandigkeitssatz bekannt.

Tatséchlich sind unter den unentscheidbaren “Aussagen” auch leicht verstdnd-
liche zu finden. Zum Beispiel ist folgende Frage zur Machtigkeit von Mengen
unentscheidbar (Kontinuumshypothese):

Es gibt eine Menge, die méchtiger ist als die natiirlichen Zahlen, aber
weniger méchtig als die reellen Zahlen.

Zum Begriff der Méchtigkeit vergleiche auch Aufgabe 1.2 in .

Den Ansatz, dass Aussagen entweder wahr oder falsch sind, bezeichnet man als zwei-
wertige Logik. Weniger verbreitete alternative Ansétze sind die dreiwertige Logik, die
Fuzzy-Logik und die intuitionistische Logik.

4.1.2 Aquivalenz von Aussagen

Wir werden bei der Beschéiftigung mit Mathematik hiufig Aussagen umformen bzw.
umformulieren. Ziel ist, diese zu vereinfachen ohne dabei deren Sinngehalt zu verdndern.
Sind zwei Aussagen entweder beide gleichzeitig wahr oder beide gleichzeitig falsch, so
heiflen die Aussagen dquivalent. Man sagt auch: die eine Aussage gilt genau dann,
wenn die andere Aussage gilt. Als Symbol verwendet man den Aquivalenzpfeil < (ein
zweiseitiger Pfeil mit doppelter Linie):

Aussage 1 < Aussage 2. (4.1)

Gilt nur die eine Richtung, d.h. folgt aus der Giiltigkeit von Aussage 1, dass auch Aussage
2 wahr ist, so schreibt man

Aussage 1 = Aussage 2. (4.2)

Sprechweise: “Aussage 1 impliziert Aussage 2” oder “aus Aussage 1 folgt Aussage 2”.
Der Pfeil = heifit Implikationspfeil oder Folgerungspfeil. Alternative Schreibweise:

Aussage 2 <  Aussage 1. (4.3)

Beispiel (Umformen von Gleichungen)

Aquivalenzpfeile kénnen und sollten genutzt werden um die einzelnen Schritte
beim Umformen von mathematischen Ausdriicken (z.B. Gleichungen oder Unglei-
chungen) miteinander in Beziehung zu setzen. Soll die Gleichung

4z —5=19 (4.4)

gelost werden, so kann der Rechenweg als Kette dquivalenter Aussagen aufge-
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schrieben werden:
4r—5=19 & 4x=24 & £ =6. (4.5)

Zeilenumbriiche sind natiirlich méglich und meist auch zweckméfig im Sinne der
Ubersichtlichkeit:

4x—5=19
S 4o =24 (4.6)
< x=6.
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Beispiel (nicht dquivalente Umformungen)

Bei Losen von Gleichungen und Ungleichungen muss beachtet werden, dass nicht
alle Arten von Umformungsschritten dquivalente Aussagen liefern. Gesucht seien
beispielsweise alle © € R, die z + 2 = v/ + 4 erfiillen. Wir schreiben zunéchst nur
Implikationspfeile in “Rechenrichtung” und priifen anschliefend, ob jeweils auch
die Gegenrichtung gilt:

rT+2=+vVxr+4

= (x+2)?%=z4+4 (Quadrieren)

= 2°4+42+4=x+4 (Ausmultiplizieren) (47)

= 22 +3z=0 (Zusammenfassen) '

= z(x+3)=0 (z ausklammern)

= =0 oder x=-3 (Faktoren Null setzen).
Setzen wir nun z = 0 und x = —3 in die urspriingliche Gleichung ein, so stellen
wir fest, dass nur z = 0 eine Losung ist. Fiir © = —3 erhalten wir hingegen die
falsche Aussage —1 = 1. Der Rechenweg liefert zwar

z+2=vVzx+4 = x=0 oder z=-3; (4.8)
die Probe hingegen ergibt

r+2=+vx+4 & x=0 oder z=-3, (4.9)

wobei <= fiir “die Impllikation gilt nicht” steht.

Mindestens einer der durchgefithrten Rechenschritte ist demnach nicht umkehrbar.
Geht man die Schritte riickwérts durch, so stellt man fest, das der erste Rechen-
schritt (Quadrieren) nicht umkehrbar ist, denn das Wurzelziehen als Umkehrung
des Quadrierens liefert die Implikation

(z+2?2=z+4 = |z 42| = vz + 4. (4.10)




4.1 Aussagen

Die Betragsstriche tauchen jedoch in der urspriinglichen Gleichung nicht auf. Re-
duziert auf das Wesentliche gilt fiir eine beliebige reelle Zahl a € R

Va2 = |al. (4.11)
Klar wird dies am Beispiel a = —2. Dann ist

Va2 =/(-22=V4=2=|-2/=|d| #a. (4.12)

Merke: Im Zweifelsfall sollte beim Umformen von Gleichungen und Ungleichungen
die Giiltikeit der Implikation in beide Richtungen separat gepriift werden! Es
ist streng zu unterscheiden zwischen dquivalenten Umformungen und einfachen
Folgerungen, die eine allgemeinere, nicht dquivalente Aussage liefern.

4.1.3 Beschreiben von Mengen durch Aussagen

FEin ganz grundlegendes sprachliches Mittel in der Mathematik sind Mengen. Wir wer-
den héufig mit Mengen von Objekten (Zahlen, Vektoren,...) mit gewissen Eigenschaften
arbeiten. Welche Eigenschaften gegeben sein miissen, damit ein Objekt zur betrachteten
Menge gehort, kann man mittels Aussagen iiber das Objekt formulieren. Die betrachtete
Menge wird dann festgelegt als die Menge aller Objekte, fiir die eine gegebene Aussage
iber das einzelne Objekt wahr ist. Schreibweise:

M := {z € Grundmenge : Aussage iiber x}. (4.13)
Dabei sind
e M das Symbol fiir die zu beschreibende Menge,
o := der Zuweisungsoperator (“gib dem rechten Objekt das linke Symbol als Name”),
e “Grundmenge” die Menge aller zundchst betrachteten Objekte.

Beispiel (Menge der geraden Zahlen)
Die Menge der geraden Zahlen kann als
M :={z € N: z ist durch 2 teilbar} (4.14)

geschrieben werden. Statt “8 ist eine gerade Zahl” kdnnen wir dann 8 € M schrei-
ben, was viel kiirzer ist.

In der Mathematik sind solche die sprachliche Formulierung abkiirzenden Mittel
wesentliches Werkzeug um auch komplexe Zusammenhénge auf wenig Raum und
damit besser iiberschaubar darzustellen. So kann beispielsweise die Aussage

Die Summe zweier Quadrate gerader Zahlen ist wieder eine gerade
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Zahl.

nun als
ryeM = z*+yleM (4.15)

geschrieben werden.

Merke: Die vielen Symbole und Formeln in der Mathematik dienen nicht dem Quélen von
Studierenden, sondern sind die Arbeitgrundlage fiir priazises und iiberschaubares
Formulieren komplexer Zusammenhinge.

4.1.4 Logik vs. Mengenoperationen

Zwei (oder mehr) gegebene Aussagen kénnen durch sogenannte logische Operation zu
neuen Aussagen verkniipft werden. So ist die Formulierung

Es gilt Aussage 1 oder Aussage 2.

selbst wieder eine Aussage. Analog gibt es die Und-Verkniipfung, die Entweder-Oder-
Verkniipfung und die Nicht-Operation. Letztere ordnet einer Aussage genau die gegen-
teilige Aussage zu.

Logische Operationen mit Aussagen iibertragen sich eins-zu-eins auf Mengen. Dort ent-
stehen dann z.B. Vereinigungen (Oder-Verkniipfung) und Durchschnitte (Und-Verkniipfungen):

{z € N: z durch 2 teilbar oder durch 3 teilbar}

={z € N: z durch 2 teilbar} U {x € N: z durch 3 teilbar}
{z € N: z durch 2 teilbar und durch 3 teilbar}

={x € N: z durch 2 teilbar} N {z € N: x durch 3 teilbar}

(4.16)

Nebenbemerkung

Die Und-Verkniipfung mehrerer Aussagen schreibt man gern auch als durch Kom-
ma getrennte Auflistung der Einzelaussagen. Beispielsweise sind die Schreibweisen

{z € N: z durch 2 teilbar und durch 3 teilbar} (4.17)

und
{z € N: z durch 2 teilbar, x durch 3 teilbar} (4.18)

vollig gleichbedeutend. Bei Oder-Verkniipfungen wird das “oder” hingegeben stets
explizit angegeben.
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Nebenbemerkung

Gelegentlich sieht man statt “und” und “oder” zur Verkniipfung von Aussagen
die Symbole A und V. Fir “nicht” wird gelegentilich — verwendet. Diese Sym-
bolik erschwert die Lesbarkeit und wird deshalb hier vermieden. Bei manchen
Autoren im Bereich Ingenieurmathematik hat man den Eindruck, dass das Ver-
wenden dieser Symbole die “mathematische Bildung” des Autors unterstreichen
soll. In Mathematikbiichern fiir Mathematiker spielen diese Symbole bis auf we-
nige Spezialgebiete hingegen keine Rolle.

Beispiel

Das Zusammenspiel von Logik und Mengenlehre lasst sich gut an der Beschreibung
geometrischer Objekte nachvollziehen. Betrachten dazu in der Ebenen die drei
Teilmengen

o Kreuz:
{(z,y) € R*: x €[1,3] oder y € [0, 1]}, (4.19)
o Rechteck:
{(z,y) eR?*: x € [1,3], y € [0, 1]}, (4.20)
e Kreisring:
{(z,y) eR?: 1< 2?2 +¢% <4} (4.21)

(Video 410, Notizen daz).
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4.2 Abbildungen

Abbildungen sind neben Mengen das wichtigste sprachliche Mittel in der Mathematik.
Oft interessieren weniger die Objekte (z.B. Zahlen) selbst, sondern deren Beziehungen
zueinander. Eine Analogie im tédglichen Leben ist die Bedeutung von Daten in “sozia-
len” Netzwerken und Messenger-Diensten. Es ist kaum von Interesse was jemand schreibt
oder sagt, sondern vor allem wer mit wem kommuniziert. Entsprechend stehen nicht die
(meist zumindest oberflichlich verschliisselten) Inhalte im Fokus von Uberwachungs-
organisationen und Datenhéndlern, sondern die Metadaten, also wer wann mit wem
kommuniziert hat.

4.2.1 Begriffe und Beispiele

7

Merke

Eine Abbildung ist eine Zuordnung zwischen den Elementen zweier Mengen A
und B, bei denen jedem Element der Menge A genau ein Element der Menge
B zugeordnet wird. Die Menge A wird als Definitionsbereich der Abbildung
bezeichnet. Die Menge aller Elemente von B, die einem Element von A zugeordnet
sind, heifit Wertebereich der Abbildung. Die Menge B selbst wird als Bildbereich
oder als Grundmenge des Wertebereichs bezeichnet.

Zur einfacheren Verwendung bezeichnet man Abbildungen meist mit einem Sym-
bol, z.B. f, und schreibt f : A — B, wenn man Definitions- und Bildbereich
gleich mit angegeben moéchte. Beachte, dass B {iblicherweise nicht der Wertebe-
reich selbst, sondern eine Obermenge des Wertebereichs ist. Das genaue Bestim-
men des Wertebereichs erfordert meist etwas Miihe, die man sich auf diese Weise
(zunéchst) spart.

Der Definitionsbereich einer Abbildung f wird auch mit D(f) bezeichnet, der
Wertebereich mit W (f). Diese Symbole sind allerdings in der Literatur nicht ein-
heitlich, sodass stets genau zu priifen ist, was mit welchem Symbol gemeint ist.

Die Festlegung der Zuordnungsvorschrift kann entweder in Alltagssprache oder in
Form von mathematischen Ausdriicken erfolgen. Ist f : R — R beispielsweise eine
Abbildung, die jeder reellen Zahl x wieder eine reelle Zahl zuordnet, so schreibt
man f(z) := 22 oder f : x + 22 (beachte die spezielle Form des Pfeilanfangs!).
Umgekehrt verwendet man bei gegebener Abbildung f : X — Y das Symbol f(x)
fiir das Element in Y, auf das ein gegebenes Element z € X durch f abgebildet
wird.

Abbildungen treten in ganz verschiedenen Varianten auf. Weiter unten betrachten wir
einige wichtige Spezialfille; hier zunéchst eine buntere Beispielsammlung.
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Nebenbemerkung

Die Angabe des konkreten Definitionsbereichs ist nicht immer ganz einfach. Des-
halb wird dieser manchmal zunéchst weggelassen. Der Definitionsbereich soll dann
aus all den Elementen einer angegebenen Grundmenge bestehen, fiir die die Ab-
bildung sinnvolle Werte liefert.

Beispiel (Flacheninhalt)

Sei F die Menge aller Teilmengen von R?, fiir die der Begriff “Flicheninhalt”
sinnvoll erklédrt werden kann (F' fiir “Flichen”). Dann kann man die Abbildung
A : F' — R betrachten, die jeder Fliche f € F' deren Flicheninhalt (reelle Zahl!)
zuordnet. Die Abbildung A lasst sich offensichtlich nicht als Formel aufschrei-
ben. Uberhaupt miisste noch geklirt werden, wie der Definitionsbereich F' genau
aussieht (werden wir spater im Semester kléren).

Wichtig: Gewohnen Sie sich von Anfang an an Flexibilidt bei der Wahl von Symbolen.
Eine Abbildung muss keineswegs immer f heiflen!

Beispiel (Klausurnoten)

Sei N die Menge aller Noten, die bei der Bewertung der Klausuren eines be-
stimmten Studierendenjahrgangs auftraten. Die Abbildung S ordne jeder Note
die Menge aller Studierenden zu, die diese Note erhalten haben. Beachte:

e Der Definitionsbereich von S ist auch dann die komplette Menge N, wenn
nicht jede Note vergeben worden ist. Beispielsweise konnte die Note 5.0 nicht
auftauchen (alle haben bestanden). Dann wire S(5.0) = 0 (leere Menge).

e Die genaue Formulierung ist hier wichtig. Falsch ware
Jeder Note werden die Studierenden mit dieser Note zugeordnet.

Denn diese Formulierung widerspricht der Forderung, dass den Elementen
des Definitionsbereichs jeweils genau ein Element des Wertebereichs zuge-
ordnet wird. In der korrekten Formulierung oben wird jeder Note eine (!)
Menge von Studierenden zugeordnet. Ob solch eine Menge dann kein oder
ein oder mehrere Elemente enthélt, ist unerheblich fiir die formale Korrekt-
heit der Definition der Abbildung.

Beispiel (gerade Zahlen)
Definieren die Abbildung f : N — N durch n +— 2n. Jeder natiirlichen Zahl wird

41



4 Elementare Begriffe

l also ihr Doppeltes zugeordnet. J

Zur Beschreibung grundlegender Eigenschaften von Abbildungen fithren wir folgende
Begriffe ein.

Merke
Sei f: A — B eine Abbildung.

e Die Abbildung f heifit injektiv, wenn jedes Element von B hochstens ei-
nem Element von A zugeordnet wird. Kein Element von B wird also zwei
verschiedenen Elementen von A zugeordnet. In Formeln:

fir alle a1,as € A gilt:  f(a1) = f(a2) = a1 = as. (4.22)

e Die Abbildung f heifit surjektiv, wenn jedes Element von B mindestens
einem Element von A zugeordnet ist. In Formeln:

W(f) = B. (4.23)

e Die Abbildung f heifit bijektiv, wenn sie gleichzeitig injektiv und surjektiv
ist.

Beachte, dass Surjektivitdt von der Wahl der Grundmenge B abhingt. Bei gleichem
Wertebereich kann B unterschiedlich aussehen. So ist beispielsweise die Abbildung f :
R — R, x ~ 22 nicht surjektiv, die Abbildung g : R — [0, 00), 2 + 2% hingegen schon.

Zu den obigen drei Beispielen:
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e Die Zuordnung des Flacheninhalts ist nicht injektiv, da verschiedene Fldchen den

gleichen Inhalt haben koénnen. Sie ist aber surjektiv, da wir zu jeder reellen Zahl
eine Flache mit diesem Inhalt finden kénnen. Die Abbildung ist nicht bijektiv.

Die Zuordnung der Studierenden zu den Klausurnoten ist injektiv, denn an die
gleiche Gruppe von Studierenden kénnen nicht zwei verschiedene Noten verge-
ben worden sein. Zur Klarung der Surjektivitdt miissen wir uns zunéchst auf eine
Grundmenge fiir den Wertebereich festlegen. Da prinzipiell jede Kombination von
Studierenden bei diesem Abbildungstyp auftreten kann, ist die Potenzmenge der
Studierenden (also die Menge aller moglichen Teilmengen von Studierenden) eine
geeignete Wahl. Da in der Abbildung viel weniger Noten zur Verfiigung stehen als
es verschiedene Teilmengen von Studierenden gibt, ist die Abbildung offensichtlich
nicht surjektiv. Somit ist sie auch nicht bijektiv.

Die Zuordnung der geraden Zahlen zu den natiirlichen Zahlen ist sowohl injektiv
(keine gerade Zahl wird zwei verschiedenen Zahlen zugeordnet) als auch surjektiv
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(jede gerade Zahl tritt in der Zuordnung auf). Also ist die Abbildung bijektiv.

Die Frage nach Injektivitdt und Surjektivitdt kann auch anhand der Losbarkeit von
Gleichungen beschrieben werden: Ist f : X — Y eine beliebige Abbildung und ist y € Y,
so konnen wir nach Losbarkeit und Losungen z € X der Gleichung

f@) =y (4.24)
fragen. Offensichtlich besitzt die Gleichung genau dann fiir jedes y € Y eine Losung,

wenn f surjektiv ist. AuBerdem ist fiir y aus dem Wertebereich von f die Losung genau
dann eindeutig, wenn f injektiv ist.

Folgender Begriff taucht gelegentlich auf, lierfert aber inhaltlich keine neuen Aspekte.
Er ist ein Beispiel fiir Begriffe, die rein zur sprachlichen Vereinfachung bzw. Fixierung
dienen.

Merke
Sei f: X — Y eine Abbildung. Die Menge

{(z, f(x)) e X xY: z € X} (4.25)

heifit Graph der Abbildung f.

In die gleiche Rubrik fillt der folgende Begriff:

~

Merke

Sind f: A — Bund g : B — C zwei Abbildungen, so heifit die durch a —
g9(f(a)) gegebene Abbildung Komposition oder Hintereinanderausfiihrung
von f und g. Als Symbol fiir diese Abbildung verwenden wir g o f.

4.2.2 Spezialfall: Punkte und Vektoren

Sei n € N eine feste gegebene Zahl (oft n = 2 oder n = 3). Ein Punkt ist eine n-Tupel
aus n reellen Zahlen. 2-Tupel sind auch als Paare bekannt, 3-Tupel als Tripel, 4-Tupel als
Quadrupel usw. Alternativ kann man einen Punkt als Abbildung der Menge {1,2,...,n}
in die reellen Zahlen ansehen. Die n Bildelemente einer solchen Abbildung nennt man
Koordinaten des Punktes. Statt der Klammerschreibweise fiir das Auswerten einer
Abbildung nutzt man hier einfache Auflistungen der Koordinaten. So entspricht die
Auflistung (7,4, 5) beispielsweise der Abbildung

17 ,2—4, 35 (4.26)

Die Menge aller Punkte zu einem festen n wird mit dem Symbol R"™ bezeichnet. So
umfasst R? beispielsweise alle Punkte mit zwei Koordinaten. R? wird auch als “die
Ebene” und R? als “der Raum” bezeichnet.
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Das Wort Vektor ist aus technischer Sicht ein Synonym fiir Punkt, meint also ein
Element aus R™. Man unterscheidet die Elemente von R™ jedoch gelegentlich nach deren
Verwendung. Soll durch ein Element aus R™ ein geometrischer Ort beschrieben werden
(“Punkt im Koordinatensystem”), so verwendet man den Begriff Punkt. Soll jedoch eine
Richtung beschrieben werden, so spricht man von einem Vektor. Wahrend Punkte, wie
oben eingefiihrt, als richtungslose Auflistung (ay, ..., a,) ihrer Koordinaten geschrieben
werden, werden Vektoren meist als vertikale Listen

al al
oder : (4.27)

an Qn

ihrer Koordinaten dargestellt. Bei Vektoren spricht man statt von Koordinaten auch von
den Komponenten des Vektors.

Die Arbeit mit Punkten und Vektoren wird spéter detaillierter betrachtet.

4.2.3 Spezialfall: Zahlenfolgen

Eine Abbildung, die jeder natiirlichen Zahl eine reelle Zahl zuordnet, heifit Zahlenfolge.
Man weicht hier aus Gewohnheit und aus Griinden der Platzeinsparung von der {iblichen
Schreibweise fiir das Auswerten von Abbildungen ab: Ist a : N — R eine Zahlenfolge, so
setzt man

an :=a(n) fir alle n € N. (4.28)

Man schreibt auch gern a = (aj,a2,...) im Sinne eines Punktes (oder Vektors) mit
unendlich vielen Koordinaten oder a = (ay)nen.

Gelegentlich treten in der Mathematik doppelt unendliche Zahlenfolgen auf, insbe-
sondere in der Signalverarbeitung. Dies sind Abbildungen a : Z — R, die auch negative
Indizes nutzen, also nach beiden Richtungen laufende Folgen darstellen. In dieser Ver-
anstaltung werden wir solchen Folgen jedoch nicht begegnen.

Zahlenfolgen werden wir in Kiirze noch ndher betrachten.

4.2.4 Spezialfall: Funktionen

Bezeichnen Abbildungen zwischen Teilmengen der reellen Zahlen oder Mengen von aus
endlich vielen reellen Zahlen zusammengesetzten Objekten (Punkte, Vektoren, Matri-
zen,...) als Funktion. Dabei soll der Definitionsbereich nicht nur aus einzelnen Zahlen,
Punkten usw. bestehen, sondern den kontinuierlichen Charakter der reellen Zahlen tra-
gen. Beispielsweise sind Zahlenfolgen in diesem Sinne also keine Funktionen.

Gelegentlich werden die Begriffe Abbildung und Funktion synonym verwendet; verstehen
in dieser Veranstaltung unter Funktionen jedoch nur zahlenbezogene und keine allgemei-
nen Abbildungen.
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Funktionen spielen eine sehr wesentliche Rolle in der angewandten Mathematik, sodass
wir ihnen ein eigenes Unterkapitel widmen werden.

4.2.5 Spezialfall: Aligemeine Folgen

Neben Zahlenfolgen ist gelegentlich auch die Betrachtung anderer Folgen zweckméfBig.
Zum Beispiel werden wir im Laufe der Zeit mit Folgen von Punkten in der Ebene arbeiten
(miissen). Dies sind dann Abbildungen von N nach R2. Auch Folgen von Funktionen
spielen in der Mathematik und ihren Anwendungen eine wichtige Rolle; jedoch weniger
in der Grundlagenausbildung. Wenn wir uns im Laufe des Semesters mit dem Begriff des
Flacheninhalts befassen, werden wir auf Folgen von Mengen stoflen, wobei jede dieser
Mengen wiederum eine Ansammlung von Mengen sein wird. Folgen, also Abbildung der
natiirlichen Zahlen in andere Mengen, sind iiberall...
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4.3 Zahlenfolgen

Der Begriff der Zahlenfolge wurde bereits eingefiihrt (vgl. Section )

Nebenbemerkung (Folge vs. Menge)

Beachte, dass bei einer Zahlenfolge die Reihenfolge der Elemente ganz wesentlich
ist. Hingegen ist bei der aus den Elementen der Zahlenfolge gebildeten Menge
{ai1,as,...} die Reihenfolge egal. Insbesondere kann die Menge viel weniger Ele-
mente enthalten als die Zahlenfolge. Betrachtet man beispielsweise die konstante
Zahlenfolge a = (1,1,...), so besteht die zugehorige Menge der Elemente aus
nur einem Element: {a1,as2,...} = {1}, ganz im Gegensatz zur unendlich viele
Elemente enthaltenden Zahlenfolge.

4.3.1 Visualisierung

Die Visualisierung von Zahlenfolgen kann mit dem Python-Paket Matplotlib (und vielen
anderen) erfolgen. Zu beachten ist, dass die einzelnen Punkte nicht durch Linien verbun-
den werden, da Zahlenfolgen nur auf der Menge {1,2,...} definiert sind und zwischen
diesen Werten nicht.

Beispiel
Die Zahlenfolge
1
ani=_, n€ N (4.29)

kann wie folgt visualisiert werden:

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

n = np.arange(l, 30) # Indizes der Zahlenfolge (natiurlich nur
— endlich viele)

a=1/n # Werte der Zahlenfolge (a ist ein Array mit 29

— Eintrdgen!)

fig, ax = plt.subplots() # Zeichenfldche und Koordinatensystem
— erstellen
ax.plot(n, a, 'o') # 'o' fiur "keine Linien, aber dicke Punkte”
ax.set_xlabel('n') # Beschriftung horizontale Achse
ax.set_ylabel('$a_n$') # Beschriftung vertikale Achse
# (Mathe -Modus fur Formeln mit $...9$
<~ aktivieren)
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plt.show() # Zeichenfldche anzeigen
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4.3.2 Bedeutung

Zahlenfolgen tauchen gelegentlich bei praktischen Aufgabenstellungen auf. Im Rahmen
unserer Veranstaltung werden sie aber iiberwiegend als innermathematisches Werkzeug
dienen. Insbesondere bilden sie die Basis fiir die Konstruktion komplexerer Werkzeuge
wie dem Stetigkeitsbegriff, der Differentialrechnung und der Integralrechnung.

Beispiel (Zinseszins)

Als einfaches Beispiel fiir das Auftreten von Zahlenfolgen in der Praxis kann man
iiblicherweise auf Jahresbasis stattfindende Kapitalentwicklungen anschauen: Sei
ein Startguthaben gg > 0 gegeben. Jedes Jahr wird das vorhandene Guthaben
mit 1 Prozent Zinsen vergiitet. Die Zinsen werden dem Guthaben zugeschlagen
und im weiteren Verlauf mit verzinst. Nach einem Jahr steht somit ein gréferes
Guthaben g; zur Verfiigung; nach zwei Jahren das Guthaben gy usw. Konkret
erhalten wir die Zahlenfolge

(91, g2, --) = (101 go, 1.01% g, ...) (4.30)

bzw.
gn=1.01"gp, neN. (4.31)

In einer realen Situation wird die Folge nach ein paar Jahren abbrechen, also
gar keine Zahlenfolge im Sinne der mathematischen Begriffs sein. Das Guthaben
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wird nicht unendlich viele Jahre wachsen; selbst wenn, wird kein Mensch unend-
lich lange leben um dieses Guthaben “am Ende” in Empfang nehmen zu koénnen.
Das mathematische Werkzeug der Zahlenfolge erlaubt jedoch, den Zinseszinspro-
zess zu modellieren ohne sich tiber die konkrete Dauer des Prozesses Gedanken
machen zu miissen. Wir vereinfachen (!) hier also den realen Vorgang zu einem
mathematischen Modell, welches eine schwierige reale Frage (Wie lange soll die
Geldanlage laufen?) umgeht, indem es die vollig realitdtsferne Idee des Unendli-
chen einbezieht.

4.3.3 Monotonie, Periodizitiat, Beschranktheit

Fiihren einige Begriffe ein, die im Kontext von Zahlenfolgen gelegentlich Verwendung
finden.

7~

Merke
Eine Zahlenfolge (aj,as,...) heifit

« monoton wachsend, wenn a, < a,41 fiir alle n € N gilt,
o streng monoton wachsend, wenn a, < a,+1 fir alle n € N gilt,
o monoton fallend, wenn a,, > a,+1 fir alle n € N gilt,

o streng monoton wachsend, wenn a, > a, fir alle n € N gilt.

.

Beispielsweise ist die Zahlenfolge in obigem Zinseszinsbeispiel streng monoton wachsend.

Merke

Eine Zahlenfolge (a1, as,...) heifit periodisch, wenn es ein N € N gibt, sodass
ap = apyy firallen € N (4.32)

gilt. Jede Zahl N mit dieser Eigenschaft heifit Periode der Zahlenfolge. Die kleins-
te Zahl N mit dieser Eigenschaft heiit Grundperiode der Zahlenfolge.

.

Beispielsweise ist die durch a,, = (—1)", n € N, gegebene Folge periodisch mit Periode
N =2.

Merke

Eine Zahlenfolge (a1, as,...) heifit beschrankt, wenn es ein ¢ € R gibt, sodass

lan| < c firallen € N (4.33)
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gilt. Ansonsten heifit die Folge unbeschrénkt.

|

Beispielsweise ist die durch a,, := n, n € N, gegebene Folge unbeschrankt. Hingegen ist
die durch a, = %, n € N, gegebene Folge beschrankt (mit ¢ = 1 oder grofier).

4.3.4 Konvergenz

Fast immer interessieren bei einer Zahlenfolge gar nicht die vorderen Elemente, sondern
nur das Verhalten der Folge “im Unendlichen”. Werden die Folgenelemente beliebig grof3
(oder klein) oder nédhern sie sich einem konkreten Wert an usw.? Zahlenfolgen konnen

regelrecht als Werkzeug fiir das Arbeiten mit “dem Unendlichen” angesehen werden.

.

Merke

Eine Zahlenfolge (ai,as,...) heifit konvergent, wenn es eine Zahl g € R gibt,
sodass fiir jedes € > 0 ein m € N existiert, sodass

lan, —g| <e firallen >m (4.34)

gilt. Die Zahl g heiit dann Grenzwert der Folge. Man schreibt auch

nh_)n(r)lo an =g (4.35)
oder
ap, — g fiir n — oo. (4.36)

Eine Folge ist also konvergent, wenn ihre Elemente a,, fiir hinreichend grofles n in einem
beliebig klein gewéhlten Intervall (g — e, g + ) bleiben.

~

Beispiel

Die durch a,, := % gegebene Folge konvergiert gegen 0 (Video 420, )

Merke

Eine Zahlenfolge (a1, ag,...) heifit divergent, wenn sie nicht konvergent ist. Man
unterscheidet bestimmt divergente Folgen und unbestimmt divergente Folgen.

Eine divergente Folge heifit bestimmt divergent, wenn fiir jede Zahl ¢ € R ein
m € N existiert, sodass
an >c firallen >m (4.37)
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gilt, oder wenn fiir jede Zahl ¢ € R ein m € N existiert, sodass

an < c firallen >m (4.38)
gilt. Man schreibt dann auch
lim a, = oo bzw. lim a, = —oc. (4.39)
n—o0 n—o0

Andernfalls heifit die Folge unbestimmt divergent.

.

Bestimmte Divergenz liegt also vor, wenn eine Folge iiber jede Schranke wéchst oder
unter jede Schranke fallt. Ersteres ist bei obigem Zinseszinsbeispiel der Fall.

Beispiele fiir unbestimmte Divergenz sind (nicht konstante) periodische Folgen.

4.3.5 Berechnen von Grenzwerten

Das Berechnen von Grenzwerten von Zahlenfolgen ist nur sehr selten nétig. Wir werden
zwar viel mit Zahlenfolgen arbeiten, benétigen dabei aber nur das sprachliche Konstrukt
und die damit moglichen Formulierungen zu Abldufen mit unendlich vielen Einzelschrit-
ten. Geben deshalb hier nur einige Hinweise fiir das konkrete Ausrechnen von Grenzwer-
ten mit auf den Weg.

4.3.5.1 Manuelles Rechnen Fiir einfache Zahlenfolgen kann der Grenzwert (so er denn
existiert) manuell berechnet werden. Dazu bedient man sich einer Tabelle von Grenzwer-
ten fiir sehr elementare Folgen und einiger Rechenregeln zu Grenzwerten beim Bilden
von komplexeren Zahlenfolgen aus diesen elementaren Folgen.

Merke (Grenzwerte elementarer Zahlenfolgen)

Hier einige niitzliche Grenzwerte:
e konstante Folge:

lim ¢ =c¢ fiir beliebiges ¢ € R, (4.40)

n—oo

o Potenzen:

0, firzxz <0,
lim n* =4{1, firz=0, (4.41)
n—0o0

oo, far x>0,

e FEuler’sche Zahl:
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1 n
lim (1 + ) = e~ 2.71828. (4.42)
n

n—o0

Merke (Rechenregeln fiir Grenzwerte)

Mit Hilfe folgender Eigenschaften von Grenzwerten kénnen aus Grenzwerten ele-
mentarer Folgen Grenzwerte komplexerer Folgen berechnet werden. Dabei sind
(a1,a2,...) und (b1, ba,...) stets zwei konvergente (!) Folgen.

e Die elementweise Summe zweier Folgen konvergiert gegen die Summe der
Grenzwerte:

lim (a, + b,) = lim a, + lim b,. (4.43)
n—o0 n— o0 n—00

o Die Produkt zweier Folgen konvergiert gegen das Produkt der Grenzwerte:

lim (ay by) = ( lim an) ( lim bn) . (4.44)

n—oo n—oo n—o0

o Das Vielfache einer Folge konvergiert gegen das Vielfache des Grenzwerts:

lim (ca,) =c¢ lim a, fir beliebiges ¢ € R. (4.45)

n— 00 n—o0

o Sind alle Folgenelemente und der Grenzwert von Null verschieden, so kon-
vergiert das Reziproke einer Folge gegen das Reziproke des Grenzwerts:

1 1

lim — = — . (4.46)
n—00 Gy, lim a,
n—oo
Beispiel
Es gilt
. 3n?
L S (447)

(Video 425, Notizen daz).

Beachte, dass die obigen Rechenregeln nur fiir konvergente Folgen gelten! Bei divergenten
Folgen, insbesondere auch bei bestimmt divergenten Folgen, ist nicht immer klar, wie
sich Summen und Produkte verhalten (vgl. )
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4.3.5.2 Numerisches Rechnen Das Verhalten einer Zahlenfolge im Unendlichen kann
durch (numerisches) Berechnen spater Elemente der Folge und ggf. deren grafischer Dar-
stellung erhellt werden. Allerdings sind die daraus gewonnenen Informationen tiber Kon-
vergenz/Divergenz/Grenzwert als reine Vermutung anzusehen. Prinzipiell ist denkbar,
dass eine Folge beispielsweise in den ersten 10 Milliarden Elementen konstant ist und
erst dann divergiert. Es kann also nie geniigen, nur endlich viele Elemente zu betrachten.

4.3.5.3 Symbolisches Rechnen Das Python-Paket SymPy fiir symbolisches Rechnen
bietet auch das Berechnen von Grenzwerten von Zahlenfolgen:

import sympy
n = sympy.symbols('n')

sympy.limit(3 * n *x 2 / (n ** 2 + 2), n, sympy.oo0)

3

n = sympy.symbols('n')

sympy.limit((1 + 2 / n) ** n, n, sympy.oo)

exp(2)

4.3.6 Zahlenreihen

Eine spezielle Form von Zahlenfolgen sind sogenannte Zahlenreihen, oft auch nur Reihen
genannt. Dies sind Zahlenfolgen, bei denen jedes Folgenelement eine Summe ist, wobei
von Element zu Element ein Summand dazukommt. Ist (ay)nen eine Zahlenfolge, so
kann man eine Zahlenreihe (by,)nen als

n
boi= ax=ar+as -+ +ay (4.48)
k=1

bilden.

Die Frage nach der Konvergenz einer solchen Reihe ist also die Frage nach der Endlich-
keit der aus unendlich vielen Summanden bestehenden Summe. Man verwendet fiir den
Grenzwert einer Reihe das Symbol

Z ap, = nl;ngo by (4.49)

n=1

Die Zahlen b,, werden als Partialsummen bezeichnet.
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Da wir Zahlenreihen nur am Rande bei der Wahrscheinlichkeitsrechnung antreffen wer-
den, vertiefen wir das Thema hier nicht weiter.
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4.4 Funktionen

Der Begriff der Funktion wurde bereits eingefithrt (vgl. Section )

4.4.1 Sprachliche Aspekte

Funktionen sind ein fundamentales sprachliches Mittel in der Mathematik, welches viel-
faltige Ausdrucksmoglichkeiten bietet. Um in dieser Vielfalt nicht die Orientierung zu
verlieren, ist prazises Formulieren wichtig!

Beispiel
Die Funktion

FiRY SR, fa, 1, 22,02) = V(@1 — 32)2 + (1 — 12)? (4.50)

ordnet den Koordinaten x1,y1, 2, y2 der Punkte (z1,y1) und (z2,y2) deren Ab-
stand in der Ebene zu.

Inhaltlich identisch, aber formal verschieden, ist die Funktion

g:R?xR? 5 R, g((ml,yl), (:L‘z,yg)) p= \/(xl —29)%2 4+ (y1 —y2)?, (4.51)

die den zwei Punkten direkt den Abstand zuordnet ohne Umweg iiber die Koor-
dinaten.

Sind P; und P, zwei Punkte in der Ebene, so ist g(Py, P») ein korrekter mathema-
tischer Ausdruck. Der Ausdruck f(Pi, P») ist hingegen nicht definiert, da f nur
fiir vier Argumente definiert wurde. Der Ausdruck f(a) fiir a € R* ist wiederum
korrekt; g(a) hingegen nicht.

Funktionen (und allgemeinere Abbildungen) sind ein sprachliches Konstrukt, das auch
von Computern verstanden wird. Dort sind Funktionen fast so elementar wichtig wie
in der Mathematik. Das obige Beispiel kann am Computer wie folgt umgesetzt werden
(beachte, dass man statt f und g aussagekréaftigere Bezeichnungen wihlen sollte):

# Definition einer Funktion (entspricht f im Betispiel)
def abstand_koord(xl, yl, x2, y2):

return ((x1 - x2) ** 2 + (y1 - y2) ** 2) ** 0.5

# Definition einer weiteren Funktion (entspricht g im Beispiel)
def abstand_punkte(punktl, punkt2):

x1l, y1
x2, y2

punktl
punkt2
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return ((x1 - x2) ** 2 + (y1 - y2) ** 2) ** 0.5

# Aufruf bzw. Auswertung der Funktionen
print(abstand_koord(1, 1, 3, 2))
print (abstand_punkte((1, 1), (3, 2)))

# alternativ

punktl = (1, 1)

punkt2 = (3, 2)

print (abstand_punkte (punktl, punkt2))

print (abstand_koord(punktl, punkt2)) # Zeile fuhrt zu Fehlermeldung!

2.23606797749979
2.23606797749979
2.23606797749979

e - - - - -
TypeError Traceback (most recent call
— last)

Cell In[1], line 21
17 # altermativ
18 punktl = (1, 1)
19 punkt2 = (3, 2)
20 print(abstand_punkte(punktl, punkt2))
- - => 21 print(abstand_koord(punktl, punkt2)) # Zeile fihrt zu
— Fehlermeldung!

TypeError: abstand_koord() missing 2 required positional arguments:
— 'x2' and 'y2'

Beachte, dass punkt1 und punkt? in der Definition der Funktion abstand_punkte lokale
Variablen sind, im alternativen Aufruf weiter unten dann aber globale Variablen.
Auch wenn diese Unterscheidung nicht zum Kernbereich dieser Veranstaltung gehort,
sondern den Programmiergrundlagen zuzuordnen ist, sei zum besseren Verstdndnis die
(kurze) Lektiire von Local versus Global Names empfohlen.

4.4.2 Visualisierung
Funktionen werden gern grafisch dargestellt, da viele Eigenschaften (die wir spéater né-

her untersuchen werden) leicht aus grafischen Darstellungen abgelesen werden konnen.
Unter Nutzung des Computers sind auch komplexere, insbesondere dreidimensionale Vi-
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sualierungen moglich. Visualisiert wird der Graph der Funktion, also eine Menge von
Punkten in einem Koordinatensystem.

Fiir zweidimensionale Darstellungen eignet sich das Python-Paket Matplotlib sehr gut.
Fiir dreidimensionale Darstellungen gibt es eine Erweiterung fiir Matplotlib (mpl__toolkits.mplot3d),
jedoch bietet Plotly mehr Moglichkeiten.

Beispiel (einfacher 2D-Plot)

Funktionen, die einer reellen Zahl wieder eine reelle Zahl zuordnen, kénnen in ei-
nem einfachen zweidimensionalen Plot dargestellt werden. Visualisieren die Funk-
tion

f:R=R, f(z)=2% (4.52)

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

x = np.linspace( -2, 2, 100) # Intervall und Stitzstellenanzahl
- fur z
y = X %k 2 # Funktionswerte an den Stitzstellen

fig, ax = plt.subplots() # Zeichenfldche erstellen
ax.plot(x, y) # Linie fir Funktionsverlauf hinzufigen
ax.set_xlabel('x') # Beschriftung = -Achse
ax.set_ylabel('y') # Beschriftung y —-Achse

plt.show() # Zeichenfldche anzeigen

4.0 4

3.5 1

3.0 4

2.5

> 2.0 4

1.5 4

1.0

0.5

0.0 1

Beachte, dass die Darstellung am Computer praktisch immer durch Auswerten der Funk-
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tion an endlich vielen Stiitzstellen (d.h. Werten fiir =) erfolgt. Die entstehenden Punkte
werden dann durch Geradenstiicke verbunden. Ist die Stiitzstellenanzahl zu gering ge-
wahlt, kann die grafische Darstellung stark vom tatséchlichen Funktionsverlauf abwei-
chen.

Beispiel (Kurve in der Ebene)

Die Position eines beweglichen Objekts in der Ebene kann durch eine Funktion
der Form ¢t — (x(t),y(t)) beschrieben werden. Dabei sind x und y Funktionen
von R nach R. Jedem Zeitpunkt ¢ wird also eine Position (x(t),y(t)) zugeordnet.
Funktionen dieser Form nennt man auch Kurven in der Ebene. Betrachten hier
konkret

x(t) =t —04t> yit)=t* teclo,2). (4.53)

Zwei Varianten fiir die Visualisierung von Kurven sind gebrauchlich: die Darstel-
lung in der Ebene (ohne Zeitbezug) und die Darstellung im Raum (mit Zeitbezug).

t = np.linspace(0, 2, 100)
x =1t -0.4 x t %k 2
y =1t %k 4

fig, ax = plt.subplots()
ax.plot(x, y)
ax.set_xlabel('x"')
ax.set_ylabel('y"')
plt.show()

16 A

14 -

12 A

10 A

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

import plotly.graph_objects as go
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t = np.linspace(0, 2, 100)
x=1t - 0.4 %xt *xx 2
y =1t *xx 4

go.Figure()
fig.add_trace(
go.Scatter3d(x=t, y=x, z=y, mode='lines', line_width=5)

'—h

'_l.
09
]

fig.update_layout (
scene_xaxis_title_text='t',
scene_yaxis_title_text='x",
scene_zaxis_title_text='y',
margin=dict(1=0, r=0, b=0, t=0) # breiten Rand vermeiden

fig.show()

o8

Beispiel (Kurven im Raum)

Die Position eines beweglichen Objekts im Raum kann durch eine Funktion der
Form t — (z(t),y(t), z(t)) beschrieben werden. Dabei sind z, y und z Funktionen
von R nach R. Jedem Zeitpunkt ¢ wird also eine Position (z(t),y(t), 2(t)) zuge-
ordnet. Funktionen dieser Form nennt man auch Kurven im Raum. Betrachten
hier konkret

x(t) =t —04t3 yit)=t', z20t)=t>-05t3, tel0,2). (4.54)

Die Darstellung kann als 3D-Plot erfolgen, wobei der Zeitbezug verloren geht
(analog zum 2D-Plot bei Kurven in der Ebene).

t = np.linspace(0, 2, 100)
x =1t -0.4 x t %k 2

y =t %k 4

z =1t %k 2 - 0.5 % t *x 3
fig = go.Figure()

fig.add_trace(
go.Scatter3d(x=x, y=y, z=z, mode='lines', line_width=5)

fig.update_layout(
scene_xaxis_title_text='x"',
scene_yaxis_title_text='y',

scene_zaxis_title_text='z',
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)
fig.show()

margin=dict(1=0, r=0, b=0, t=0) # breiten Rand vermeiden ‘ ‘

Beispiel (Funktionen von zwei Verdnderlichen)

Funktionen, die jedem Punkt in der Ebene eine Zahl zuordnen, kénnen wahlweise
als farbiger 2D-Plot oder als 3D-Plot dargestellt werden. Visualisieren hier als
Beispiel

f:00,3] x[0.2] = R, f(z,9) = (% —0.523) (y — 0.49°). (4.55)

Bei der zweidimensionalen Darstellung werden die verschiedenen Funktionswerte
durch Farben symbolisiert.

X, y = np.meshgrid(
np.linspace(0, 3, 30), # Stutzstellenanzahl nicht zu hoch
< (Rechenzeit!)
np.linspace(0, 2, 20)

)

# x und y sind 2D -Arrays, die fiur jeden Gitterpunkt die = — bzuw.
— die

# y —Koordinate enthalten

f

I <

(x #x 2 = 0.5 * x *x 3) * (y - 0.4 * y *x 2)

fig, ax = plt.subplots()
cont_plot = ax.contourf (
X, y, £,
levels=100, # Anzahl der Farbabstufungen
cmap='jet' # Auswahl des Farbskala
)
plt.colorbar(cont_plot, label='f(x,y)') # Zuordnung der Farben
< anzeigen
ax.set_xlabel('x"')
ax.set_ylabel('y"')
plt.show()

59



4 Elementare Begriffe
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X, y = np.meshgrid(
np.linspace(0, 3, 30),
np.linspace(0, 2, 20)

)
f=(x**x2-0.5%*zx%*x3)* (y- 0.4 %7y *xx 2)

fig = go.Figure()
fig.add_trace(
go.Surface(x=x, y=y, z=f, colorscale='Jet', showscale=False)

fig.update_layout (

scene_xaxis_title_text='x"',

scene_yaxis_title_text='y',

scene_zaxis_title_text='f(x,y)',

margin=dict(1=0, r=0, b=0, t=0) # breiten Rand vermeiden
)
fig.show()

Bei der Visualisierung von Funktionen zweier Veranderlicher ist zu beachten, dass die
Anzahl der Stiitzstellen nicht zu hoch gewéhlt wird. Wahlt man beispielsweise in bei-
den Variablen je 100 Stiitzstellen, so entsteht ein zweidimensionales Gitter aus 10000
Punkten. Die Funktion wird also fiir die Visualisierung an diesen 10000 Stellen aus-
gewertet. Insbesondere die 3D-Darstellung von iiber 10000 Einzelobjekten, aus denen
die Grafik im Webbrowser dann zusammengesetzt wird, kann den Webbrowser an seine
Leistungsgrenzen bringen.

Die Moglichkeiten der Visualisierung sind nahezu grenzenlos. Wichtig ist, dass beim
Betrachten einer Visualisierung einer Funktion stets geklart wird, was eigentlich dar-
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gestellt ist! Dass die grafische Darstellung nicht nur auf zahlenwertige Funktionen
beschréinkt ist, zeigt das nédchste Beispiel.

Beispiel (Vektorfelder)

Stromungen in der Ebene kénnen als Funktionen beschrieben werden, die jedem
Punkt in der Ebene einen Vektor zuordnen. Die Richtung des Vektors gibt dabei
die Richtung der Stromung an; die Liange des Vektors beschreibt die Geschwindig-
keit der Stromung in dem Punkt. Die Visualisierung solcher Strémungen kann in
einem 2D-Plot erfolgen, indem an einigen Punkten der Ebene die Stromungsvek-
toren eingezeichnet werden. Dabei wird zugunsten der besseren Ubersichtlichtkeit
die Lange der Vektoren so skaliert, dass sie nicht iiberlappen. Dargestellt ist al-
so nicht die tatsédchliche Lange der Stromungsvektoren, sondern nur die relative
Lange zueinander. Als Beispiel visualisieren wir die durch

1

flz,y) = [my

] , z€[-3,3], ye[-22] (4.56)

beschriebene Stromung. Der Umgang mit Vektoren wird spéter in der Veranstal-
tung genauer thematisiert.

# Gitterpunkte, an denen Stromungsvektoren dargestellt werden
— sollen
X, y = np.meshgrid(

np.linspace( -3, 3, 15),

np.linspace( -2, 2, 15)

# Stromungsvektoren

u = np.ones_like(x) # Array mit Einsen in der Form wie das Array
— T

V=X %y

# Plot
fig, ax = plt.subplots()
ax.quiver (

X, ¥y, u, V,

pivot='middle', # Pfeilmitte an Gitterpunkt (nicht

<~ Pfeilanfang)

angles='xy' # Richtung der Pfeile folgt Verzerrung der Grafik
)
ax.set_aspect('equal', 'box') # gleiche Einheiten an betden
— Achsen
ax.set_xlabel('x"')
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ax.set_ylabel('y')
plt.show()
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Achtung!

Da bei der Visualisierung mit dem Computer die zu visualisierende Funktion
stets nur an endlich vielen Stiitzstellen ausgewertet wird, konnen in ungiinstigen
Féllen wichtige Eigenschaften der Funktion in der Visualisierung fehlen. Auch
muss insbesondere bei auf ganz R oder ganz R? definierten Funktionen im Vorfeld
gekldrt werden, welcher Teil des Definitionsbereichs relevant ist.
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Beispiel (ungiinstige Visualisierung)

Die Funktion 1

(z — 1000)10

hat eine Polstelle bei £ = 1000. Je nach Visualisierung ist diese sichtbar oder auch
nicht.

f iR\ {1000} - R, f(z)= (4.57)

Brauchbare Visualisierung:

x = np.linspace(997, 1003, 100)
y 1/ (x - 1000) *x 10

fig, ax = plt.subplots()
ax.plot(x, y)
ax.set_ylim(0, 10000) # y -Achse oben abschnetiden
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ax.set_xlabel('x')
ax.set_ylabel('y"')
plt.show()

10000

8000

6000

4000

2000 4

T T T T T T T
997 998 999 1000 1001 1002 1003
X

Unbrauchbare Visualisierung (Polstelle nicht als solche erkennbar; beachte, dass
die dargestellten y-Werte alle praktisch Null sind):

X
y

np.linspace(0, 2000, 100)
1/ (x - 1000) ** 10

fig, ax = plt.subplots()
ax.plot(x, y)
ax.set_xlabel('x')
ax.set_ylabel('y"')
plt.show()
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64

le-11

0

T T T T T T T T
250 500 750 1000 1250 1500 1750 2000
X

Unbrauchbare Visualisierung (Polstelle nicht im dargestellten Bereich):

x = np.linspace(0, 1, 100)

y=1/

fig, ax

(x - 1000) ** 10

= plt.subplots()

ax.plot(x, y)
ax.set_xlabel('x"')
ax.set_ylabel('y"')
plt.show()
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4.4.3 Einfache Eigenschaften

Betrachten einige Eigenschaften von Funktionen, deren Vorhandensein gelegentlich vor-

teilhaft ausgenutzt werden kann.

Nebenbemerkung

Vor dem Computerzeitalter mussten Funktionen aufwendig analytisch untersucht
werden um eine Vorstellung vom Aussehen des Funktionsgraphs zu erhalten (Null-
stellen, Extremstellen, Wendestellen, Monotonie, Krimmung, Polstellen, Asym-
ptoten, Periodiziét,...). Die Visualisierung mit dem Computer spart hier viel Mii-
he. Entsprechend werden wir im Rahmen dieser Veranstaltung keine klassischen
“Kurvendiskussionen” durchfiihren.

4.4.3.1 Monotonie und Umkehrfunktion

Merke
Eine Funktion f: D — R mit D C R heif3t auf einer Teilmenge A C D

o monoton wachsend, wenn f(z1) < f(z2) fiir alle 1,29 € A mit z; < x2
gilt,

» streng monoton wachsend, wenn f(z;) < f(z2) fiir alle 1,29 € A mit
1 < xo gilt,
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o monoton fallend, wenn f(z;) > f(z2) fir alle z1, zo € A mit x; < z2 gilt,

o streng monoton fallend, wenn f(z1) > f(z2) fir alle z1,22 € A mit
r1 < T9 gilt.

Die Monotonie von Funktionen spielt vor allem bei zwei Tétigkeiten eine Rolle: dem
Losen von Gleichungen und dem Umformen von Ungleichungen.

Soll eine Gleichung der Form
fl@) =y (4.58)
fiir gegebenes y € R geldst werden und weifl man, dass die Funktion im Suchbereich fiir

x (das kann z.B. ein Intervall oder ganz R sein) streng monoton ist, so kann man die
Umkehrfunktion f~! bilden und damit die Lésung direkt berechnen:

v = ). (4.59)

Fiir nicht streng monotone Funktionen ist die Sache schwieriger, da dann mehrere Lo-
sungen existieren konnen, die nicht iiber die (dann nicht existierende) Umkehrfunktion
berechnet werden kénnen. Dieser Aspekt ist sowohl beim manuellen Rechnen als auch
beim Losen von Gleichungen mit dem Computer relevant.

Beispiel

Die Funktion
f:R=R, f(z):=2a? (4.60)

ist nicht monoton und es existiert auch keine Umkehrfunktion. Betrachten wir
die gleiche Abbildungsvorschrift jedoch nur auf einer geeigneten Teilmenge der

reellen Zahlen, so ist die Funktion streng monoton und besitzt demnach auch eine
Umkehrfunktion (Video 440, )

Gelegentlich mochte/muss man Ungleichungen umformen. Dabei ist zu beachten, dass
manche Umformschritte, die bei Gleichungen zu einer dquivalenten Gleichung fiihren,
bei Ungleichungen nur mit Vorsicht zu nutzen sind. Beispielsweise muss bei der Multi-
plikation beider Seiten der Ungleichung mit einer negativen Zahl das Relationszeichen
“gedreht” werden (aus < wird > und umgekehrt; analog fir strenge Ungleichheit). All-
gemein gilt:

Merke

Das Anwenden einer streng monoton wachsenden Funktion auf beide Seiten einer
Ungleichung ist eine dquivalente Umformung.

Das Anwenden einer Streng monoton fallenden Funktion auf beide Seiten einer
Umgleichung ist eine dquivalente Umformung, wenn dabei das Relationszeichen
“gedreht” wird.
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/video440-dae3454586bf4188413bea44f559a6d2.mp4
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Beispiel

Wir mochten die Ungleichung
-2
— <4 4.61
= < (161)

nach z umstellen, d.h. durch dquivalente Umformungen auf die Form =z < ...
oder x > ... bringen. Alle Umformschritte konnen wir als Anwenden geeigneter
Funktionen auf beide Seiten der Ungleichung formulieren:

1. Wir wenden die Funktion u —> —% u auf beide Seiten an. Diese Funktion ist
streng monoton fallend, also muss das Relationszeichen gedreht werden:

> .4 (4.62)

8|
DN | =

2. Bilden nun auf beiden Seiten das Reziproke, d.h. wir wenden die Funktion
U — % auf beide Seiten an. Dies ist ebenfalls eine streng monoton fallende
Funktion. Also muss das Relationszeichen nochmal gedreht werden:

r < . 4.63
<73 (4.63)
Erhalten also die dquivalent umgeformte Ungleichung
1
x < —3 (4.64)

Fiir weitere Beispiele und Erlauterungen zur Monotonie von Funktionen sei auf das
entsprechende OMB—+-Kapitel verwiesen.

4.4.3.2 Periodizitat

Merke
FEine Funktion f : R — R heifit periodisch, wenn es eine Zahl T > 0 gibt, sodass

flx+T)= f(z) fiurallex eR (4.65)

gilt. Jede Zahl T" mit dieser Eigenschaft heifit Periode von f. Die kleinste Zahl
T mit dieser Eigenschaft heifit Grundperiode von f.

\.

Ist T eine Periode einer Funktion, so geniigt die Betrachtung der Funktion auf dem
Intervall [0, 7). Auf dem Rest der reellen Achse ist das Verhalten der Funktion vollstandig
durch ihr Verhalten auf diesem Intervall bestimmt.

Wichtige periodische Funktionen sind die Sinus- und die Cosinus-Funktion (siehe unten)
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sowie darauf basierende komplexere Funktionen.

4.4.3.3 Beschranktheit

Merke

Eine Funktion f: D — R mit D C R" heifit beschréankt, wenn es eine Zahl ¢ > 0
gibt, sodass
|f(x)| <c firallexzeD (4.66)

gilt.

4.4.3.4 Nullstellen

Merke

Fiir eine Funktion f : R® — R™ heiflit x € R™ Nullstelle der Funktion, wenn
f(z) =0 gilt.

Nebenbemerkung

Beachte, dass wir in dieser Veranstaltung keine besondere Symbolik fiir die Unter-
scheidung von Zahlen und Punkten bzw. Vektoren verwenden. In der Ingenieurli-
teratur siecht man gelegentlich Unterstreichungen x bzw. 0 oder aufgesetzte Pfeile
Z bzw. 0 oder Fettsetzungen x bzw. 0 fiir Vektoren. Diese fithren jedoch an eini-
gen Stellen zu Komplikationen und machen komplexe Formeln uniibersichtlicher.
Da ohnehin beim Betrachten eines mathematischen Ausdrucks stets im Detail zu
klaren ist, welches Symbol welche Bedeutung hat, ergibt sich die Antwort auf die
Frage “Zahl oder Punkt/Vektor?” gleich mit.

In der obigen Definition des Begriffs Nullstelle steht die 0 also fiir den Nullvektor
(sofern m > 1) und auch z ist ein Punkt/Vektor, wenn n > 1.

Die Frage nach den Nullstellen einer Funktion ist eng verkniipft mit dem L&sen von
Gleichungen

f(z) =y, (4.67)
wobei y € R gegeben und =z € R™ gesucht ist. Solche Gleichungen kann man als

g(z) =0 (4.68)

schreiben, wenn man g(x) := f(x)—y setzt. Beim Losen von Gleichungen mit dem Com-
puter stehen oft nur Funktionen fiir die Nullstellenbestimmung zur Verfiigung, sodass
Gleichungen, wie eben gezeigt, entsprechend umgeformt werden miissen.
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Nullstellen von Funktionen kénnen beispielsweise mit scipy.optimize.fsolve aus dem
Python-Paket SciPy numerisch berechnet werden. Beachte, dass stets nur eine Nullstelle
geliefert wird, auch wenn es mehrere gibt. Welche Nullstelle man erhélt, kann man durch
Vorgabe einer groben Schitzung der Nullstelle steuern.

Beispiel
Zum Loésen der Gleichung
3
gc2+35+1:5 (4.69)

koénnen wir folgenden Python-Code verwenden:

import scipy.optimize as so

def £f(x):
return x **x 2 + x + 1 - 3 / 2

print(so.fsolve(f, 1))
print(so.fsolve(f, -1))

[0.3660254]
[ -1.3660254]

Die Anzahl der Losungen und geeignete Naherungswerte (hier 1 und -1) sind nicht
immer klar ersichtlich. Deshalb birgt das numerische Losen von Gleichungen stets
das Risiko, dass man nicht alle Lésungen findet!

Beachte, dass fsolve auch zum Losen von (nichtlinearen) Gleichungssystemen
verwendet werden kann. Dies entspricht dem Fall m > 1 und n > 1 in der obigen
Definition des Begriffs Nullstelle.

Das symbolische Losen von Gleichungen ist mit SymPy moglich. Fiir das obige Beispiel:

import sympy
X = sympy.symbols('x')

sympy.solve(x ** 2 + x + 1 - sympy.Rational(3, 2), x)

[ -1/2 + sqrt(3)/2, -sqrt(3)/2 - 1/2]

Beim symbolischen Rechnen erhéilt man iiblicherweise alle Lésungen. Jedoch werden
nicht immer Losungen gefunden, obwohl sie existieren. Beim numerischen Rechnen hin-
gegen erhilt man praktisch immer wenigstens eine Losung (sofern eine existiert).
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4.4.4 Grenzwerte

Die Betrachtung von Grenzwerten bei Funktionen spielt eine zentrale Rolle in der Ma-
thematik und ihren Anwendungen. So basiert z.B. der in Physik und anderen (Natur-
)Wissenschaften ganz grundlegende Begriff der Differenzierbarkeit einer Funktion auf

der Betrachtung gewisser Grenzwerte.

Grenzwerte bei Funktionen sind sehr &hnlich zu Grenzwerten bei Zahlenfolgen, jedoch
gibt es unterschiede im Detail, denn der kontinuierliche Charakter der reellen Zahlen

erlaubt auch andere Grenziibergénge als nur “— co”.

7

Merke (Grenzwerte im Unendlichen)

Sei f: D — R mit D C R eine Funktion, sodass D ein Intervall der Form [a, c0)
enthélt. Eine Zahl g € R heifit Grenzwert der Funktion f bei Anndherung des
Arguments an oo, wenn fiir jede (!) Zahlenfolge (x,,)nen in D mit lim, o 2, = 00
die zugehorige Folge (f(zy))nen der Funktionswerte gegen g konvergiert. Man
schreibt dann

lim f(x)=g. (4.70)

T—00

Analog ist der Grenzwert bei Anndherung an —oo erklart, wenn D ein Intervall
der Form (—oo0, b] enthélt.

Nicht jede Funktion hat Grenzwerte im Unendlichen. Beispielsweise existieren die bei-
den Grenzwerte nicht fiir (nicht konstante) periodische Funktionen. Auch kénnen die
Grenzwerte oo oder —oo sein; in diesem Fall sagt man ebenfalls, dass die Grenzwerte

nicht (als Zahl) existieren.
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Merke (Grenzwerte an einer Stelle)

Sei f: D — R mit D C R eine Funktion. Eine Zahl g € R heiflit Grenzwert
der Funktion f bei Anndherung an die Stelle zg € R, wenn fiir jede Zahlenfolge
(Tn)nen in D mit lim, o, = x¢ die zugehorige Folge (f(z,))nen der Funkti-
onswerte gegen g konvergiert. Man schreibt dann

lim f(z)=g. (4.71)

T—T0
Betrachtet man nur Folgen (z,),en mit x, < z¢ fiir alle n € N, so spricht man
vom linksseitigen Grenzwert und schreibt

lim f(x)=g. (4.72)

x—x0—0

Betrachtet man nur Folgen (z,,),cn mit 2, > z¢ fiir alle n € N, so spricht man

vom rechtsseitigen Grenzwert und schreibt

lim f(z)=yg. (4.73)

x—x0+0
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Man kann zeigen, dass der (beidseitige) Grenzwert genau dann existiert, wenn
links- und rechtsseitiger Grenzwert existieren und iibereinstimmen.

Ein relativ haufiges Phidnomen sind Funktionen mit Polstellen. Fiir eine Funktion f :
[a,b] \ {u} — R heifit u Polstelle, wenn die einseitigen Grenzwerte bei Anndherung an
diese Stelle nur im Sinne von £oo existieren. Da Funktionen in der Praxis fast immer
Messgrofen (Temperatur, Lange, Druck, Kosten,...) beschreiben, erscheinen Polstellen
eher unnatiirlich und deren Auftreten entsprechend unwahrscheinlich. Sie sind jedoch
ein wichtiges Modellierungswerkzeug!

Beispiel (Massepunkt)

In der Physik vereinfacht man rédumlich ausgedehnte Objekte gern zu Punkten im
Raum. So betrachtet man bei der Berechnung von Flugbahnen nur selten die Mas-
severteilung des sich bewegenden Objekts im Raum, sondern modelliert das Objekt
als “Massepunkt”; also als einen einzigen Punkt im Raum mit einer gegebenen
Masse. Analog verfihrt man beispielsweise mit Ladungen in der Elektrotechnik
(“Punktladung”).

Die Anziehungskraft, die ein als Massepunkt modellierter Himmelskoérper (z.B.
Erde) auf andere Objekte (z.B. Satelliten) ausiibt, kann durch sein Gravitati-
onsfeld beschrieben werden. Die Anziehungskraft ist immer zum Massepunkt hin
gerichtet. Der Betrag der Kraft hingt von der Entfernung zum Massepunkt ab
und kann somit als Funktion F : (0,00) — R ausgedriickt werden:

GM
0

F(r) = (4.74)

-
Dabei sind G > 0 die Gravitationskonstante und M > 0 die Masse des Himmels-
korpers. Die Funktion F' hat eine Polstelle bei » = 0.

Natiirlich wirkt in der Nahe des Erdmittelpunktes (genauer: Massenschwerpunk-
tes der Erde) keine beliebig hohe Gravitationskraft. Sondern die Polstelle ist ein
Resultat der vereinfachten Modellierung der Erde als Massepunkt. In der Ndhe des
Erdmittelpunkts ist das gewahlte Modell zur Beschreibung der wirkenden Kréfte
ungeeignet (vgl. auch Newtonsches Kugelschalentheorem).

Der Begriff des Grenzwerts spielt auch bei Funktionen mehrerer Verénderlicher eine
Rolle. Dann ist jedoch nur der (allseitige) Grenzwert bei Anndherung an eine Stelle
xo € R"™ sinnvoll einfithrbar. Die dazu benétigte Konvergenz einer Punktfolge (2 )gen in
R"™ gegen x ist gleichbedeutend mit der Konvergenz jeder einzelnen Koordinatenfolge
(vgl. auch Aufgabe 3.6(c) in ) Schreiben wir jeden Punkt xy als

v = (2. 2y e R (4.75)
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so bedeutet lim_,o 1 = x¢ also, dass

lim ZE](;) = $((]l) (4.76)

k—o0

fir jedes I € {1,...,n} gilt.

Nebenbemerkung

Bei der Arbeit mit Folgen von Punkten (oder Vektoren) treten mehrere verschiede-
ne Indizes und Dimensionszahlen auf. Beim Lesen und Verstehen entsprechender
Formeln muss im Detail geklart werden, welches Symbol welche Rolle iibernimmt.
Im hier betrachteten Fall sind

o n die Anzahl der Verénderlichen der Funktion (nicht der Folgenindex!),
e k der Folgenindex,

e [ der Index der Koordinaten eines Punktes.

Insbesondere wird die Schreibweise mit zwei Indizes in der Literatur nicht ein-
heitlich gehandhabt. In unserem Fall ist der untere Index in :c](gl) der Folgenindex
und der obere Index ist die Koordinatennummer. Dies kann auch umgekehrt ge-
handhabt werden! Die Klammern um den oberen Index sollen Verwechselungen

mit Potenzen vermeiden.

Merke (Grenzwerte bei mehreren Verdnderlichen)

Sei f: D — R™ mit D C R" eine Funktion. Ein Punkt g € R™ heifit Grenzwert
der Funktion f bei Anndherung an die Stelle zp € R", wenn fiir jede Punktfolge
(Tn)nen in D mit lim, ooz, = xo die zugehorige Punktfolge (f(zn))nen der
Funktionswerte gegen g konvergiert. Man schreibt dann

lim f(z)=g. (4.77)

T—T0

Umganssprachlich formuliert bedeutet dies, dass vollig unabhédngig davon wie man sich
der Stelle xg anndhert, das Verhalten der Funktionswerte immer gleich ist. Hier ein
Gegenbeispiel:

Beispiel
Fir die Funktion

PR} 2R, (@)= 5

existiert in (0,0) kein Grenzwert (Video 450, )

(4.78)
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Beachte, dass die grafische Darstellung in der Nahe von (0,0) fehlerhaft ist! Ur-
sache ist das Auswerten der Funktion an nur endlich vielen Stellen.

4.4.5 Stetigkeit

Merke

Eine Funktion f: D — R mit D C R" heif}t stetig im Punkt zg € D, wenn der
Grenzwert lim,_,,, f(z) existiert und identisch mit dem Funktionswert f(x¢) ist.

Eine Funktion f = (fi,...,fm) : D — R"™ mit D C R™ heifit stetig im Punkt
xo € D, wenn jede Komponente f;, I = 1,...,n, stetig in xq ist.

Eine Funktion f : D — R™ mit D C R™ heifit stetig, wenn sie in jedem Punkt
ihres Definitionsbereichs D stetig ist.

Stetigkeit einer Funktion f : R — R bedeutet anschaulich, dass man den Graph der
Funktion ohne Absetzen mit einem Stift zeichnen kann, der Graph also beispielsweise
keine Spriinge aufweist. Unbedingt zu beachten ist, dass Stetigkeit nur Aussagen zum
Verhalten der Funktion in ihrem Definitionsbereich macht. Der Definitionsbereich selbst
kann aber beispielsweise Liicken haben.

Beispiel
Die Funktion 1
f:R\{0} =R, f(z):= - (4.79)

ist stetig, obwohl sie eine Polstelle bei z = 0 besitzt. Die Stelle x = 0 gehort
nicht zum Definitionsbereich der Funktion und findet daher bei der Frage nach
Stetigkeit keine Beachtung.

Hingegen ist die Funktion

l f..
g RoR, f(g)={r WwT#0 (4.80)
0 firz=0

nicht stetig, da sie in « = 0 nicht stetig ist (Grenzwert lim,_,o f(x) existiert nicht).

Unstetigkeitsstellen bei Funktionen einer reellen Verédnderlichen sind im Wesentlichen
entweder Polstellen (vgl. Funktion g im Beispiel) oder Sprungstellen (links- und rechts-
seitige Grenzwerte existieren, stimmen aber nicht beide mit dem Funktionswert tiberein).
Fiir Funktionen mehrerer Verdnderlicher ist die Klassifikation von Unstetigkeitsstellen
nicht mehr so einfach machbar.
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Beispiel
Die Funktion

Ty

2 ) 224+y?
fR SR, f<f'fvy>-—{o " fir (2,y) = (0,0)

fir (z,y)

H
=

(4.81)

ist nicht stetig in (0,0), da dort der Grenzwert lim, ) (0,0) f(, y) nicht existiert
(vgl. fritheres Beispiel zu Grenzwerten).

Der Begriff der Stetigkeit ist innerhalb der Mathematik von enormer Bedeutung, wird
aber bei der téglich Arbeit im Kontext von Anwendungsproblemen nur am Rande direkt
benétigt. Die Wichtigkeit des Begriffs resultiert aus der Tatsache, dass bei stetigen Funk-
tionen der Funktionswert an einer Stelle auch Informationen iiber die Funktionswerte
an benachbarten Stellen liefert. Insbesondere mit Blick auf den Computereinsatz, bei
dem Funktionen stets nur an endlich vielen Stellen ausgewertet werden kdnnen, ist Ste-
tigkeit eine Art Minimalforderung, um eine Chance auf brauchbare Resultate zu haben.
Beispiele fiir das Auftreten des Stetigkeitsbegriffs in anwendungsbezogenen Situationen:

o Viele mathematische Aussagen gelten nur, wenn die beteiligten Funktionen stetig
sind. So ist Stetigkeit beispielsweise eine wichtige Voraussetzung (aber nicht die
einzige!) fiir die Existenz von Losungen zu Optimierungsproblemen. Bei der ma-
thematischen Modellierung von praktischen Fragestellungen ist deshalb darauf zu
achten, dass die in einem Modell auftretenden Funktionen moglichst stetig sind.

e Beim Rechnen mit Computer oder Taschenrechner oder auch beim manuellen
Rechnen mit gemessenen und somit fehlerbehafteten Werten werden die Berech-
nungen stets mit gerundeten Werten durchgefiihrt. Das Ausfiihren von Berechnun-
gen kann man als Auswerten einer geeigneten Funktion an einer Stelle interpretie-
ren. Die Stetigkeit einer solchen Funktion garantiert, dass die Funktionswerte an
den gerundeten Stellen nicht zu sehr von den Funktionswerten an den (unbekann-
ten) exakten Stellen abweichen. Wie grof§ die Rundungsfehler sein diirfen, damit
die Abweichungen in den Funktionswerten nicht zu grofl werden, ist eine wichtige
Frage. Dieser werden wir spater nachgehen, wenn wir die geeigneten mathemati-
schen Werkzeuge zur Beantwortung zur Verfiigung haben.

e Fotografische Bilddaten werden heute praktisch immer in stark komprimierter
Form gespeichert. Welche Kompressionsverfahren in Frage kommen und wie stark
ein Bild ohne grofiere Qualitdtsverluste komprimiert werden kann, hingt auch an
den Stetigkeitseigenschaften des kontinuierlichen (d.h. nicht in Pixel zerlegten) Bil-
des. Fiir den heute iiblichen JPEG-Standard zur Bilddatenkompression kann man
grob formulieren: je “stetiger” das Bild, desto stirker kann ohne nennenswerte
Qualitédtsverluste komprimiert werden.
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4.4.6 Beispiele elementarer Funktionen

Elementare Funktionen und ihre Eigenschaften wurden im Rahmen der Schulmathematik
behandelt. Deshalb verweisen wir zur Wiederholung auf das entsprechenden Kapitel von
OMB-H und gehen hier nur auf einzelne Beispiele und Aspekte nochmal genauer ein:

4.4.6.1 Polynome Funktionen f:R — R der Form
f@) =ana" +an 12" '+ +aga’ + a1z + ag (4.82)

heiflen Polynom. Dabei ist die gegebene Zahl n € N der Grad des Polynoms und die
gegebenen n + 1 Zahlen ag,ay,...,a, € R sind die Koeffizienten des Polynoms.

Jedes Polynom hat hochstens n Nullstellen. Jeder Polynomnullstelle kann eine soge-
nannte Vielfachheit zugeordnet werden: Die Polynomnullstelle xy hat die Vielfachheit
k € N, wenn man das Polynom in der Form

f(z) = (x — 20)* (Polynom vom Grad n — k) (4.83)

schreiben kann und k die grofite Zahl ist, die eine solche Darstellung erlaubt. Der Fak-
tor x — xg wird auch als Linearfaktor bezeichnet. Sind z1,...,z,, die Nullstellen des
Polynoms f und ki, ..., k,, die zugehdrigen Vielfachheiten, so gilt

f(z) = (z —z1)* - (. — 2n)" (Polynom ohne Nullstellen). (4.84)

Nebenbemerkung

Man kann den Zahlenraum, der sich bei uns auf die reellen Zahlen R beschrénkt,
noch erweitern zu den sogenannten komplexen Zahlen. In diesem erweiterten Zah-
lenraum hat jedes Polynom n-ten Grades genau n Nullstellen, wenn man jede
Nullstelle entsprechend ihrer Vielfachheit zéhlt. Man erhélt dann eine Zerlegung
des Polynoms in Linearfaktoren mit einem Polynom 0-ten Grades (konstantes
Polynom) als nullstellenfreies Restpolynom. Die Theorie der Polynome iiber kom-
plexen Zahlen ist ein wichtiger Baustein innerhalb der Mathematik, der auch
gelegentlich an der fiir Anwender sichtbaren Oberfléche erscheint.

4.4.6.2 Lineare Funktionen mehrerer Veranderlicher Funktionen f : R®™ — R der
Form
fly,...,xn) =a1 @1+ + ap oy (4.85)

heiflen linear. Dabei sind aq,...,a, € R gegebene Zahlen.

Fiir n = 2 ist der Graph einer linearen Funktion stets eine Ebene in R3. Fiir n > 2
bezeichnet man die Graphen linearer Funktionen als Hyperebenen (in R"*1).

Lineare Funktionen werden aufgrund ihrer einfachen Struktur gern als ndherungsweiser
FErsatz fir kompliziertere Funktionen verwendet.
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4.4.6.3 Trigonometrische Funktionen Haufig bendtigte Zahlen, deren direkte Erkla-
rung zu viel Zeit benétigt, bekommen in der Mathematik tiblicherweise einen Name. So
benétigt man zu einem gegebenen Winkel z.B. sehr oft die Zahlen, die wir als Cosinus
und Sinus des Winkels kennen. Cosinus und Sinus eines Winkels sind gerade die z- bzw.
y-Koordinate des Punktes, der entsteht indem man die Entfernung 1 vom Koordinaten-
ursprung aus entlang eines Strahls mit Winkel ¢ zur (positiven) x-Achse zuriicklegt.

Y
A

SIN P]--ememmmmmeeenee o :

@)

> T

CoS

Cosinus und Sinus geben die z- und die y-Koordinate eines Punktes auf dem Ein-
heitskreis in Abhéngigkeit des Winkels ¢ zwischen dem Strahl vom Ursprung durch
den Punkt und der x-Achse an.

Betriagt die Entfernung des Punktes nicht 1, sondern allgemeiner r > 0, so ergeben sich

die Koordinaten als

T =T COSp, (4.86)

y =r sine.
Die Darstellung eines Punktes in der Ebene durch Abstand r > 0 zum Ursprung und
Winkel ¢ € [0,27) zur 2-Achse bezeichnet man als Polarkoordinaten-Darstellung des
Punktes. Sie wird insbesondere in der Physik gern verwendet (Drehbewegungen und an-
dere periodische Vorgénge), spielt aber beispielsweise auch in der Geodatenverarbeitung
eine Rolle (diverse Kartenprojektionen, z.B. Azimuthalprojektionen).

Offensichtlich gilt stets
(sin p)? + (cos p)? = 1 (4.87)

(trigonometische Form des Satzes des Pythagoras).

Auf Basis von Cosinus und Sinus definiert man noch den Tangens

tan g := Iy (4.88)
COs ¢
und den Cotangens
cot p 1= S0P (4.89)
sin ¢
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tan @f----eemeemee NG :

cot go: r

Tangens und Cotangens sind gerade der Anstieg des Strahls durch Ursprung und
Punkt bzw. das Reziproke des Anstiegs.

Sinus und Cosinus konnen auch fir Winkel auBerhalb von [0,27) bestimmt werden,
indem der fragliche Winkel durch Verschiebung um Vielfache von 27 in den Bereich
[0,27) gebracht wird. Die so entstehende Sinusfunktion und die Cosinusfunktion
sind auf ganz R definiert und haben beide den Wertebereich [—1,1].

Sinusfunktion und Cosinusfunktion sind nicht monoton auf [0, 2 7). Auf geeigneten Teilin-
tervallen sind sie jedoch streng monoton, sodass dort eine Umkehrfunktion existiert. Mit
arcsin bezeichnet man die Umkehrfunktion der Sinusfunktion auf dem Intervall [-7, F].
Die Umkehrfunktion der Cosinusfunktion auf dem Intervall [0, 7] wird als arccos be-
zeichnet. Fiir den Tangens wiederum existiert eine Umkehrfunktion auf [-7, §], die mit
arctan bezeichnet wird. Eine Umkehrfunktion des Cotangens kann analog eingefiihrt
werden, spielt aber nur sehr selten eine Rolle.

4.4.6.4 Exponentialfunktion Die Funktion
fTR=R, f(z):=¢" (4.90)

mit der Fuler’schen Zahl e ~ 2.718 wird als Exponentialfunktion bezeichnet. Sie
taucht (meist unerwartet) in ganz vielen Situationen in praktisch allen Teilbereichen der
Mathematik auf. Wir werden ihr insbesondere bei der Differentialrechnung und bei der
Wahrscheinlichkeitsrechnung begegnen.

Die Exponentialfunktion ist streng monoton wachsend und besitzt somit eine Umkehr-
funktion. Diese wird als (natiirliche) Logarithmusfunktion bezeichnet und mit dem
Symbol In abgekiirzt. Es gilt also stets

In(e*) =z firzeR und e =g fiir z > 0. (4.91)
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Nebenbemerkung (Beziehung zu Sinus und Cosinus)

Die Exponentialfunktion kann als Polynom mit “unendlichem Grad” angesehen
werden: Zu z € R und n € N kénnen wir das Polynom

21
Po(w) =) & ¥ (4.92)
k=0

vom Grad n bilden. Dabei ist
nl:=1-2---n (4.93)

das Produkt der Zahlen 1 bis n (sprich: “n Fakultét”), wobei 0! := 1 gesetzt wird,
und ) ist ein Symbol zur kurzen Schreibweise fiir lange Summen:

n
1 k.__ 1 0 1 1 1 n
Zﬁx TR TEE S e Ea (4.94)
k=0

Man kann nun zeigen (tun wir hier nicht), dass

lim P,(z) =e€" (4.95)
n—oQ
gilt, die Polynome fiir festes x € R bei fortwdhrender Erhohung des Grades also
gegen die Exponentialfunktion konvergieren.

In diesem Kontext wird auch eine enge Beziehung zu Sinus- und Cosinusfunktion
sichtbar. Entfernt man alle ungeraden z-Potenzen und wechselt das Vorzeichen
vor den geraden Potenzen, so erhélt man die Cosinusfunktion:

n

1
. k 2k _
nh_r}n go(—l) oh) x*" = cosx. (4.96)

Analog liefert das Weglassen der geraden Potenzen die Sinusfunktion:

n

1

Ohne Verzeichnwechsel erhélt man die beiden als Cosinus hyperbolicus und
Sinus hyperbolicus bezeichneten Funktionen:

n

: L ok _
nh_r){.lo 2 oh) x“"% = coshz, (4.98)
g 1
: 2k+1 _
nIEEO kE_O GEED) % sinh z. (4.99)
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Fiir diese gilt dann
e’ = coshz + sinh z. (4.100)

Cosinus hyperbolicus und Sinus hyperbolicus tauchen gelegentlich in An-
wendungen auf. So zeigt beispielsweise ein locker zwischen zwei Punkten hdngen-
des Seil gerade die Form des Graphs des Cosinus hyperbolicus (vgl. Kettenlinie).
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5 Vektoren und Matrizen

Die in diesem Kapitel vorgestellten Werkzeuge und Zusammenhange werden auch unter
dem Begriff “lineare Algebra” zusammengefasst.
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5.1 Formalismus

Wir fithren hier zunéchst einige Begriffe und Schreibweisen ein, die ohne weitere Er-
kldrungen nicht sonderlich sinnvoll oder gar niitzlich erscheinen. In den nachfolgenden
Unterkapitel fiillen wir diese dann mit Leben und Sinn. So haben wir einerseits den
“trockenen” Teil schnell hinter uns und konzentriert an einer Stelle zum spéteren Nach-
schlagen; andererseits storen dann keine eher technischen als inhaltlichen Definitionen
den Erklarfluss.

5.1.1 Vektoren

Der Begriff des Vektors wurde bereits in Section als “Liste” von Zahlen eingefiihrt.
Die Menge aller Vektoren der Lange n bezeichnen wir mit R™. Beachte, dass die Unter-
scheidung zwischen Punkt und Vektor nur eine Interpretationsfrage ist. Aus technischer
Sicht besteht keinerlei Unterschied, da es sich in beiden Féllen um eine Liste von Zahlen

handelt.

Fiir Vektoren fithren wir zunédchst zwei Rechenoperationen ein: die Addition zweier Vek-
toren und die Multiplikation eines Vektors mit einer Zahl.

Merke
Fiir zwei gleich lange Vektoren a,b € R™ setzen wir
ay + by
a+b:= : (5.1)
an + by
und bezeichnen den so entstehenden Vektor a +b € R™ als Summe der beiden
Vektoren a und b.
Fir eine Zahl A € R und einen Vektor a € R"™ setzen wir
A aq
Aa:=| (5.2)
Aag,

und bezeichnen den so entstehenden Vektor Aa € R"™ als skalares Vielfaches
des Vektors a mit Faktor \.

Beide Begriffe sind also einfach komponentenweise definiert. Beachte, dass weiter unten
noch das Skalarprodukt zweier Vektoren eingefefithrt werden wird. Dieses ist eine ganz
andere Rechenoperation als das Bilden des skalaren Vielfachen!

Mit den beiden eingefiithrten Rechenoperationen kénnen wir auch komplexere Ausdriicke
formulieren. Eine héufig bendtigte Kombination von Additionen und skalaren Vielfachen
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ist die folgende:

Merke
Sind aq, . ..,ar € R™ Vektoren und sind Ay, ..., A\x € R Zahlen, so bezeichnet man
den Ausdruck i
Z AL ay (: Atar+ -+ Mg ak) (5.3)
=1
als Linearkombination der Vektoren aq,...,a; mit Koeffizienten Ay, ..., Ag.

\.

Beachte, dass in dieser Definition jedes a; ein Vektor ist! Im Gegensatz dazu hatten wir
beim Einfiihren der Addition und des skalaren Vielfachen die einzelnen Komponenten
des Vektors a mit aq,...,a, bezeichnet. Bei Formeln mit Vektoren ist stets ganz
genau zu priifen, welche Rolle ggf. vorhandene Indizes spielen!

5.1.2 Matrizen

Die folgende Definition mag zunéchst etwas sinnarm erscheinen. Es wird sich jedoch zei-
gen, das Matrizen trotz ihres einfachen Aufbaus ein zentrales Werkzeug der Mathematik
mit teils sehr tief liegender, vorerst in keiner Weise erkennbarer Bedeutung sind.

Merke

Eine Matrix ist ein rechteckiges Zahlenschema, in dem Zahlen in Zeilen und
Spalten angeordnet sind. Die Menge aller Matrizen mit m € N Zeilen und n € N
Spalten bezeichnen wir mit R™*" (sprich: “R hoch m Kreuz n”).

Matrizen als Ganzes werden tiblicherweise mit Groflbuchstaben bezeichnet. Die
Eintrage (oder auch: Elemente) einer Matrix werden meist mit dem zugehorigen
Kleinbuchstabe und zwei unteren Indizes bezeichnet. Der erste Index gibt die

Zeilennummer an, der zweite die Spaltennummer. Fiir eine Matrix A € R™*"
schreibt man also beispielsweise
ai aig o Qlp-1 a1n
a1 azz v G2n-1 a2n
A= : : K : : . (5.4)
Om—-1,1 Om-12 *°° Om—-1n—-1 Gm—-1n
| Om1 am2 co Umn—1 Umn |
Statt viereckiger Klammern [...] sind auch runde Klammern (...) tblich. Die

beiden Indizes werden, sofern es der besseren Lesbarkeit dient, durch Komma
getrennt; also a; ; statt a;;.
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Vollig analog zu Vektoren sind auch fiir Matrizen Summen und skalare Vielfache
elementweise definiert. Der Begriff der Linearkombination steht entsprechend auch bei

Matrizen zur Verfiigung, spielt hier aber kaum eine Rolle.

Merke

Vektoren kann man als Matrix mit nur einer Spalte oder nur einer Zeile ansehen.
Die Matrizen in R™*! bezeichnet man daher auch als Spaltenvektoren und die
in R1*" als Zeilenvektoren.

Wihrend man in der Mathematik Vektoren stets als Spaltenvektoren ansieht, wird bei
der Arbeit mit dem Computer (je nach verwendeter Software) streng unterschieden zwi-
schen Vektor (Liste von Zahlen) und Spaltenvektor (Rechteck von Zahlen mit nur einer

Spalte).

import numpy as np

vektor = np.array([1, 4, 31)
np.array([[1], [4], [3]11)
zeile = np.array([[1, 4, 311)

spalte

print (vektor)

print (vektor.shape)
print ()
print(spalte)

print (spalte.shape)
print ()
print(zeile)
print(zeile.shape)

[1 4 3]
@3,)

(1]
(4]
[3]1]

3, 1

[[1 4 31]
1, 3
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Merke
Zu einer Matrix A € R™*" bezeichnen wir mit AT € R"*™ die Matrix, die durch
Vertauschen von Zeilen und Spalten aus A entsteht:
ail -+ Qin ail - Aim
A= | - 0, AT=1: - | (5.5)
aml °°° OGmn anl - dpm

Die Matrix AT wird als transponierte Matrix oder Transponierte zu A be-
zeichnet.

Um die Transponierte zu einer Matrix zu bilden nimmt man also eine Zeile nach der
anderen der urspriinglichen Matrix und schreibt sie als Spalten nebeneinander.

Das Transponieren eines Spaltenvektors liefert einen Zeilenvektor und umgekehrt. Méch-
te man einen (Spalten-)Vektor in FlieStext unterbringen, so schreibt man ihn gern als

transponierten Zeilenvektor, also beispielsweise [1 4 5

]T oder [1,4,5]T.

Einige héufig auftretende Matrizen und Matrixtypen bekommen eigene Namen:
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Bei einer Nullmatrix sind alle Eintrage Null.

Eine Diagonalmatrix ist eine quadratische Matrix A € R™*", bei der nur die Ein-
triage aiq, . .., any von Null verschieden sind (sie diirfen aber auch Null sein). Alle
anderen Eintrédge sind Null. Die Eintrage a1, ..., an, werden auch als Hauptdia-
gonale von A bezeichnet.

Fine obere Dreiecksmatrix ist eine Matrix, die unterhalb der Hauptdiagonale
nur Nullen enthélt.

Eine untere Dreiecksmatrix ist eine Matrix, die oberhalb der Hauptdiagonale
nur Nullen enthélt.

Eine Einheitsmatrix (bei gegebener Grofie oft auch: die (!) Einheitsmatrix) ist
eine Diagonalmatrix mit Finsen auf der Hauptdiagonale. Einheitsmatrizen werden
oft mit I bezeichnet ohne weitere Erklarung des Symbols. Man rechnet leicht nach,
dass

A=A und TA=A (5.6)

gilt (bei geeigneten Matrixgrofien).

Eine symmetrische Matrix ist eine quadratische Matrix A, fiir die AT = A gilt.
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5.1.3 Lange eines Vektors

~

Merke

Als Lange oder Norm eines Vektors a € R™ bezeichnen wir den Wert

<: a%+...+a%>. (5.7)

Nebenbemerkung

Beachte, dass die Begriffe Liange und Norm bei uns vollig synonym verwendet
werden. Allerdings kann man auch andere Abstandsbegriff (“Normen”) einfiihren.
In diesem Fall meint man mit “Lénge” dann die oben eingefiihrte Norm, die auch
als euklidische Norm bekannt ist.

Einige Eigenschaften der Norm:

e Es gilt stets

l|la]| > 0. (5.8)

o Ein Vektor hat genau dann die Lange Null, wenn es der Nullvektor ist. In Formeln:

la] =0 < a=|:]|. (5.9)

e Fiir A € R und a € R” gilt

[Aall = [Alla]- (5.10)
o Es gilt die Dreiecksungleichung, d.h. fiir beliebige Vektoren a,b € R" gilt

la+ bl < [lal| + o]l (5.11)

Die ersten beiden Eigenschaften folgen sofort aus der Definition der Norm. Der Nachweis
der dritten Eigenschaft macht etwas mehr Arbeit, bringt aber keine neuen Erkenntnisse
und unterbleibt deshalb an dieser Stelle.
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Merke
Bildet man zu einem Vektor a € R™ den Vektor
1
a:= —:a, (5.12)
al

so sagt man, dass der Vektor a normiert wird. Der so entstehende Vektor a zeigt
in die gleiche Richtung wie a, hat aber stets die Lange 1:

1 1
lal) = HH _ ]\ lall = 1. (5.13)
ol @ = Tl

.

Ublicherweise schreibt man auch gebrochene Faktoren nicht mit Bruchstich unter einen
Vektor, z.B.

1
sa (iiblich), 5 (uniiblich). (5.14)
Einzige Ausnahme bildet das Normieren:
1
Tal a (ublich), Tal (ebenfalls tiblich). (5.15)
a a

5.1.4 Skalarprodukt zweier Vektoren

Analog zur noch nicht erkennbaren Bedeutung von Matrizen, wird auch der tiefe Nutzen
der folgenden, schon fast banalen Rechenoperation erst im Laufe der ndchsten Unterka-
pitel deutlich werden.

Merke

Fiir zwei gleich lange Vektoren a,b € R™ setzen wir
n
aOb::Zakbk (:a1b1+a2b2+~~-+anbn) (5.16)
k=1

und bezeichnen diesen Wert a o b € R als Skalarprodukt der beiden Vektoren a
und b. Gelegentlich wird auch die Bezeichnung “inneres Produkt” verwendet (vor
allem im Englischen: “inner product”).

Beachte, dass wir das Symbol vorher schon fiir die Hintereinanderausfithrung von Abbil-
dungen verwendet haben. Aufgrund der Vielzahl von Operationen und dem chronischen
Mangel an Symbolen sind in der Mathematik viele Symbole doppelt und dreifach mit
Bedeutung belegt. Die konkrete Bedeutung ergibt sich jeweils aus dem Kontext.

Spéater werden wir fiir Vektoren mit drei Komponenten noch eine andere Art von Produkt
einfithren, das sogenannte Kreuzprodukt oder duflere Produkt. Deshalb sollte immer
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“Skalarprodukt” und nicht nur “Produkt” gesagt und geschrieben werden.

Aus der Definition des Skalarprodukts folgt sofort
aoa=|al? (5.17)

Weniger offensichtlich ist
|a o b < la] [|b]], (5.18)

die sogenannte Cauchy-Schwarz-Ungleichung, die wir hier nicht herleiten. Bei dieser
gilt Gleichheit genau dann, wenn die Vektoren a und b Vielfache voneinander sind, also
insbesondere bei a = b.

Weiter wichtige Eigenschaften, die sofort aus der Definition folgen und deren Kenntnis
das Rechnen mit Skalarprodukten einfacher macht:

e Das Skalarprodukt mit dem Nullvektor ist stets Null:

0Oca=0 und ao0=0. (5.19)

o Das Skalarprodukt ist kommutativ, d.h.

aob=boa. (5.20)
o Es gilt das Distributivgesetz
(a+b)oc=(aoc)+(boc) und ao(b+c)=(aob)+ (aoc). (5.21)
. Fiir A € R gilt
(Aa)ob=A(aob) und ao(Ab)=A(aob). (5.22)

Beachte, dass das von der Multiplikation bei Zahlen bekannte Assoziativgesetz a (bc) =
(ab) c hier keine Rolle spielt, da das Ergebnis des Skalarprodukts zweier Vektoren kein
Vektor ist. Somit konnen keine Ketten von drei oder mehr Faktoren gebildet werden.

5.1.5 Produkt zweier Matrizen

Rein formal kénnte man auch fiir Matrizen eine Art Skalarprodukt einfiihren (element-
weise multiplizieren und alle Produkte addieren). Dies hat aber keinerlei Nutzen fiir uns
und unterbleibt deshalb. Jedoch wird eine andere, etwas komplexere Form von Produkt
von wesentlicher Bedeutung sein. In der folgenden Definition (und auch sonst) bezeich-
nen wir mit ae; die j-te Spalte von A (Spaltenvektor) und mit a;e die i-te Zeile von A
(Zeilenvektor).
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Merke
Fir zwei Matrizen A € R™*P und B € RP*™ setzen wir
Qle © bol ce Qle © bon
AB = : . : (5.23)
Gme Obel Qe © ben

und bezeichnen die so entstehende Matrix A B € R™*" als Matrixprodukt oder
einfach als Produkt der Matrizen A und B.

Beachte, dass das Produkt nur fiir Matrizenpaare erklart ist, bei denen die erste Matrix
gerade so viele Spalten hat wie die zweite Zeilen besitzt. Fiir alle anderen Kombinationen
von Matrizen ist nicht klar, was man unter ihrem Produkt verstehen soll. Die Situation
ist vergleichbar mit der Division durch Null bei Zahlen: Man kann der Sache auch mit
viel gutem Wille keinen Sinn beimessen; die Operation ist schlicht “nicht definiert”.

Beispiel

Die Multiplikation zweier Matrizen ist etwas fummelig, aber problemlos machbar.
Man merke sich die Regel “Zeile mal Spalte” (im Sinne des Skalarprodukts). Diese
Regel filhrt man fir alle Zeilen der ersten und alle Spalten der zweiten Matrix
aus. So erhalt man beispielsweise

(5.24)

24 38 0
68 107 0

N = Ot W
TN W
oS O O O

(Video 505, Notizen daz)

Das Produkt zweier Matrizen kann natiirlich auch mit dem Computer berechnet werden.
Beachte, dass der {ibliche Multiplikationsoperator * das elementweise Produkt bildet
(sofern die Matrizengrofien tibereinstimmen). Fiir das Matrixprodukt ist @ zu verwenden.

A = np.array([[1, 2, 3, 41, [5, 6, 7, 811)
B = np.array([[3, 7, 0], [5, 3, 0], [1, 2, 0], [2, 5, 01D)

A QOB

array([[ 24, 39, 0],
[ 68, 107, 011)

Das Matrixprodukt eines Zeilenvektors mit einem Spaltenvektor liefert eine Matrix aus
R'¥1 also praktisch nur eine Zahl. Entsprechend schreibt man das Skalarprodukt zweier
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Vektoren gern als
aob=avb (5.25)

und sieht die rechte Seite (formal nicht ganz korrekt) als Zahl an. Beachte aber, dass bei
umgekehrter Reihenfolge, also Spaltenvektor mal Zeilenvektor eine grofle quadratische
Matrix entsteht!

Man kann sich iiberlegen, dass Matrizenmultiplikation assoziativ ist, d.h. bei Produkten
mit drei oder mehr Faktoren ist es egal, in welcher Abfolge man die einzelnen Produkte
bildet. Fiir Matrizen A, B, C passender Grofle gilt also

(AB)C =A(BC), (5.26)
sodass man auch einfach A B C schreiben kann.

Allerdings ist Matrizenmultiplikation nicht kommutativ, d.h. man kann die Faktoren
im Allgemeinen nicht vertauschen. Einerseits passen nach dem Vertausch der Fakto-
ren die Matrixgrofien eventuell nicht mehr; andererseits kann sich das Ergebnis trotz
passender Groflen dndern.

Beispiel

Man rechnet leicht nach, dass
1 1110 1 0 1 10 0 11 1
I T T T

gilt.

Wie bei Zahlen gilt auch bei Matrizen das Distributivgesetz, welches Addition und
Multiplikation verbindet: Fiir Matrizen A € R™*P und B, C € RP*" gilt

AB+C)=AB+ AC. (5.28)
In umgekehrter Reihenfolge gilt fiir A, B € R"™*P und C' € RP*" entsprechend
(A+B)C=AC+ BC. (5.29)

Beachte: Da Matrizenmultiplikation nicht kommutativ ist, folgt aus dem ersten Teil des
Distributivgesetzes nicht automatisch der zweite!

Nebenbemerkung

Assoziativgesetz und Distributivgesetz bei Matrizen sind trotz ihres Namens keine
“Gesetze”, sondern durch logisches Schliefien aus der Definition von Addition und
Multiplikation herleitbare Aussagen. Das Herleiten dieser beiden Aussagen ist
ohne grofle (geistige) Miithe moglich, aber recht langlich und unterbleibt deshalb
an dieser Stelle.
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5 Vektoren und Matrizen

Eine weitere niitzliche Eigenschaft des Matrixprodukts, die sofort aus der Definition
folgt, ist
(M)B=XAB) und A(AB)=X(AB), (5.30)

wobei A und B Matrizen passender Grofle sind und A € R eine beliebige Zahl ist.

Auch kann man zeigen, dass fiir das Zusammenspiel von Multiplizieren und Transponie-
ren die Beziehung

(AB)T = BT AT (5.31)

gilt.

5.1.6 Hinweise zum Matrix-Vektor-Produkt

Sieht man Vektoren als Spaltenvektoren an, wie wir es stets tun, so kann man das
Produkt aus Matrix und Vektor als Produkt zweier Matrizen berechnen. Das Produkt
einer Matrix A € R™*™ mit einem Vektor x € R" liefert dann den Vektor Ax € R™.
Umgekehrt kann man fiir z € R™ auch 27 A € R bilden. Wir wollen hier einige Hinweise
zur genaueren Struktur von Matrix-Vektor-Produkten sammeln, da solche Produkte sehr
héufig auftauchen werden.

Schaut man sich die Arbeitsweise der Matrizenmultiplikation an, so sieht man fir A €
R™*™ und x € R™, dass

AT =101+ + Xp Qon- (5.32)

Das Produkt liefert also gerade eine Linearkombination der Matrixspalten, wobei die
Vektorkomponenten die Koeffizienten sind. Bei umgekehrter Reihenfolge (jetzt x € R™!)
gilt

2V A=a1a10 + -+ Tm Gom (5.33)

(Linearkombination der Zeilen).

Ebenfalls sehr einfach sieht man, dass die Spalten des Produkts zweier Matrizen A €
R™*P und B € RP*" als Matrix-Vektor-Produkte geschrieben werden kénnen:

| |
AB= |Aby -+ Abey|. (5.34)

Dabei soll die Schreibweise mit | andeuten, dass die Vektoren A be; als Spalten der Matrix
fungieren.

Das Berechnen von Matrix-Vektor-Produkten mit dem Computer erfolgt wie bei Pro-
dukten zweier Matrizen. Die explizite Umwandlung des Vektors in einen Spaltenvektor
(Matrix mit einer Spalte) ist nicht notig, da dies intern von NumPy erledigt wird. Wird
der Vektor als linker Faktor verwendet, so wird er automatisch als Zeilenvektor inter-
pretiert.
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Lol
o

np.array([[1, 2], [3, 41, [5, 611)
np.array([7, 8])

array([23, 53, 83])

5.1.7 Determinante einer Matrix

Matrizen sieht man nur schlecht auf den ersten Blick wichtige Eigenschaften an. Deshalb
wurden im Laufe der Zeit verschiedene Kennzahlen entwickelt, die relevante Informatio-
nen aus (beliebig groflen) Matrizen in einer Zahl zusammenfassen. Fiithren hier zunéchst
nur die sogeannte Determinante einer Matrix ein; spéter folgt noch der Rang einer Ma-

trix.

Wir werden Determinanten nur fiir Matrizen in R2*2 und

R3*3 einfithren. Fiir grofere

Matrizen sei bei Bedarf auf den Entwicklungssatz von Laplace verwiesen. Einige Hinweise
zur Rechtfertigung dieses “sparsamen” Vorgehens:

Fir die praktische Arbeit (vor allem Koordinatentransformationen) spielen nur
kleine Matrizen eine Rolle.

Fiir groflere Matrizen ist der Aufwand zum Berechnen von Determinanten so grof,
dass selbst Computer schnell an ihre Leistungsgrenze kommen. Manuelles Rechnen
scheidet somit aus.

Das Berechnen von Determinanten ist ohne jede Denkarbeit moglich, also bestens
fiir Computer geeignet.

Die allgemeine Formel fiir Determinanten zu Matrizen beliebiger Grofle benotigt
viel Raum und viel Zeit fiir Erklarungen, die wir zielfithrender in andere Themen
investieren.

Merke
Fiir eine Matrix A € R2*2 heifit die Zahl

Determinante der Matrix.

Fiir eine Matrix A € R3*3 heifit die Zahl

Determinante der Matrix.

det A := ajl a2 — a12 a2 (535)

det A := a1 ag ass + a1z a3 az1 + a3 az1 azz (5.36)
— Q13 G22 a31 — Q11 G23 A32 — A12 (21 A33
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Manchmal schreibt man auch |A| fiir die Determinanten bzw.
ail a2 a3

a1 a2 Q23| (5.37)
azy as2 ass

Fiir die Berechnung von Determinanten von Matrizen in R3*3 gibt es sehr verschieden
aussehende Formeln. Die hier verwendete ist als Regel von Sarrus bekannt.

+ + +

\><X/
/X><\

Durch Linien verbundene Eintrdge werden multipliziert; die Produkte werden dann
additiert (blau) bzw. subtrahiert (rot) (commons.wikimedia.org, Nutzer Kmhkmh,
CC BY 4.0).

Anhand der Determinante kann man beispielsweise die Losbarkeit von Gleichungssyste-
men erkennen (dazu spater mehr). Thren Hauptzweck erfiillen sie aber als Werkzeug fiir
die platzsparende Beschreibung von Streckungs- und Spiegelungsvorgéingen bei Koordi-
natentransformationen aller Art. Im Rahmen dieser Veranstaltung werden wir nicht tief
genug in diese Thematik vorstoflen, um den Nutzen von Determinanten dort zu erken-
nen. Jedoch werden Determinanten in den weiterfithrenden Veranstaltungen im Laufe
des Studiums eine Rolle spielen.
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5.2 Vektorgeometrie

Vektoren und Matrizen als zunédchst rein formale Werkzeuge sind sehr gut geeignet
zur Beschreibung geometrischer Operationen (Verschiebungen, Drehungen, Streckun-
gen, Projektionen,...). Beschéftigen uns hier zunédchst mit Verschiebungen und einfachen
Projektionen. Weitere Operationen folgen in spéteren Unterkapiteln.

5.2.1 Verschiebungen

Mochte man eine gegebene Menge von Punkten im R”™ in eine gegebene Richtung ver-
schieben, so kann man diese Operation mittels Vektoraddition beschreiben. An dieser
Stelle ist es iiblich und sinnvoll zwischen Punkten und Vektoren zu unterscheiden. Ein
Punkt P € R" gibt einen geometrischen Ort an, wihrend ein Vektor r € R" eine Rich-
tung angibt. Die Summe P+ ist dann wieder als (verschobener) Punkt zu interpretieren.
Einen formal sauberen Ubergang zwischen Punkten und Vektoren schafft man sich iiber
den Begriff des Ortsvektors:

Merke

Bezeichnen mit O := (0, ...,0) € R™ (grofles lateinisches O) den Punkt im Koor-
dinatenursprung. Fiir einen Punkt P := (p1,...,p,) € R™ heifit der Vektor

p1
OP:=|:|eRrn (5.38)
Pn
Ortsvektor des Punktes.
Beachte hier, dass wir entgegen einer recht weit verbreitenen (Un-)Sitte “P := (p1,...,pn)”
statt “P(p1,...,ny)” fiir die Zuordnung von Koordinaten zu einem Punkt schreiben.

Letzteres ist zu leicht mit einer Funktionsauswertung zu verwechseln und verschlechtert
damit die Lesbarkeit.

Zu jedem Punkt gibt es also einen Ortsvektor. Umgekehrt kénnen wir jeden Vektor als
Ortsvektor eines Punktes interpretieren, indem wir die Komponenten des Vektors als
Koordinaten eines Punktes ansehen.

Mit Hilfe von Ortsvektoren kénnen wir nun die Verschiebung von Punkten beschreiben:

Merke
Sind P := (p1,...,pn) und Q := (qi,...,qn) zwei Punkte im R", so bezeichnen
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wir mit
q1 —P1
POG=| : |ern (5.39)
dn — Pn

den Vektor, der P im Sinne von

0C = OP + PO (5.40)

nach @) verschiebt.

0 o6,

Die Verschiebung eines Punktes kann als Addition des Ortsvektors mit dem Rich-
tungsvektor beschrieben werden.

Im Prinzip kénnten wir fiir einen Punkt P und einen Vektor r nun die Operation
Pir=0P+r (5.41)

definieren. Ublicherweise belidsst man es aber bei O? +7r, hat also ausschliefSlich Vektoren
in Formeln stehen.

Nebenbemerkung (koordinatenfreie Geometrie)

Man kann die Arbeit mit Punkten und Vektoren in gewissem Mafle auch “koordi-
natenfrei” betreiben. Punkte sind dann Orte in der Ebene (oder im Raum) ohne
Bezug zu einem konkreten Koordinatensystem. Vektoren sind “Verschiebungen”,
die man sich als lose in Ebene (oder Raum) herumliegende Pfeile vorstellt. Die
“Addition” von Vektoren beschreibt man verbal als “Hintereinanderhdngen” von
Vektoren. Méchte man einen Punkt in eine gewisse Richtung verschieben, so wéhlt
man sich einen Referenzpunkt O (mangels Koordinatensystem gibt es keinen Ur-
sprung) und driickt die Verschiebung als Addition (d.h. “Hintereinanderhédngen”)
des Vektors, der von O zum Punkt zeigt, und des Richtungsvektors aus.

Diese Herangehensweise ist recht verlockend, da die meisten geometrischen Ope-
rationen (z.B. auch Drehungen) vollig unabhéngig von Koordinatensystemen be-
schrieben werden konnen. Allerdings ist es schwierig bis unméglich die bendtigten
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Begriffe wirklich sauber zu definieren. Auch ist dieser Ansatz in der Praxis ohne
Relevanz, da stets ein kanonisches Koordinatensystem vorhanden ist, insbesondere
bei der Arbeit mit dem Computer.

Angemerkt sei noch, dass man aus den bisherigen Uberlegungen auch die geometri-
sche Interpretation der Summe zweier Vektoren a,b € R™ erhélt. Die Summe entspricht
der Diagonale des von den beiden Vektoren beschriebenen Parallelogramms, die am ge-
meinsamen Ausgangspunkt der beiden Vektoren beginnt. Die andere Diagonale ist dann
gerade die Differenz.

Zwei Vektoren beschreiben ein Parallelogramm. Die beiden Diagonalen sind gerade
Summe und Differenz der beiden Vektoren.

5.2.2 Abstand zweier Punkte

Mit dem bis hier eingefithrten Formalismus der Vektorrechnung und den Betrachtungen
zur Verschiedung von Punkten erhalten wir folgenden Zusammenhang:

Merke

I%‘ Abstand zweier Punkte P, () € R" ist gegeben durch die Lange des Vektors
P

Mit Koordinaten P = (p1,...,py) und Q = (q1,- .-, qn) gilt also

Abstand von P und Q = ||PQ|| = (5.42)
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5.2.3 Projektion eines Vektors auf einen anderen Vektor

Ofter als man denkt werden wir eine Operation bendtigen, die als “Projektion eines
Vektors auf einen anderen Vektor” bezeichnet wird. Insbesondere wird uns diese Ope-
ration sehr beim Wechsel zwischen verschiedenen Koordinatensystemen behilflich sein.
Hier zunéchst nur ein motivierendes Beispiel aus der Schulphysik.

Beispiel (mechanische Arbeit)

Bewegt sich ein Objekt auf direktem Weg (also geradlinig) von einem Punkt zu
einem anderen unter dem Einfluss von Kréften, so wird (mechanische) Arbeit
verrichtet. Denken wir beispielsweise an einen Eisenbahnwagon auf einem geraden
Streckenabschnitt, so wirken unter anderem Reibungskréfte und vielleicht eine
Hangabtriebskraft (bei Steigung/Gefille). Der Antrieb (Lok) muss zur Bewegung
des Wagons Arbeit verrichten, wobei das physikalische Gesetz

Arbeit = Weg - Kraft in Wegrichtung

gilt. Wirken nun auch Kréfte in andere als die Bewegungsrichtung (z.B. Wind),
so hilft diese einfache Regel nicht mehr weiter. Wir miissen daher wahlweise auf
ein allgemeiner formuliertes Gesetz ausweichen oder den Anteil der Kraft, der in
Wegrichtung wirkt, aus der Gesamtkraft berechnen. Beide Varianten sind mach-
bar; interessieren uns hier aber zunéchst fiir die letztere (das allgemeinere Gesetz
erhalten wir spater (fast) geschenkt).

Beschreiben den zuriickgelegten Weg zwischen Startpunkt S und Endpunkt F
als Vektor s := SFE. Die wirkende Kraft konnen wir ebenfalls als Vektor F' be-
schreiben. Die Richtung des Vektors entspricht der Richtung der Kraft und die
Léange des Vektors entspricht dem Betrag der Kraft. Wollen den Kraftvektor in
eine Summe Fj 4 F, zweier Vektoren zerlegen, wobei Fj langs des Weges und F,
quer zum Weg zeigt. Die Lange von Fj ist dann gerade der Betrag der Kraft in
Wegrichtung, also die Grofle, die wir fiir die obige Formel aus der Schulphysik
bendtigen.

S

Beachte, dass die Kréfte F' und F; an jedem Punkt des Weges auf das Objekt
wirken, hier aber nur am Startpunkt S gezeichnet sind. Entsprechend wirkt auch
die Kraft Fj; an jedem Punkt des Weges, wurde hier aber an einer fiir die Visua-
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lisierung der Zerlegung von F' giinstigen Stelle eingetragen.

Merke

Seien a,b € R™ zwei Vektoren. Ein Vektor ¢ € R™ heifit Projektion von a auf
b, wenn die folgenden beiden Bedingungen erfiillt sind:

e cist ein Vielfaches von b,

e a—cist der kiirzeste Vektor beziiglich aller ¢, die die erste Bedingung erfiillen.

Anschaulich besagt die erste Bedingung, dass ¢ in die Richtung von b (oder genau ent-
gegen) zeigt. Die zweite Bedingung fordert indirekt, dass a — ¢ senkrecht zu b verlauft,
wie wir spater sehen werden, wenn wir Winkel zwischen Vektoren betrachten.

Die Lénge des Vektors b spielt keine Rolle; nur seine Richtung ist relevant fiir die
Projektion von a auf b, wobei die Projektion ¢ auch genau die entgegengesetzte
Richtung zu b haben kann. Ist a — ¢ nicht der kiirzest mogliche Vektor, so spricht
man nicht von einer Projektion.

Es zeigt sich, dass die Projektion eines Vektors auf einen anderen sehr leicht mit Hilfe des
Skalarprodukts der beiden gegebenen Vektoren berechnet werden kann. Wir miissen also
nicht mit Winkeln hantieren, sondern nur mit einfachen Summen und Produkten von
Zahlen. Dies ist der grole Wert des so banal erscheinenden Skalarprodukts! Es spielt in
gewisser Weise die Rolle von Winkeln zwischen Vektoren, ohne dass wir uns mit Winkeln
und den dann kaum vermeidbaren Winkelfunktionen (Sinus, Cosinus,...) herumschlagen
miissen. Im néchsten Abschnitt gehen wir genauer auf den Zusammenhang zwischen
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Skalarprodukt und Winkeln ein.

Merke

Seien a,b € R™ zwei Vektoren und sei ¢ € R" die Projektion von a auf b. Dann

gilt
b> b
=lao— | — 5.43
( 1) Tol (5.43)

(Video 510, Notizen dazd).

Die Projektion von a auf b kann man also in zwei Schritten berechnen:

1. b normieren.

2. (a0 b) b berechnen, wobei b der normierte Vektor b ist.

Beispiel (allgemeine Formel fiir die mechanische Arbeit)

Betrachten nochmal die aus der Schulphysik bekannte Berechnung der mechani-

schen Arbeit. Sei also s wieder der Wegvektor und F' der Kraftvektor. Dann ist

die Lange des Weges ||s|| und der Betrag der in Wegrichtung wirkenden Kraft ist
s

S S S
_— = Foi _— = Foi
H( Is ||> ||8||’ ‘ sl IHls ‘ ’ s

Die aus der Schulphysik bekannte Formel zur Berechnung der mechanischen Ar-
beit liefert somit

(5.44)

W= ’Fo HSH‘ Is| = |F o s. (5.45)
S

Fiir Krafte, die nicht in Wegrichtung wirken, gilt also im Sinne des Skalarprodukts
ebenfalls die bekannte Formel “Arbeit ist Kraft mal Weg”.

Umgekehrt erhalten wir aus der allgemeinen Formel natiirlich die einfache Formel
zuriick: Zeigt der Kraftvektor F' in Wegrichtung, so gilt

S
F=||F| (5.46)
sl
und Einsetzen in die allgemeine Formel liefert

o L.
Sliaed ‘(” Igan) > = et =) (5.47)
2| 1) sl = 1E] sl
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5.2.4 Winkel zwischen zwei Vektoren

Wollen den in R? und R? intuitiv klaren Begriff des Winkels zwischen zwei Vektoren
formalisieren (also ohne Bezug zu Intuition und Anschauung erkliren), damit er auch in
R™ mit n > 3 zur Verfiigung steht.

7~

Merke
Als Winkel zwischen zwei Vektoren a,b € R" \ {0} bezeichnen wir die Zahl

a b
arccos | — o — | . 5.48
<||an ||bu> (5.48)

Dazu einige Hinweise:

o Ist einer der beiden Vektoren der Nullvektor, so ist der Begriff “Winkel” nicht sinn-
voll erkldrbar. Entsprechend wird in der Definition a # 0 und b # 0 vorausgesetzt
(0 ist hier der Nullvektor in R™).

 Der Definitionsbereich von arccos ist das Intervall [—1, 1]. Aus der Cauchy-Schwarz-
Ungleichung (vgl. Section ) erhalten wir

[l = o

a
lall

a b‘ < '
lall —Ib]l] —

sodass der Ausdruck in der Definition des Winkels stets wohldefiniert ist.
o Der Winkel zwischen zwei Vektoren liegt stets im Intervall [0, 7].

o Bezeichnen wir mit ¢ den Winkel zwischen den beiden Vektoren a und b, so folgt
aus der Definition sofort

aob=l|alllbl| cose. (5.50)

Dass die obige Definition des Begriffs “Winkel” mit der iiblichen Verwendung des Be-
griffs in Kinklang steht, sieht man aus der Berechnung der Projektion von Vektoren. Bei
normierten Vektoren entspricht die Lénge des projizierten Vektors (laut Definition des
Cosinus) gerade dem Betrag des Cosinus des Winkels zwischen den beiden Vektoren,
sofern der Winkel im Bereich [0, 7] liegt. Fiir Winkel in [7, 7] ist die negative Lange des
projizierten Vektors gerade der Cosinus des Winkels.

Aus der Beziehung zwischen Skalarprodukt und Winkel erhélt man niitzliche Informa-
tionen {iber das Vorzeichen des Skalarprodukts:

o Fiir Winkel in [0, §) (spitzer Winkel) gilt a o b > 0.

o Fiir senkrechte Vektoren gilt a o b = 0.
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Die Lange des projizierten Vektors entspricht gerade dem Cosinus des Winkels.
Die Léange des Differenzvektors zwischen Ausgangsvektor und projiziertem Vektor
entspricht gerade dem Sinus des Winkels.

o Fiir Winkel in (5, 7] (stumpfer Winkel) gilt a o b < 0.

Somit kann nun auch ganz ohne den Begriff des Winkels von Orthogonalitdt sprechen.
Tatséchlich werden wir, wo immer méglich, die Arbeit mit Winkeln zwischen Vektoren
meiden und stattdessen das viel bequemere Skalarprodukt nutzen.

Merke

Zwei Vektoren a,b € R™ heiflen orthogonal zueinander, wenn a o b = 0 gilt.

Beachte, dass nach dieser Definition der Nullvektor orthogonal zu jedem anderen Vektor
ist.
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5.3 Lineare Abbildungen
5.3.1 Begriff und Beispiele

Viele geometrische Operationen wie Drehen, Spiegeln und Strecken (nicht jedoch Ver-
schieben!) haben eine gemeinsame Struktur, deren Kenntnis sich insbesondere fiir die
rechnerische Umsetzung dieser Operationen vorteilhaft nutzen ldsst. Auch die Umset-
zung geometrischer Operationen am Computer, z.B. in CAD-Systemen, basiert ganz
wesentlich auf dieser gemeinsamen Struktur.

Merke
Eine Abbildung f : R™ — R™ heifit linear, wenn folgende Bedingungen erfiillt
sind:

o fla+0b)= f(a)+ f(b) fir allea,beR",

e f(Aa)=Af(a) fir allea € R” und alle A € R.

.

Die beiden Bedingungen besagen, dass es bei linearen Abbildungen egal ist, ob man erst
die Rechenoperation bei Vektoren anwendet (also Addition und skalares Vielfaches) und
dann die Abbildung, oder ob man erst die Abbildung auf die Ausgangsvektoren anwendet
und anschliefend die notwendigen Rechenoperationen durchfihrt. Man sagt auch, dass
lineare Abbildungen die Struktur des R™ erhalten bzw. diese in den R™ {ibertragen.

7

Beispiel (Drehung)

Die Abbildung, die jeden Punkt (z,7) € R?> um den Winkel & € R um den
Koordinatenursprung dreht, ist offensichtlich linear, denn:

e Die Summe zweier Vektoren bildet die Diagonale des von den beiden Vek-
toren aufgespannten Parallelogramms. Beim Drehen um den Ursprung ver-
dndert das Parallelogramm seine Form nicht.

e Ob ein Vektor erst gestreckt wird (skalares Vielfaches) und dann gedreht

oder umgekehrt, fithrt offensichtlich zum selben Ergebnis.

Das gleiche gilt fiir die Drehung um eine durch den Ursprung verlaufende Achse
im R3.

Beispiel (Spiegelung)

Die Abbildung, die jeden Punkt (x,%) € R? an einer durch den Koordinaten-
ursprung verlaufenden Gerade spiegelt, ist offensichtlich linear. Ebenso ist die
Punktspiegelung (z,y) — (—z, —y) linear.
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Gleiches gilt im R? fiir Spiegelung an einer durch den Ursprung verlaufenden
Ebene und fiir Punktspiegelung am Ursprung.

Beispiel (Streckung)
Die Abbildung a +— Aa fir a € R™ und festes A € R ist offensichtlich linear.

Merke

Die Hintereinanderausfithrung linearer Abbildungen ist linear, denn fiir zwei li-
neare Abbildungen f : R™ — RP und g : RP — R™ gelten

(go flla+b)=

g(
= g(f(a) + f(b)) (5.51)
g(

und

)
)) (5.52)
(

5.3.2 Matrixdarstellung

Jede lineare Abbildung f : R™ — R™ kann als Matrix interpretiert werden. Um dies zu

sehen, fithren wir zunéchst die Vektoren

0]
0

ek : 1 (5.53)
0
_0_

k =1,...,n ein. Diese sind bis auf eine Komponenten tiberall Null und der Vektor e hat

als k-te Komponente eine Eins. Mit diesen Vektoren erhalten wir nun fiir jedes x € R™:

flx)=f (Z%%) = flarer) =Yz flex).
k=1 k=1 k=1
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Beachte hier, das die x, die Komponenten des Vektors z sind (also Zahlen), die ey jedoch
selbst Vektoren sind. Schreiben wir die Vektoren f(ex) € R™ als Spalten in eine Matrix,
so erhalten wir folgenden niitzlichen Zusammenhang (vgl. dazu auch Section ):

Merke

Die zu einer linearen Abbildung f : R™ — R™ definierte Matrix

| |
A= |fler) - flen)| e R™™ (5.55)

heiit Matrixdarstellung von f. Es gilt stets

f(z)=Ax. (5.56)

Jede lineare Abbildung kann also als Matrix-Vektor-Produkt geschrieben werden. Um-
gekehrt ist fiir eine beliebige Matrix A € R"™*" die Abbildung x + Ax stets linear.
Der Wert von Matrizen liegt ganz wesenlich in der Beschreibung beliebiger linearer Ab-
bildung durch Zahlen. Und diese Zahlen kann man sehr einfach und explizit erhalten
indem man die betrachtete lineare Abbildung auf die Vektoren ey, ..., e, anwendet. Die
Darstellung als Zahlen (Matrix) ermoglicht ein sehr bequemes Arbeiten mit linearen
Abbildungen am Computer. Matrix-Vektor-Produkte sind ohne Weiteres am Computer
umsetzbar.

Beispiel (Matrixdarstellung zur Drehung in der Ebene)

Ist f : R? — R? die Drehung in der Ebene um einen Winkel & € R um den
Koordinatenursprung, so iiberlegt man sich leicht aus den Definitionen von Sinus
und Cosinus, dass

fler) = [ijﬂ, flea) = [‘Cjisnaa] (5.57)
gilt. Somit
cosa —sinal |z
flz,y) = {sina COoS o ] [y} (5:58)

Eine Menge von Punkten, z.B. Eckpunkten eines Vielecks, lasst sich damit miihelos
drehen:

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

points = np.array([ # ein Punkt pro Zeile
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[3, o],

[3, 11,

[1, 11,

[1, o],

[3, 0]
ID)

angle = 30 * np.pi / 180 # Drehwinkel

A = np.array([ # Drehmatriz
[np.cos(angle), -np.sin(angle)],
[np.sin(angle), np.cos(angle)]

D

rotated = (A @ points.T).T

# points.T enthdalt pro Spalte einen Punkt. Das Produkt enthdlt
— dann in jeder

# Spalte den entsprechenden gedrehten Punkt. Nochmaliges

— Transponieren liefert

# ein Array mit den gedrehten Punkten in den Zeilen.

fig, ax = plt.subplots()

ax.plot(points[:, 0], points[:, 1], 'o -r', label='original')
ax.plot(rotated[:, 0], rotated[:, 1], 'o -b', label='gedreht')
ax.legend ()

ax.axis('equal') # gleiche Achseneinteilung (keine Verzerrung)
plt.show()
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—8— original
—e— gedreht

2.0 4

1.5 4

1.0 /

0.5 4

0.0 4

T T T T T T T
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

Beispiel (Matrixdarstellung zur Spiegelung an der x-y-Ebene)
Ist f:R3 — R? die Spiegelung an der z-y-Ebene, so gilt offensichtlich

f(e1) = ex, fle2) = ea, fles) = —es. (5.59)
Somit
1 0 0 T
flx,y,z) =10 1 0 yl. (5.60)
0 0 -1 z

Im Laufe der Veranstalung werden uns weitere, auch deutlich komplexere, lineare Ab-
bildungen begegnen.

5.3.3 Komposition vs. Matrixmultiplikation

Sind f : R™ — RP und g : R? — R™ lineare Abbildung und sind A € R™*? und B € RP*™
die zugehorigen Matrixdarstellungen, so gilt offensichtlich

(go f)(x) =g(f(z)) = g(Ax) = B(Az) = (BA)x. (5.61)

In Worten: Die Matrixdarstellung der Komposition (Hintereinanderausfiih-
rung) zweier linearer Abbildungen ist gerade das Produkt der Matrixdar-
stellungen der beiden Abbildungen.

Damit sind Sinn und Zweck der zunachst etwas seltsam amutenden Definition des Pro-
dukts zweier Matrizen gekldrt: Das Matrixprodukt wurde gerade so gewéhlt, dass das
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Multiplizieren von Matrizen dem Hintereinanderausfithren der entsprechenden linearen

Abbildungen entspricht.

Diese Erkenntnis hilft einerseits beim Finden von Matrixdarstellungen fiir komplexere
Abbildungen (erst Spiegeln, dann Drehen, dann Strecken usw.); andererseits kann man
damit auch recht einfach zu diversen Standardresultaten kommen, die sonst nur mithsam

herleitbar sind:

~

Beispiel (Formel fiir den doppelten Winkel)

Sei a € R ein beliebiger Winkel, sei A € R?%? die Matrixdarstellung der Drehung
um diesen Winkel und sei B € R?*? die Matrixdarstellung der Drehung um den
Winkel 2 «, d.h.

cosa —sina _ |cos(2a) —sin(2a)
[sina cosa} und B = [sin(Qa) cos(2a) |’ &)

Die Drehung um den doppelten Winkel kann als Komposition von zwei einfachen
Drehungen angesehen werden. Somit gilt B = A A, also

cos(2a) —sin(2a)]  [(cosa)? — (sina)? —2(cosa) sina (5.63)
sin(2a)  cos(2a) | | 2(cosa) sina (cos a)? — (sina)?|" ’
Wir erhalten damit die bekannten Formeln
cos(2 ) = (cosa)? — (sina)? (5.64)
und
sin(2 @) = 2 (cos «) sin a. (5.65)

flir Cosinus und Sinus des doppelten Winkels.
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5.4 Lineare Unterraume und Untermannigfaltigkeiten

Die hier behandelten Begriffe mégen etwas abstrakt erscheinen, sind uns aber schon in
der Schulmathematik in Form von Geraden und Ebenen begegnet. Auch beim Lésen von
linearen Gleichungssystemen spielen diese Begriffe eine Rolle.

5.4.1 Unterraume

Ein Unterraum ist eine Teilmenge von R™, in der wir die {iblichen Vektoroperationen
(Addition und skalare Vielfache) ausfithren kénnen ohne dabei diese Teilmenge zu ver-
lassen. Genauer:

Merke

Eine Teilmenge U C R" heifit linearer Unterraum, wenn gilt:

e a+be U firallea,beU,
e Aac U firallea e U und alle A € R.

Offensichtlich ist {0} (Menge, die nur den Nullvektor enthélt) ein Unterraum und auch
R"™ selbst ist ein Unterraum.

Beispiel (Gerade in der Ebene)

Die Menge U := {(z,y) € R? : y = 32} (“Gerade mit Anstieg 3”) ist ein
Unterraum von R?, denn:

e Fir (z,y) € U und (z,7y) € U gilt
y+i=3z+3%=3(z+4), (5.66)
also (x +Z,y +9) € U.
o Fir (z,y) € U und X € R gilt
Ay=A(3z)=3(\x), (5.67)

also (Az,Ay) € U.

Der Wert von Unterrdumen besteht darin, dass wir in ihnen mit Vektoren arbeiten kon-
nen als wiirde es aushalb keine weiteren Vektoren geben. Arbeitet man beispielweise im
R? nur mit Vektoren (oder Punkten), die alle in einer Ebene liegen, so unterscheidet
sich das Vorgehen praktisch nicht vom Arbeiten in R?. Wie genau dieser Ubergang zwi-
schen Unterrdumen und den entsprechenden “ganzen” Rdumen vollzogen werden kann,
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ist Thema der nachsten Abschnitte.

5.4.2 Lineare Unabhangigkeit

Wenn wir zwei Vektoren a,b € R™ \ {0} betrachten, dann konnen diese Vielfache von-
einander sein (also in die gleiche Richtung bzw. Gegenrichtung zeigen) oder nicht. In
letzterem Fall sagt man, dass die beiden Vektoren linear unabhingig sind. Nimmt man
einen dritten Vektor ¢ € R™\ {0} hinzu, so liegt dieser wahlweise in der von den ersten
beiden Vektoren aufgespannten Ebene oder nicht. In letzterem Fall sagt man wieder,
dass die drei Vektoren linear unabhéngig sind. In ersterem Fall kénnen wir ¢ als Linear-
kombination

c=aa+ b (5.68)
mit a, 5 € R darstellen. Anders ausgedriickt: Wir finden Zahlen «, 8, € R, sodass
aa+PBb+vec=0 (5.69)

gilt, obwohl die drei Zahlen nicht alle Null sind (speziell ist hier v = —1). Allgemeiner
definieren wie lineare Unabhéngigkeit wie folgt:

7~

Merke

Eine Menge {aj,...,a,} € R"™ von r Vektoren in R™ heif}t linear unabhingig,
wenn fir alle Zahlen Aq,..., A\, € R gilt:

d Mar=0 = M=--=X\=0. (5.70)
k=1

Andernfalls heifit die Menge linear abhéngig.

Enthélt die Menge {ai,...,a,} den Nullvektor, so ist sie offensichtlich stets linear ab-
héngig (das entsprechende A\ kann beliebig gewédhlt werden).

Ist die Menge {ai,...,a,} linear abhéngig, so gibt es ein | € {1,...,r}, sodass \; # 0,
aber trotzdem die Linearkombination >, _; A; a; den Nullvektor liefert. Umgestellt gilt

T
Ak
a; = Z )\71 Qg , (5.71)
k=1
k+#l

d.h. a; ldsst sich als Linearkombination der anderen Vektoren darstellen.

Umgekehrt gilt: Lésst sich ein Vektor als Linearkombination anderer Vektoren darstellen,
so ist die entsprechende Menge von Vektoren linear abhéngig (wéhle \; = —1 wie oben
fiir R3 beschrieben).
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5.4.3 Basis und Dimension

Man kann nun der Frage nachgehen, wie viele linear unabhingige Vektoren man eigent-
lich finden kann. In der Ebene stellt man schnell fest, dass hochstens zwei Vektoren linear
unabhéngig sein kénnen. Mengen mit drei oder mehr Vektoren sind stets linear abhan-
gig. Entsprechend findet man im Raum nur hochsten drei linear unabhéngige Vektoren.
Wir kénnen lineares Unabhéngigkeit also als Grundlage fiir die prézise Formulierung des
intuitiv klaren Begriffs “Dimension” verwenden.

Merke

Die Dimension eines linearen Unterraums U des R"™ ist die maximale Anzahl linear
unabhéngiger Vektoren in U. Die Dimension von U wird mit dem Symbol dim U
abgekiirzt.

Der triviale Unterraum {0} hat Dimension Null: Es gibt nur einen Vektor, den Nullvek-
tor, und Mengen, die den Nullvektor enthalten, sind stets linear abhéngig.

Die Dimension von R" ist n: Die Menge {ei,...,e,} (wobei e in der k-ten Kompo-
nenten eins ist und sonst null) ist linear unabhéngig und jeder weitere Vektor z € R”
kann als Linearkombination = Y, x e, geschrieben werden, fihrt also zu linearer
Abhéngigkeit.

Offensichtlich gilt fiir jeden Unterraum U von R", dass dimU € {0, 1,...,n}.

Merke

Sei U C R™ ein Unterraum der Dimension r := dim U. Jede Menge {b1,...,b.} C
U von r linear unabhéngigen Vektoren aus U heifit Basis von U.

Beispielsweise bilden die Vektoren ey, ..., e, eine Basis in R™. Es gibt jedoch auch noch
andere Basen. Mehr dazu spéter.

5.4.4 Koordinaten beziiglich einer Basis

Merke

Sei U C R™ und sei {b1,...,b,} C U eine Basis in U. Dann existieren zu jedem
x € U eindeutig bestimmte Zahlen A;,..., A\, € R, sodass

r = Z )\k bk (5.72)
k=1

gilt. Diese Zahlen heilen Koordinaten von x beziiglich der Basis {b,...,b,}.
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Existenz und Eindeutigkeit der Koordinaten beziiglich einer Basis konnen leicht nach-
gewiesen werden. Da diese Uberlegungen fiir uns aber keine neue Erkenntnisse bringen,
verzichten wir darauf.

Offensichtlich sind die Komponenten x1,...,x, eines Vektors x € R" gerade die Koor-
dinates beziiglich der Basis {ey,...,e,}, denn

n
xr = Zxk ek (5.73)
k=1

Beispiel (alternative Basis in der Ebene)

In R? ist durch die beiden Vektoren

1 -1
wie ] s [] 578
eine Basis gegeben. Die Koordinaten des Vektors [O 1] ! beziiglich dieser Basis
sind % und %, denn
0 111 1[-1
HEHRES At (5.75)

Fiir einen beliebigen Vektor # € R? erhilt man beziiglich der Basis {b;,bs} die
Koordinaten

7 ;— 2 und 2 ; $1, (5.76)
denn
1| 1+ @2 |1 To—x1 |—1
o] a1 ey -

Wie man systematisch die Koordinaten eines Vektors beziiglich einer beliebigen gegebe-
nen Matrix berechnet, klaren wir spéter.

Beispiel (Basis in einem nichttrivialen Unterraum)

Betrachten in R? den Unterraum
U:={zcR?: z3=3z}. (5.78)
Dies ist ein eindimensionaler Unterraum und {b; } mit

= M (5.79)

ist eine Basis darin.
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Wir kénnen nun jeden Vektor z € U durch seine Koordinate (genau eine Zahl!)
beziiglich der Basis {1} darstellen. Diese Koordinate ist gerade z1, denn

[ij =11 B] (5.80)

(beachte, dass xg = 3 fir jedes z € U gilt).

Solange wir nur Betrachtungen in U anstellen, kénnen wir statt Vektoren mit zwei
Komponenten also einfach mit einkomponentigen Vektoren (d.h. Zahlen) arbeiten.
Die Arbeit im eindimensionalen Unterraum U unterscheidet sich also nicht von
der Arbeit in R.

Die Tatsache, dass man bei der Arbeit in Unterrdumen mit (teils deutlich) “kiirzeren”
Vektoren arbeiten kann, macht man sich in den Datenwissenschaften (Data Science) und
im maschinellen Lernen zu nutze. Zu analysierende Daten “leben” oft in einem sehr hoch-
dimensionalen Grundraum (Bilddaten mit 1000x1000 Pixeln z.B. in R0%0000) " wihrend
die eigentlich relevanten Datenpunkte sich in einem vergleichsweise niedrigdimensiona-
len Unterrraum befinden. Durch Wahl geeigneter Basen kénnen Ressourcen (Speicher,
Rechenzeit) gespart werden.

5.4.5 Aufspannung

Oben hatten wir uns mit Basen in einem gegebenen Unterraum beschéftigt. Umkehrt
steht man manchmal vor der Frage, was denn eigentlich der kleinste Unterraum ist, der
eine gegebene Menge von Vektoren enthalt.

Merke

Sei {b1,...,b.} CR"™ eine Menge von r linear unabhéngigen Vektoren in R"™. Die
Menge

,

span {b1,...,b,} == {Z)\kbk: )\GRT} (5.81)
k=1

heifit Aufspannung von {by,...,b.} C R™.

Folgende Eigenschaften von span {b1,...,b,} sieht man leicht ein:
e Die Aufspannung ist ein linearer Unterraum.
o Die Menge {b1,...,b,} ist eine Basis in ihrer Aufspannung.

o Die Aufspannung ist der kleinste Unterraum, der {b1,...,b,} enthélt, d.h. jeder
Unterraum, der {b1,...,b,} enthélt, enthdlt automatisch auch span {b1,...,b,}.
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Nebenbemerkung

Beachte, dass manche Quellen auch Aufspannungen fiir Mengen von Vektoren be-
trachten, die nicht linear unabhangig sind. Dann ist diese Menge keine Basis mehr
in ihrer Aufspannung. Die anderen beiden Eigenschaften gelten aber weiterhin.

.

In R? ist die Aufspannung von zwei linear unabhéingigen Vektoren eine Ebene. In R?
und R? ist die Aufspannung eines Vektors (auBer Nullvektor) eine Gerade. Zwei linear
unabhingige Vektoren in R? spannen den gesamten R? auf, usw.

5.4.6 Orthonormalbasen

Meist ist man an besonders schonen, d.h. leicht zu handhabenden Basen, interessiert.
Fiihren hier eine Klasse besonders schoner Basen und einige Begriffe aus deren Umfeld
ein.

Merke

Ein Menge {a1,...,a,} € R™ von r linear unabhéngigen Vektoren heifit Ortho-

gonalsystem, wenn
ap ©a; = 0 fir k& 7& l. (582)

gilt. Eine solche Menge heifit Orthonormalsystem (), wenn zusatzlich
lax||=1 fixrk=1,...,r (5.83)

gilt.

Ist ein m eine Basis fiir einen Unterraum U C R", so bezeichnen wir dieses
als Orthonormalbasis () fir U.

Die Bedingung aj o a; = 0 besagt, dass die Basisvektoren senkrecht zueinander stehen.

Zusammen mit der Normierung ||ag|| = 1 kann man die definierende Eigenschaft eines
auch als
0, falls k#1,
agoa; = { 7 (5.84)
1, sonst

ausdriicken.
Offensichtlich ist die Standardbasis eq, ..., e, eine .
5.4.7 Untermannigfaltigkeiten

Unterraume enthalten stets den Koordinatenursprung. Fiir mehr Flexibilitdt (beim Mo-
dellieren und beim Formulieren in der Sprache der Mathematik) fithrt man noch “ver-
schobene” Unterraume ein:
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Merke

Eine lineare Untermannigfaltigkeit ist eine Menge der Form
x+U:={z+u:ueclU} CR", (5.85)

wobei x € R"” ein fester Vektor und U C R" ein linearer Unterraum ist.

Jede Wahl eines Vektors x und eines Unterraums U liefert also eine Mannigfaltigkeit.
Allerdings kénnen verschiedenen Kombination zur gleichen Untermannigfaltigkeit fiith-
ren. Insbesondere erhélt man bei x € U wieder U; jeder Unterraum ist also selbst eine
Untermannigfaltigkeit.

Wiéhlt man zwei Vektoren a,b aus einer Untermannigfaltigkeit z 4+ U, so liegt deren
Differenz a—b stets in U. (Begriindung: Es existieren u,v € U mit a = z+u und b = z+v.
Somit a —b =z +u— (z+v) = u—v. Da skalare Vielfache und Summen von Elementen
eines Unterraums wieder im Unterraum liegen, folgt a — b € U.) In diesem Sinne kann
man aus einer Untermannigfaltigkeit auch ohne Kenntnis des Verschiebungsvektors x
den zugrundeliegenden Unterraum zuriickerhalten.

Merke

Als Dimension einer Untermannigfaltigkeit bezeichnen wir die Dimension des
zugrundeliegenden Unterraums.

5.4.8 Geraden

Hatten schon gelegentlich Geraden als Unterrdume des R? betrachtet. Natiirlich besit-
zen auch R? und héherdimensionale Riume eindimensionale Unterrdume. Diese werden
allerdings nur in R? und R3 als Geraden bezeichnet. Eindimensionale Untermannigfal-
tigkeiten werden in R? und R? ebenfalls als Geraden bezeichnet.

Eine Gerade ist durch einen Aufpunkt (bzw. dessen Ortsvektor) und einen Richtungs-
vektor bestimmt. Allgemein kénnen wir jede eindimensionale Untermannigfaltigkeit in
der Form

{a+tb: t e R} (5.86)

schreiben, wobei a, b € R” fest sind. Handelt es sich um einen Unterraum, so ist {b} eine
Basis darin und ¢ ist gerade die Koordinate des entsprechenden Vektors beziiglich dieser
Basis.

5.4.9 Ebenen

Ebenen sind zweidimensionale Untermannigfaltigkeiten in R3. Gelegentlich sieht man
den Begriff “Hyperebene”. Dabei handelt es sich nicht (!) um eine zweidimensionale
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Untermannigfaltigkeit in R™, sondern um eine Untermannigfaltigkeit mit Dimension n —
1.

Eine Ebene ist durch einen Aufpunkt (bzw. dessen Ortsvektor) und zwei linear unab-
héngige (!) Richtungsvektoren bestimmt. Allgemein kénnen wir jede zweidimensionale
Untermannigfaltigkeit in der Form

{a+sb+tc: s,t e R} (5.87)

schreiben, wobei a,b,¢ € R" fest sind. Handelt es sich um einen Unterraum, so ist
{b, ¢} eine Basis darin und s, ¢ sind gerade die Koordinaten des entsprechenden Vektors
beziiglich dieser Basis.
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5.5 Lineare Gleichungssysteme

Lineare Gleichungssysteme sollten im Wesentlichen aus der Schulmathematik bekannt
sein. Hier konzentrieren wir uns auf die Struktur der Losungensmengen und auf Aspekte
beim Loésen mit dem Computer.

Da lineare Gleichungssysteme eine der Aufgabenstellungen sind, die besonders gut mit
dem Computer behandelt werden kénnen, bemiiht man sich in allen Teilgebieten von Na-
turwissenschaften, Technik und Wirtschaftswissenschaften zu 16senden praktische Pro-
bleme in Form linearer Gleichungssysteme zu fomulieren. Zusétzlich tauchen lineare Glei-
chungssysteme auch zahlreich als Teilproblem in komplexeren Modellen und zugehoérigen
Loésungsverfahren auf.

5.5.1 Matrix-Vektor-Schreibweise

Ein lineares Gleichungssystem (kurz: ) mit m Gleichungen und n Unbekannten hat

die Form
an 1+ -+ ap Ty = by

(5.88)
Am1 T1 + -+ G Ty, = by
Die a;; und die b; sind gegeben. Die x; sind gesucht.
Setzt man
aip o aip by 1
A= | ¢ . |, b=, x=|"], (5.89)
am1 - OGmn bm Tn

so kann man das deutlich kompakter und handhabbarer mit einem Matrix-Vektor-
Produkt als
Ax=1b (5.90)

schreiben. Die Matrix A wird als Systemmatrix bezeichnet, der gegebene Vektor b als
rechte Seite.

5.5.2 Struktur der Lésungsmenge

5.5.2.1 Anzahl der Lésungen konnen keine, genau eine oder unendlich viele Lo-
sungen besitzen. Ein einfaches Beispiel ohne Lésung ist

1 0] [z] _ [1]
1 0] [as)] = _2_. (5.91)

Das SRS o
. il =1, (5.92)

- L 2_ L -
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besitzt hingegen genau eine Losung.

Die Losungsmenge eines mit unendlich vielen Losungen besitzt eine sehr konkrete

und niitzliche Struktur. Zur weiteren Untersuchung unterscheiden wir zwei Typen von
-ﬂ:

Merke

Ein heiflit homogen, wenn die rechte Seite der Nullvektor ist. Andernfalls
heiflt das inhomogen.

5.5.2.2 Homogene Die Losungsmenge eines homogenen m mit n Unbekannten
ist offensichtlich ein linearer Unterraum des R™, denn die Summe zweier Losungen ist
wieder eine Losung und alle Vielfachen von Losungen sind Losungen. In Formeln:

Az =0, Ai=0 = A@+i)=Az+Ai=0+0=0 (5.93)

bzw.
Axr =0, eR = AAz)=XXAz=X-0=0. (5.94)

Somit kann es beispielsweise auch kein homogenes gegeben, welches genau zwei
Loésungen besitzt, da dann automatisch die Summe der beiden Losungen eine dritte
Losung liefern wiirde.

Beachte, dass der Nullvektor eine Losung jedes homogenen ist. Falls dies die einzige
Losung ist, ist die Losungsmenge gerade der triviale Unterraum {0}. Das andere Extrem
ist ein homogenes m mit Nullmatrix (nur Nullen) als Systemmatrix. Dann ist die
Losungsmenge ganz R”™.

5.5.2.3 Inhomogene Bei einem inhomogenen m ist die Losungsmenge stets
eine Untermannigfaltigkeit oder die leere Menge. Hat ein inhomogenes @ eine Losung
xz* € R" (und ggf. noch mehr), so kénnen wir das als

Az =Ax" (5.95)
schreiben. Setzen wir nun z := x — x*, so ist dies dquivalent zu dem homogenen
Az =0 (5.96)

(alles nach links bringen und A ausklammern). Dessen Losungsmenge ist ein Unterraum
und aus der Beziehung x = z* + T sehen wir, dass die Losungsmenge des urspriing-
lichen inhomogenen @ eine Untermannigfaltigkeit ist. Die Losungsmenge eines
inhomogenen ist stets eine verschobene Version der Losungsmenge des
homogene mit identischer Systemmatrix!
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5.5.2.4 Geometrische Interpretation Visualisiert man die Losungsmenge eines
mit zwei oder drei Unbekannten, so erhilt man wahlweise die leere Menge, einen Punkt,
eine Gerade, eine Ebene oder den ganzen Raum. Entsprechend eng verkniipft sind Ge-
raden und Ebenen mit linearen Gleichungssystemen.

Im R? korrespondieren Geraden mit den Losungsmengen von m mit zwei Unbekannten
und einer Gleichung:
a1 T + ajp T2 = by. (5.97)

Dabei diirfen a1; und a2 nicht gleichzeitig Null sein (warum?).

Im R3 korrespondieren Ebenen mit den Lésungsmengen von m mit drei Unbekannten
und einer Gleichung:
a1l X1 + a2 T9 + a1z x3 = by. (598)

Dabei durfen wieder ay1,a12, a3 nicht gleichzeitig Null sein.

Nebenbemerkung (Normalenvektor)

Liegt (27,75, 2%) € R? in der betrachteten Ebene, d.h. es gilt
a1 x] + a2 x5 + a1z x3 = by, (5.99)
so folgt fiir jeden anderen Punkt (1, 22,73) € R? in der Ebene
a1 (x1 — x7) + a12 (x2 — 27) + a1z (z3 — x7) = 0. (5.100)

Dies kann mittels Skalarprodukt als

ail T — )
aiz| o |za—a5| =0 (5.101)
ai13 Tr3 — x§

ausgedriickt werden. Der Vektor [an a1 alg]T ist also senkrecht zu jedem “in
der Ebene liegenden” Vektor (genauer: senkrecht zu jedem zur Ebene parallel ver-
laufenden Vektor). Vektoren mit dieser Eigenschaft werden als Normalenvektor
der Ebene bezeichnet. Man kann zeigen, dass alle Normalenvektoren einer Ebene

in R? Vielfache voneinander sind (anschaulich ist das klar).

Die Beschreibung einer Ebene als Losungsmenge der Gleichung a11 x1+a12 x9 = by
wird auch als Normalform der Ebenen bezeichnet. Hat der Vektor [an a1 alg] T
die Lange 1, so spricht man auch von der Hesse’schen Normalform. Dieser Be-
griff sollte aus der Schulmathematik bekannt sein.

Geraden im R? entsprechen den Losungsmengen von m mit drei Unbekannten und
zwei Gleichungen:

a11x1 + a2 + a3 3 = by (5.102)
a1 T1 + a2 T2 + a3 r3 = bo.
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Die Losungsmenge dieses ist der Durchschnitt der Losungsmenge der ersten Glei-
chung und der Loésungsmenge der zweiten Gleichung, also die Schnittgerade der beiden
durch die beiden Gleichungen beschriebenen Ebenen. Sind diese Ebenen parallel oder
identisch, so erhélt man keine Gerade als Losungsmenge des .

Vollig analog kann man sich iiberlegen, dass ein Punkt in R? als Schnitt zweier (nicht
paralleler oder identischer) Geraden entsteht, oder, alternativ, als Losung eines mit
zwei Unbekannten und zwei Gleichungen.

5.5.3 Manuelles Losen

16st man praktisch immer mit dem Computer (siehe unten). Dennoch sollen hier
kurz zwei Ideen skizziert werden, wie man ein (kleines) manuell 16sen kann. Das
manuelle Vorgehen ist insofern relevant als dass der Computer im Wesentlichen genauso
vorgeht (aber dabei viel schneller ist). Auch begegnen uns hier einige neue Begriffe, die
spater in anderem Kontext benotigt werden. Praktisch relevante besitzen heute
tausende Unbekannte und Gleichungen, sodass manuelles Losen nicht moglich ist.

5.5.3.1 GauB-Algorithmus Die Grundidee des als Gauf-Algorithmus bekannten Vor-
gehens ist das systematische Vereinfachen des Gleichungssystems ohne dabei die Lo-
sungsmenge zu verandern. Folgende Operationen sind dabei hilfreich und &ndern die
Losungsmenge nicht:

o Vertauschen der Reihenfolge der Gleichungen,
o Multiplizieren einer Gleichung mit einem Faktor (aufler Null),
e ein Vielfaches einer Gleichung zu einer anderen Gleichung hinzuaddieren,

e Gleichungen streichen, bei denen alle Koeffizienten und die rechte Seite Null sind.

Mit diesen Operationen kann man jedes auf Stufenform bringen, d.h. die Anzahl
der Unbekannten mit Nicht-Null-Koeffizient wird von Gleichung zu Gleichung kleiner.
Dabei richtet man den Ablauf so ein, dass die Unbekannten in der natiirlichen Reihen-
folge wegfallen. So taucht z; dann nur noch in der ersten (oder keiner) Gleichung auf;
9 erscheint hochstens in den ersten beiden Gleichungen usw. Welche Operation wann
und wie anzuwenden ist um eine Stufenform des @ zu erhalten, folgt einem einfa-
chen Schema, welches man ohne nenneswerte Denkarbeit abarbeiten kann (fiir solche
Aufgaben wurde der Computer erfunden...).

Ist das in Stufenform, so kann man mit der letzten Gleichung beginnend die Losung
Gleichung fiir Gleichung leicht zusammensetzen. Dieser Vorgang wird als Riickwérts-
einsetzen bezeichnet und folgt ebenfalls wieder einem klaren Schema ohne Notwendig-
keit des Nachdenkens.

Da wir den Gaufl-Algorithmus dem Computer iiberlassen, verzichten wir hier auf Details
und Sonderfille und belasses es bei einigen Beispielen:
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Beispiel (GauB3-Algorithmus bei genau einer Losung)
Das
2z1+x2+23=0
221 —20+9x3=6 (5.103)
221 +2x0 —23=1
ist aquivalent zu folgendem in Stufenform:
221 +x2+23=0
—2x9+8x3 =06 (5.104)
2 xIr3 = 4.
Riickwértseinsetzen liefert .
T2
x= |5 (5.105)
2
(Video 530, Notizen dazd).
Beispiel (GauB3-Algorithmus bei Nichtlosbarkeit)
Das
2x1 +x2+23=0
3
3x1—§x2+9x3:6 (5106)
221+ 219 — §x3: 1
2
ist dquivalent zu folgendem m in Stufenform:
2z1+x2+23=0
xro — 5 Tr3 = 1 (5107)
0=09.
Dieses EGQ besitzt _auferund der letzten Gleichung offensichtlich keine Losung

(Video 535, llﬂotizen daz]i).

Beispiel (Gauf3-Algorithmus bei unendlich vielen Losungen)
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Das

2x1+220+23=0
—6x1+322+9x3=06 (5.108)
221 +2x3+ 323 =1

ist dquivalent zu folgendem in Stufenform:

2x1+x0+23=0

(5.109)
6x2+ 1223 = 6.
Dieses besitzt die Losungsmenge
_1 1
2 2
1 | +t]|-2|:teR (5.110)
0 1

(Video 540, Notizen daz).

Die Dimension der Losungsmenge eines kann man gut an der Systemmatrix des
in Stufenform ablesen. Dazu folgender Begriff:

Merke

Der Rang einer Matrix R™*™ ist die maximale Anzahl linear unabhéngiger Zeilen
von A. Der Rang von A wird mit rgA abgekiirzt.

Man kann zeigen, dass der Rang gleichzeitig auch der maximalen Anzahl linear unab-
héngiger Spalten in A entspricht. Fiir A € R™*" gilt also 0 < rg A < min{m,n}.

Zur Berechnung des Rangs einer Matrix kann der Gaufl-Algorithmus verwendet werden,
denn der Rang ist gerade die Anzahl an Nicht-Null-Zeilen der Stufenform der Matrix.
Beachte, dass je nach gewédhltem Vorgehen unterschiedliche Stufenformen entstehen kon-
nen. Alle werden aber die gleiche Anzahl an Nicht-Null-Zeilen haben.

Die Dimension der Losungsmenge eines homogenen (!) ist gerade m—rg A, wobei m
die Anzahl der Gleichungen ist. Bei einem inhomogenen mit rg A < m (also Null-
Zeilen in der Systemmatrix der Stufenform) besitzt das entweder keine Losung oder

die Losungsmenge hat die Dimension m — rg A.

Nebenbemerkung

Der Rang einer Matrix spielt auch abseits des Losens von gelegentlich eine
Rolle. Grund dafiir ist der folgende Zusammenhang: Der Rang von A € R"™*" ist
identisch mit der Dimension des Bildraums der Abbildung x — Az, also mit
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der Dimension des Unterraums
{Az: z e R"} (5.111)

von R™,

Die folgenden beiden Begriffe sind intuitiv klar, bediirfen aber einer Diskussion im Kon-
text des Gauf3-Algorithmus:

Merke
Ein mit m Gleichungen und n Unbekannten heifit

e unterbestimmt, wenn m < n,

e iiberbestimmt, wenn m > n.

Man kann nun etwas unbedacht Aussagen formulieren wie “unterbestimmte haben
unendlich viele Losungen” oder “iiberbestimmte sind nicht l6sbar”. Dies ist aber
nicht immer korrekt. Einerseits konnen unterbestimmte m trotzdem sich widerspre-
chende Gleichungen enthalten, also keine Losung besitzen. Andererseits konnen iiberbe-
stimmte m redundante Gleichungen enthalten, sodass dennoch Losungen existieren.
Das tatsachliche Losungsverhalten eines m erkennt man erst an der Stufenform!

5.5.3.2 Inverse Matrix Fiir mit quadratischer Systemmatrix A € R™" kann
man, sofern das eindeutig l6sbar ist, die Losung als Matrix-Vektor-Produkt mit
einer geeigneten Matrix angeben. Dazu folgender Begriff:

Merke

Sei A € R™*" eine quadratische Matrix und sei I € R™*™ die Einheitsmatrix. Gibt
es eine quadratische Matrix B € R™*"™, sodass

AB=1 und BA=1, (5.112)

gilt, so heifit A invertierbar. Die Matrix B heifit dann Inverse zu A oder inverse
Matrix zu A. Das iibliche Symbol fiir die Inverse ist

Al .=B. (5.113)

.

Man kann zeigen, dass eine Matrix A € R™*" genau dann invertierbar ist, wenn rg A = n
gilt. In diesem Fall kann man das m

Az =b (5.114)
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auf beiden Seiten von links mit der Inversen multiplizieren:
A Az = A1y, (5.115)
Wegen A~ A = I und I 2 = 2 erhalten wir mit
r=A"1b (5.116)
eine direkte Berechnungsvorschrift fiir die Losung des . Es bleibt somit nur die Frage

zu kldren, wie man zu A~! kommt.

Das manuelle Aufstellen der Inversen ist sehr mithsam. Man kann das Problem auf das
Losen von n zuriickfithren, die alle die gleiche Systemmatrix (ndmlich A) besit-
zen; nur die rechten Seiten unterscheiden sich (das sind gerade die n Spalten von I).
Hintergrund ist der Zusammenhang

| |
AB= |Aby - Aben (5.117)

| |
fir Matrix-Vektor-Produkte (vgl. Section ) Wenn nun AB = I gelten soll, so

miissen also die

Ab.l = €1, ey Ab.n = €n (5118)

erfiillt sein, wobei eq, . .. , e, die Spalten von I sind (e hat eine Eins als k-te Komponente,
sonst Nullen). Diese kénnen mit dem GauB-Algorithmus gelést werden.

Aufgrund des Rechenaufwands ist das Losen von linearen Gleichungssystemen mittels
inverser Matrix nur sinnvoll, wenn das m sehr oft fiir verschiedene rechte Seiten
(und gleiche Systemmatrix) gelost werden muss. Dieser Fall tritt in der Praxis gar
nicht so selten auf. Aus Sicht des Anwenders (d.h. (Vermessungs-)Ingenieurs oder (Geo-
)Informatikers) sind solche Fragen aber wenig relevant, da diese Themen innerhalb von
auf effizientes Losen von m spezialisierten Software-Bibliotheken behandelt und ent-
schieden werden und damit dem Auge des Anwenders verborgen bleiben.

Finige niitzliche Zusammenhénge beim Rechnen mit Inversen seien noch erwidhnt. Diese
lassen sich leicht herleiten. Fiir quadratische Matrizen A, B € R™*"™ gilt:

e Sind A und B invertierbar, so ist auch A B invertierbar und es gilt

(AB)"'=B71A7L (5.119)

o Ist A invertierbar, so ist auch A~! invertierbar und es gilt

(A~ H)=t = A (5.120)

o Ist A invertierbar, so ist auch A" invertierbar und es gilt
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(AN =@ hHT. (5.121)

Manchmal schreibt man auch A~7 fiir die Inverse der Transponierten (bzw. fiir
die Transponierte der Inversen).

e A ist genau dann invertierbar, wenn det A # 0 gilt.

5.5.4 Symbolisches Ldsen

Mit SymPy kénnen lineare Gleichungssysteme wahlweise direkt als Liste von Gleichungen
gelost werden oder in der Matrix-Vektor-Form. Als Liste von Gleichungen:

import sympy
X, y, z = sympy.symbols('x y z')

sympy . linsolve ([
2*xx+y+z-0,
-6 xx+3 *xy+9*xz -6,
2*xx +2*xy+3*xz -1
1, x, y, z1)

{(z/2 - 1/2, 1 - 2%z, z)}

Beachte, dass sympy . linsolve auf der rechten Seite der Gleichungen von Nullen ausgeht,
wir also die rechte Seite des zu l16senden zundchst auf die linke Seite bringen miissen.

Das Losen in Matrix-Vektor-Schreibweise funktioniert nur bei invertierbarer Systemma-
trix:

A = sympy.Matrix([

2, 1, 11,
[2, -1, 91,
[2, 2, -1]
D
b = sympy.Matrix([0, 6, 1])
A .solve(b)
Matrix ([
[ -7/2],
[ 5],
[ 21D
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Da symbolisch (nicht numerisch) gelost wird, kénnen im auch allgemeine Parameter
enthalten sein:

c = sympy.symbols('c')

A = sympy.Matrix([
[23 1, C]:
[2’ _19 9]3
[2, 2, -1]
D
b = sympy.Matrix([0, 6, 1])
A . solve(b)
Matrix ([

[(13%c + 15)/(6%c - 14)],
[ ( -Bxc - 15)/(3*c - 7)1,
[ -32/(12xc - 28)11)

Die Inverse einer Matrix kann ebenfalls mit SymPy berechnet werden:

A = sympy.Matrix([

[2’ 1’ 1],
(2, -1, 91,
[2’ 2a _1]
D
A.inv()
Matrix ([
[17/8, -3/8, -5/4],
[ _5/2’ 1/23 2]:

[ -3/4, 1/4, 1/211)

5.5.5 Numerisches Losen

Mit NumPy kénnen numerisch gelost werden. Dies ist deutlich schneller als das

symbolische Losen. Bei kleinen (z.B. die obigen Beispiele) spielt dieser Geschwin-
digkeitsvorteil keine Rolle. Praktisch relevante @ sind aber viel grofier und symbolisch
nicht mehr in akzeptabler Zeit 16sbar.

Das numerische Loésen funktioniert nur, wenn die Systemmatrix invertierbar ist.

import numpy as np
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A = np.array([

2, 1, 11,
2, -1, 91,
(2, 2, -1l

D
b = np.array([0, 6, 1])

np.linalg.solve(A, b)

5.5 Lineare Gleichungssysteme

array([ -3.5, 5. , 2. 1)

Auch die Inverse kann numerisch brechnet werden:

A = np.array([

2, 1, 11,
(2, -1, 91,
[2, 2, -11

D

np.linalg.inv(A)

array([[ 2.125, -0.375, -1.25 1],
[-2.5 , 0.5 , 2. 1,
[ -0.75 , 0.25 , 0.5 11)

Nebenbemerkung

Das numerische Losen von bedarf einiger Vorsicht, da viele praktisch rele-
vante “schlecht konditioniert” sind. Das bedeutet, dass selbst sehr kleine
Anderungen an der rechten Seite zu sehr groBen Anderungen in der Losung fiih-
ren koénnen. Da die rechte Seite meist (fehlerbehaftete) Messwerte enthélt und da
aufgrund der Funktionsweise von Computern immer kleine Rundungsfehler auf-
treten, kann in solch einem Fall die numerisch berechnete Losung stark von der
tatsachlichen Losung abweichen, bis hin zur Unbrauchbarkeit der “Losung”. Diese
komplexe Thematik ist ein wesentlicher Gegenstand der Numerik als Teilgebiet
von Mathematik und Informatik. Bevor man ernsthaft grofie numerisch 16st,
sollte man sich unbedingt genauer mit dieser Thematik beschéftigen!

5.5.6 Beispiel: Koordinaten bzgl. einer Basis

Hatten noch die Frage offen gelassen, wie wir zu einer gegebenen Basis {b1,...,b,} in
einem Unterraum U von R"™ die Koordinaten eines Vektors x € U bzgl. dieser Basis
berechnen kénnen. Wie wir nun sehen werden, fihrt diese Frage auf ein , dessen
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Losung gerade die gesuchten Koordinaten sind.

Sei x € R. Gesucht sind die Zahlen Ay, ..., A., sodass
> by =ua (5.122)
k=1

gilt. Schreiben wir die Basisvektoren als Spalten in eine Matrix B € R™", so soll also
Bl==x (5.123)
gelten (vgl. dazu auch Section )

Fiir einen echten Unterraum (also r < n) ist dieses L.GY iiberbestimmt, wird also nicht
fir alle x € R™ eine Losung besitzen. Man kann jedoch zeigen, dass dieses m firz e U
stets eindeutig 16sbar ist. Fiir U = R" ist die in diesem Fall quadratische Matrix B also
insbesondere invertierbar.

Fiir den Fall » = n koénnen wir noch weitere niitzliche Beobachtungen machen: Handelt

es sich bei {b1,...,b,} um eine ONB in R", so folgt aus
n
z =) by (5.124)
k=1

durch Bilden des Skalarprodukts mit b;, dass

H?Obl = (ZAk bk) Obl :Z)\k (bkobl) :Al, (5125)
k=1

k=1
also
zob
A=| : | =Bz (5.126)
zob,
gilt. Die gesuchten Koordinaten von x bzgl. {b1,...,b,} erhédlt man damit ohne nen-

nenswerte Miihe als Matrix-Vektor-Produkt.

Da die Gleichung # = B BT z fiir beliebige 2 € R" wie gezeigt hergeleitet werden kann,
muss

BBY =1 (5.127)
gelten. Offensichtlich gilt auch

B'B=1. (5.128)
Die Matrix B ist also invertierbar und die Inverse ist

Bt =BT (5.129)

Matrizen, bei denen die Inverse gerade die transponierte Matrix ist, spielen in verschie-
denen Teilgebieten von Mathematik (und auch Physik) ein Rolle und bekommen deshalb
einen eigenen Name:
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Nebenbemerkung

Eine quadratische Matrix A € R™*™ heifit Orthogonalmatrix, wenn sie inver-
tierbar ist und A=! = AT gilt.

Folgende Eigenschaften von Orthogonalmatrizen sind gelegentlich hilfreich (und leicht
einzusehen):

o Es gilt

ATA=T7T und AAT =1 (5.130)

« Die Spalten von A bilden ein Orthonormalsystem (wegen AT A = I).
« Die Zeilen von A bilden ein Orthonormalsystem (wegen A AT = I).

« Die Transponierte AT ist ebenfalls eine Orthogonalmatrix (weil A = (A1) ihre
Inverse ist).

e Das Produkt zweier Orthogonalmatrizen A, B € R™ ist wieder eine Orthogonalma-
trix, denn

(AB "' =B 1At =BTAT =B (5.131)

Nebenbemerkung

Beachte, dass die Begriffe sich hier etwas inkonsistent eingebiirgert haben. Bei Or-
thogonalmatrizen sind die Spalten stets normiert, auch wenn das nicht aus dem
Name hervorgeht. Bei Orthogonalsystemen miissen die Vektoren jedoch nicht nor-
miert sein. Sind die Vektoren in letzterem Fall normiert, spricht von einem Ortho-
normalsystem. Der Begriff “Orthonormalmatrix” ist hingegen nicht gebrauchlich.

5.5.7 Beispiel: Kreuzprodukt

In der Ebene steht man gelegentlich vor der Aufgabe, zu einem gegebenen Vektor a €
R? \ {0} einen zweiten Vektor b € R? \ {0} zu finden, sodass beide Vektoren senkrecht
zueinander verlaufen. Analog moéchte man gelegentlich im Raum zu zwei gegebenen,
linear unabhiingigen Vektoren a,b € R? \ {0} einen dritten Vektor ¢ € R3\ {0} finden,
der sowohl senkrecht zu a als auch senkrecht zu b verlauft. Diese Aufgabenstellung koénnen
wir als formulieren:

o Fiir a,b € R?\ {0} soll aob =0 gelten (b gesucht), d.h.

a1 by +as by = 0. (5.132)
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e Fiir a,b,c € R?\ {0} sollen aoc =0 und bo c = 0 gelten (c gesucht), d.h.

aycy+agca+age3 =0

(5.133)
bic1 4+ boyco 4+ bgeg =0.

In beiden Féllen handelt es sich um homogene . Der Rang der Systemmatrizen

a]; ag as
[a1 as] bzw. |:b1 by bJ (5.134)

ist 1 bzw. 2 (a und b sind als linear unabhéngig vorausgesetzt!), also um 1 niedriger
als die Anzahl der Unbekannten. Somit ist die Losungsmenge (Unterraum!) in beiden
Féllen eindimensional, d.h. die Richtung des gesuchten Vektors ist bis auf das Vorzeichen
festgelegt. Da wir die Lange des gesuchten Vektors frei wiahlen konnen, wihlen wir diese
so, dass die Darstellung des Vektors als Formel moglichst einfach wird.

Durch Einsetzen in das entsprechende prift man leicht nach:

o In R2 erfiillt

b= {“2} (5.135)

die Anforderungen.

o In R3 erfiillt

az by — az by
C= |a3 b1 — ai b3 (5136)
aq b2 — ag b1

die Anforderungen.

Merke
Fiir zwei Vektoren a,b € R heifit der Vektor
as bg — ag bs
axb:= as b1 — a bg (5.137)
aj bg — an b1
Kreuzprodukt (oder dufleres Produkt) von a und b.

Das Kreuzprodukt verlauft stets senkrecht zu a und senkrecht zu b.

Man kann zeigen, dass die Linge ||a x b|| des Kreuzprodukts gerade dem Flécheninhalt
des von a und b aufgespannten Parallelogramms entspricht.
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Zu zwei linear unabhéngigen Vektoren liefert uns das Kreuzprodukt gerade einen Vektor,
der zusammen mit den beiden Ausgangsvektoren ein Rechtssystem bildet. Wahlt man
stattdessen gerade einen Vektor in entgegengesetzter Richtung, so erhélt man ein Links-
system. Da diese beiden Begriffe im Folgenden keine Rolle spielen, verweisen wir fiir eine
genauere Erklarung auf den Wikipedia-Artikel zu Rechtssystemen (beachte insbesondere
die Rolle der Determinante bei der Unterscheidung von Rechts- und Linkssystemen!).

Nebenbemerkung

Das Kreuzprodukt kann man auch fiir Vektoren in R™ fiir n # 3 einfithren. Aller-
dings ist das Kreuzprodukt dort eine Abbildung, die n — 1 gegebene Vektoren in
einen neuen Vektor iiberfithrt, der senkrecht zu allen gegebenen Vektoren verlauft.
Fiir n = 2 liefert dieses verallgemeinerte Kreuzprodukt gerade den oben von uns
gefundenen Vektor b.

Fiir das Rechnen mit Kreuzprodukten kann man sich einige niitzliche Zusammenhénge
iiberlegen, z.B. 0xa = 0 und axb = —(bxa). Fiir eine Ubersicht solcher Zusammenhinge
sei bei Bedarf auf die entsprechende Auflistung im Wikipedia-Artikel zum Kreuzprodukt
verwiesen. Bei praktischen Aufgabenstellungen aus Vermessungswesen und Informatik
wird man nur duflerst selten mit Kreuzprodukten rechnen miissen. Das Ergénzen zweier
Vektoren zu einer Basis in R? mittels Kreuzprodukt ist hingegen 6fter von Nutzen.
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5.6 Koordinatentransformationen

Eine wichtige Anwendung der bisher eingefithrten Werkzeuge sind Koordinatentrans-
formationen einschliellich damit verbundener Projektionstechniken (siehe unter fiir ein
Praxisbeispiel). Ziel ist die Wahl von fiir den jeweiligen Einsatzzweck besonders gut ge-
eigneten Koordinatensystemen zur Beschreibung der Position von Punkten und anderen
geometrischen Objekten. Gut geeignet ist ein Koordinatensystem immer dann, wenn die
Koordinaten der betrachteten Objekte einfach zu handhaben sind, also z.B. nur wenige
Koordinaten von Null verschieden sind oder relevante Objekteigenschaften direkt aus
den Koordinaten abgelesen werden kénnen.

Konzentrieren uns hier auf lineare Koordinatentransformationen. Erwdhnen aber zu-
néchst zwei wichtige nichtlineare Transformationen.

5.6.1 Nichtlineare Koordinatentransformationen

Fiir die spéatere Verwendung, jedoch ohne ndhere Untersuchung, seien hier Polar- und
Kugelkoordinaten erwdahnt. Dabei handelt es sich um sehr spezielle Koordinatensysteme,
die nicht durch lineare Transformationen aus dem Standardkoordinatensystem erhalten
werden konnen. Unter “Standardkoordinatensystem” verstehen wir in R? die Angabe
von Koordinaten beziiglich der Basis {[1 O}T, [0 I]T}; in R? analog. Solche Koordi-
natensysteme und entsprechende Transformationen sind Inhalt von spezielleren Lehrver-
anstaltungen zum Vermessungswesen.

5.6.1.1 Polarkoordinaten Als Polarkoordinaten versteht man die Darstellung eines
Punktes (z,y) in der Ebene durch zwei Werte r > 0 und ¢ € [0,27), wobei r der
Abstand zum Koordinatenursprung ist und ¢ den Winkel zwischen positiver z-Achse
und dem Strahl vom Ursprung durch (x,y) angibt. Polarkoordinaten hatten wir bereits
im Abschnitt Section eingefiihrt; dort findet man auch eine grafische Darstellung
des Sachverhalts.

Die Transformation von Polarkoordinaten zu Standardkoordinaten ist durch

T =17 Ccosy,
s (5.138)
y =1 singp

gegeben. In umgekehrter Richtung gilt
r=+z%+y> (5.139)

Die Berechnung von ¢ ldsst sich jedoch nur umsténdlich als Formel aufschreiben. Aller-
dings bieten mathematische Software-Bibliotheken (z.B. NumPy) meist eine Funktion
atan2 an. Dies ist eine spezielle Variante des Arcustangens, die zu den zwei zu iiberge-
benden Argumenten x und y gerade den Winkel ¢ liefert.
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5.6.1.2 Kugelkoordinaten Als Kugelkoordinaten versteht man die Darstellung eines
Punktes (z,y,z) € R? im Raum durch drei Werte r > 0, ¢ € [0,27) und 9 € [0, 7],
wobei r der Abstand zum Ursprung ist, ¢ den Winkel zwischen positiver x-Achse und
dem Strahl vom Ursprung durch (x,y,0) angibt und 9 der Winkel zwischen positiver
z-Achse und dem Strahl vom Ursprung durch (z,y, 2) ist.

AZ

Lage der Winkel bei Kugelkoordinaten (Quelle: commons.wikimedia.org, Nutzer
Inductiveload, CCO, vom Autor bearbeitet).
Die Transformation von Kugelkoordinaten zu Standardkoordinaten ist durch
x =1 (cosy) sind,
y =1 (sinp) sind, (5.140)
z =1 cost
gegeben. In umgekehrter Richtung gilt

r=+z?+y>+ 2% (5.141)

Die Berechnung der beiden Winkel léasst sich nur miihsam in Formeln ausdriicken und
entfallt hier deshalb.

Beachte, dass die hier wiedergegebene und in der Mathematik {ibliche Form der Ku-
gelkoordinaten von der in der Geografie iiblichen Darstellung abweicht. Der Winkel ¢
entspricht der geografischen Lange eines Punktes, wobei in der Geografie meist das In-
tervall (—m, 7] verwendet wird. Der Winkel ¥ entspricht gerade dem Wert

g — geografische Breite. (5.142)
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Statt vom Nordpol ausgehend misst man in der Geografie also relativ zur Aquatorebene.

Breite

Lénge

Lage der Winkel bei geografischen Koordinaten (Quelle: commons.wikimedia.org,
Nutzer Peter Mercator, CC(, vom Autor bearbeitet).

Auflerdem werden in der Geografie Breite und Lénge tiblicherweise im Gradmafl und
nicht, wie in der Mathematik verbreitet, im Bogenmafl angegeben. In beiden Gebieten
ist jedoch im Prinzip beides moglich, da sich die entsprechenden Zahlenwerte nur um
einen konstanten Faktor unterscheiden:

1
Winkel im Gradmafl = 180 Winkel im BogenmaSf. (5.143)
™

5.6.2 Koordinatensysteme

Haben den Begriff “Koordinatensystem” bisher eher intuitiv verwendet ohne genauere
Definition. Prézisieren diesen Begriff nun, damit Missverstdndnisse vermieden werden.
Beachte, dass wir im Weiteren nur geradlinige, rechtwinklige Koordinatensystem be-
trachten ohne dies explizit sprachlich sichtbar zu machen, also solche, die die folgenden
beiden Bedingungen erfiillen:

e Bei Verdnderung genau einer Koordinate eines Punktes wird der Punkt entlang
einer Gerade verschoben.

« Die Verschiebungsrichtungen bei Anderung jeweils genau einer Koordinate verlau-
fen senkrecht zueinander.

132


https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=12226167
https:////commons.wikimedia.org/wiki/User:Peter_Mercator
http://creativecommons.org/publicdomain/zero/1.0/deed.en

5.6 Koordinatentransformationen

Beispielsweise liefern Polarkoordinaten und Kugelkoordinaten keine geradlinigen Koor-
dinatensysteme, da das Verdndern eines Winkels zu einer krummlinigen Bewegung des
Punktes fiihrt. Manchmal werden die hier betrachteten Koordinatensysteme als “karte-
sisch” bezeichnet. Diese Bezeichnung wird aber in der Literatur unterschiedlich verwen-
det.

Merke

Ein Koordinatensystem in R” ist ein Paar (0, B) bestehend aus einem Punkt
O = (61,...,0,) € R™ und einer Basis B = {b1,...,b,}. Der Punkt © wird
als Ursprung des Koordinatensystems bezeichnet. Die Basisvektoren geben die
Richungen der vom Ursprung ausgehenden Koordinatenachsen an.

Als Koordinaten eines Punkts P = (p1,...,p,) € R"™ beziiglich des Koordina-

tensystems (0, B) bezeichnen wir die Koordinaten des Vektors © P beztiglich der
Basis B.

by 3 E

> T

Die Koordinaten das Punktes P bzgl. des Koordinatensystems (0, B) sind gerade
die Koordinaten des Vektors 6)? bzgl. der Basis B.

Im Folgenden bezeichnen wir mit {ey, ..., ey} stets die Standardbasis in R" (e hat als
k-te Komponente eine Eins, sonst Nullen). Zusammen mit dem Ursprung (0,...,0) € R”
beschreibt diese das Standardkoordinatensystem in R”.

Nebenbemerkung (Achsen vs. Basis)

Ublicherweise deutet man bei der grafischen Darstellungen eines Koordinatensys-
tems die Koordinatenachsen als (lange) Pfeile an, die iiber den gesamten relevan-
ten Bereich verlaufen, wie in der obigen Abbildung fiir die z- und die y-Achse
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(Standardkoordinatensystem) geschehen. Die (kurzen) Basisvektoren selbst tau-
chen im Normalfall nicht auf, wurden jedoch des besseren Verstiandnisses halber
in der Abbildung an Stelle der Achsen des Koordinatensystems (0, B) dargestellt.

Nebenbemerkung (griechische Buchstaben)

Das Zeichen © ist ein grofies griechisches Theta und wurde hier aufgrund seiner
Ahnlichkeit zur Null oder zu O gewihlt. Das kleine griechische Theta gibt es
in zwei Varianten: ¥ und 0. Fiur Winkel nutzen wir meist ¢}, da dieses nicht so
schnell mit der Null verwechselt werden kann. Fiir die Komponenten eines Punktes
© nutzen wir hingegen #, da dieses mehr Ahnlichkeit zu © hat. Generell kann
es nicht schaden, sich mit griechischen Buchstaben zu befassen, da diese in der
Mathematik und all ihren Anwendungsgebieten (Naturwissenschaften, Technik....)
gern und oft verwendet werden. Eine gute Ubersicht liefert der Wikipedia-Artikel
zum griechischen Alphabet. Auch die meisten Formelsammlungen enthalten solche
Ubersichten.

\.

Beachte, dass wir zwischen “Koordinaten bzgl. einer Basis” und “Koordinaten bzgl.
eines Koordinatensystems” unterscheiden. Erstere werden relativ zum Punkt (0,...,0)
angegeben, letztere relativ zum Ursprung des Koordinatensystems. Die Koordinaten
bzgl. einer Basis B sind identisch mit den Koordinaten bzgl. des Koordinatensystems
(0, B) (hier steht 0 fir den Nullpunkt (0,...,0)).

Schreiben wir die Basisvektoren eines Koordinatensystems (O, B) als Spalten in eine
Matrix, so kénnen wir entsprechend den Ausfithrungen in Section @ die Koordinaten
eines Punktes P bzgl. des Koordinatensystems als Matrix-Vektor-Produkt berechnen.
Um nicht zu viele verschiedene Symbole einzufiithren, verwenden wir fiir die Basis und
fiir die Matrix der Basisvektoren das selbe Symbol B. Je nach Kontext handelt es sich
dabei also um eine Menge von Vektoren oder um eine Matrix! Fiir die Koordinaten
Ui,...,u, eines Punktes P = (p1,...,pn) € R™ bzgl. des Koordinatensystems (O, B)
gilt nun

Uy p1 — b1
=BT S (5.144)
Un Pn — Oy
Umgekehrt bekommt man aus den Koordinaten ui,...,u, auch die Werte p1,...,pn

zuriick (vorherige Formel umstellen; dabei BT = B~! beachten):

P1 01 U1
l=1:|+B]:]. (5.145)

Dn O U,
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Nebenbemerkung (Koordinatensysteme in Unterrdumen)

Im Prinzip miisste man auch Koordinatensysteme in Unterrdumen und Unterman-
nigfaltigkeiten des R™ diskutieren. Um diesen zusétzlichen Aufwand zu vermeiden,
erganzen wir eine in einem Unterraum zu einer in ganz R” (dies ist
immer moglich!) und wéhlen den Ursprung im Unterraum bzw. in der Unter-
mannigfaltigkeit. Betrachten wir nun die Koordinaten eines Punktes bzgl. dieses
Koordinatensystems im R", so sind die Koordinaten zu den ergianzten Koordina-
tenachsen alle Null, sofern der Punkt im Unterraum bzw. der Untermannigfal-
tigkeit liegt. Die ergédnzten Achsen sind also nur von formalem Interesse, werden
aber nicht fiir die Beschreibung der relevanten Punkte/Vektoren benétigt.

5.6.3 Wechsel des Koordinatensystems

Als lineare Koordinatentransformation bezeichnen wir die Berechnung der Koordi-
naten eines Punktes bzgl. eines “neuen” Koordinatensystems aus den Koordinaten dieses
Punktes bzgl. eines “alten” Koordinatensystems. Wie wir sehen werden, entspricht die
Transformationsformel, die die alten Koordinaten in die neuen iiberfihrt, bis auf zusétz-
liche Verschiebungsoperationen einer linearen Abbildung von R™ nach R”.

Sei also (©, B) mit © = (0y,...,0,) und B = {b1,...,b,} das “alte” Koordinatensystem

und seien ug,...,u, die Koordinaten eines Punktes P = (p1,...,pn) € R™ beziiglich
dieses Koordinatensystems. Weiter sei (I', C') mit I' = (71,...,7v,) und C = {c1,...,cn}
das “neue” Koordinatensystem und v1,...,v, seien die Koordinaten des Punktes P

beziiglich dieses Koordinatensystems. Wir wissen bereits, dass die folgenden Beziehungen
gelten:

« Ubergang vom Standardkoordinatensystem zu (I, C):

U1 p1—mn
=0t (5.146)
Un Pn —n
o Ubergang von (0, B) zum Standardkoordinatensystem:
p1 61 uy
=1 +B| . (5.147)
Pn On Un

Setzen wir die zweite Formel in die erste ein, so erhalten wir die gesuchte Transformati-
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onsvorschrift: )
Gt pP1—m p1 B!
o et : —_oT || T
Un, | Pn = Tn Pn In
[0, uy gl
=CT || +C"B| | -0 | (5.148)
| On Up, Yn
(01 — 71 u1
=ct| : | +C'B
_en —Tn Un

Der Ubergang zwischen zwei Koordinatensystemen besteht also aus dem Anwenden einer
linearen Abbildung (Multiplikation mit einer Matrix) und einer Verschiebung,.

Nebenbemerkung

Als Plausibilitatstest fiir die gefundene Transformationsformel kann man den Spe-
zialfall betrachten, dass wahlweise das alte oder das neue Koordinatensystem das
Standardkoordinatensystem ist. Dann sollte sich die Transformationformel auf die
Formel zur Berechnung der Koordinaten eines Punktes bzgl. eines Koordinaten-
systems reduzieren.

Nebenbemerkung

Meistens benétigt man die hier hergeleitete Transformationsformel fiir den Wech-
sel des Koordinatensystems gar nicht, wenn man, wie wir, stets das Standardkoor-
dinatensystem als Arbeitsgrundlage nutzt, also keine koordinatenfreie Geometrie
betreibt (vgl. Nebenbemerkung (koordinatenfreie Geometrie)). Man ist praktisch
nur mit Ubergéingen zwischen dem Standardkoordinatensystem und einem an-
deren Koordinatensystem konfrontiert, kaum mit dem Ubergang zwischen zwei
verschiedenen Nicht-Standardkoordinatensystemen.

5.6.4 Beispiel: Orthografische Azimuthalprojektion

5.6.4.1 Problemstellung und Losungsansatz Fiir eine Region (z.B. Deutschland) soll
eine moglichst verzerrungsarme, zweidimensionale Kartendarstellung gefunden werden.
Der Einfachheit halber legen wir uns auf orthografische Azimuthalprojektionen fest. Bei
diesen ist die Verzerrung in der Kartenmitte am geringsten, sodass wir als Kartenmitte
die “Mitte” der darzustellenden Region wahlen. Unter “Mitte” verstehen wir hier den
Punkt auf der Erdoberflache, fir den die maximale Entfernung zu allen anderen Punk-
ten der Region am geringsten ist. Fiir Deutschland ist dies 10.456555° 6stliche Lénge,
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51.237923° nordliche Breite (Quelle: Administrative units/azimuthal equidistant projec-
tions datasets).

Zu einem durch geografische Lénge und Breite gegebenen Punkt auf der Erdoberfliche
sind die Koordinaten beziiglich des Kartenkoordinatensystems gesucht. Der Ursprung
dieses Koordinatensystems liegt im Mittelpunkt der Region und die relevante Karten-
ebene (die Ebene, die von den ersten beiden Koordinatenachsen aufgespannt wird) soll
die als Kugeloberfliche angenommene Erdoberfliche in diesem Punkt beriihren, aber
nicht schneiden (Stichwort: Tangentialebene; diesen Begriff diskutieren wir néchstes Se-
mester genauer).

Aufgabe: Man finde eine Formel, die Liangen- und Breitenangaben in Kartenkoordinaten
iberfiihrt.

Wir werden diese Aufgabe in drei Schritten 16sen:

1. Lingen- und Breitenangaben in Punkte in R? iiberfiihren.

2. Eine Basis fiir die Beschreibung des Kartenkoordinatensystems wéhlen (der Ur-
sprung ist schon geklart).

3. Die Berechnung der Koordinaten eines Punktes bzgl. des Kartenkoordinatensys-
tems klaren.

4. Eine Gesamtformel “zusammenbauen”, die die Aufgabenstellung 16st.

5.6.4.2 Punkte im Raum Seien A € (—180,180] und ¢ € [-90, 90] geografische Lénge
und Breite eines Punktes auf der Erdoberfliche im Gradmafl. Wir legen die als Kugel-
oberfliche angenommene Erdoberfliche so in den R3, dass

o der Erdmittelpunkt bei (0,0,0) liegt,
o die positive z-Achse die Erdoberfliche bei 0° Lénge und 0° Breite durchstoft,

o die positive y-Achse die Erdoberfliache bei 90° 6stlicher Lénge und 0° Breite durch-
stofit

o die positive z-Achse den Nordpol durchst68t (90° nordliche Breite).

Fiir einen durch geografische Lingen- und Breitenangaben A und ¢ beschriebenen Punkt
P auf der Erdoberfldche erhalten wir die Koordinaten bzgl. des Standardkoordinaten-

systems in R? somit als
(cos (555)) = (5~ 155 ¢)
SRS T A CRRE TR

y=r (sin (& /\)) sin (g - % ), (5.149)
T i
z:rcos(g—@C)-

Dabei ist » = 6371 der mittlere Erdradius in Kilometer. Die Koordinaten x, y, z sind
entsprechend ebenfalls als Entfernungen vom Ursprung in Kilometer zu interpretieren.

137


https://www.openstreetmap.org/?mlat=51.237923&mlon=10.456555#map=19/51.237923/10.456555
https://www.openstreetmap.org/?mlat=51.237923&mlon=10.456555#map=19/51.237923/10.456555
https://www2.htw-dresden.de/~fjeme691/flemming/codedata/au_aep_datasets.html
https://www2.htw-dresden.de/~fjeme691/flemming/codedata/au_aep_datasets.html

5 Vektoren und Matrizen

Die Koordinaten des Mittelpunkts der betrachteten Region bezeichnen wir mit xg, yo, 2o.
Diese entstehen mittels obiger Formeln aus Linge A¢ und Breite {y des Mittelpunkts der
Region.

5.6.4.3 Kartenkoordinatensystem Legen nun Schritt fiir Schritt die Richtungen der
Koordinatenachsen des Kartenkoordinatensystems fest. Beachte dabei, dass das gewtiinsch-
te Koordinatensystem mit den ersten beiden Achsen die horizontale und die vertikale
Achse der Karte beschreiben soll. Die dritte Achse steht senkrecht auf der Kartenebene
und spielt in der zweidimensionalen Kartendarstellung keine Rolle. Wir bezeichnen die
den Achsen entsprechenden Basisvektoren in dieser Reihenfolge mit by, b, by € R3.

Ubersicht iiber die beteiligten GroéSen und Symbole. Die u-, v- und w-Achsen sind
die durch die Basisvektoren by, bo, b3 definierten Koordinatenachsen (Quelle: com-
mons.wikimedia.org, Nutzer Ag2gaeh, CC BY-SA 4.0, vom Autor bearbeitet).

Da der Vektor bs senkrecht zur Kartenebene verlaufen soll, entspricht dieser gerade
der Richtung des Strahls vom Kugelmittelpunkt durch den Mittelpunkt (zo,yo, 20) der
betrachteten Region. Somit wéhlen wir

Zo

1

T | Y0
\/.CE% +y(2) —i—zg 20

by := (5.150)

Der Vektor by, muss senkrecht zu b3 verlaufen. Aulerdem mochten wir die Kartendar-
stellung gern so einrichten, dass “Norden oben ist”. Bei einer gedachten Bewegung von
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(0, Yo, 20) ausgehend mit Richtung b muss also die z-Achse durchstoffen werden. Ele-
mentargeometrische Berechnungen (Schnittpunkt der zu b senkrechten Ebene durch
(0, Yo, 20) mit der z-Achse; be ist dann der Vektor von (zo,yo,20) zu diesem Schnitt-
punkt zuziiglich Normierung) liefern

b o
by = —>— mit by = —Y0 . (5.151)
b2 o3ty +23

20 — 20

Der Vektor by ergibt sich nun als Kreuzprodukt von bs und b3 zuziiglich Normierung;:

ba X b
by - 2 X 03

= — 5.152
o2 x B3] (5.152)

(auf eine explizite Formel verzichten wir hier; diese Rechnung erledigt fiir konkrete
x0, Yo, 20 spater der Computer).

5.6.4.4 Transformationsformel Schreiben wir die Basisvektoren by, by, bs als Spalten
in eine Matrix B € R3*3, so erhalten wir fiir die Koordinaten u,v,w eines Punktes
(7,7, 2) € R? bzgl. des Kartenkoordinatensystems die Formel

U T — I
v| =BT |y —yo|. (5.153)
w zZ—2p

5.6.4.5 Umsetzung am Computer Zum Test der Transformation mdchten wir die
Grenze von Deutschland in einer Karte darstellen. Die Datei germany.txt enthéilt geo-
grafische Lange und Breite von 3000 Punkten auf der Grenze. Diese wurden zufillig
aus der durch 159230 Punkte dargestellten Grenze von Deutschland in OpenStreetMap
ausgewahlt (Stand: 23.08.2026). Das Einlesen der Punkte kann mit numpy.genfromtxt
erfolgen. Anschlieflend erfolgt die oben hergeleitete Transformation in Kartenkoordina-
ten.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

# Erdradius
r = 6371

# Mittelpunkt von Deutschland
lon0 = 10.456555
lat0 = 51.237923

# Punkte auf der Grenze wvon Deutschland
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lonlat = np.genfromtxt('germany.txt')
lon = lonlat[:, 0]
lat = lonlat[:, 1]

# Transformation zu Punkten im Raum

fac = np.pi / 180 # Umrechnungsfaktor Gradmaf zu Bogenmaf
x0 = r * np.cos(fac * lon0) * np.sin(up.pi / 2 - fac * latO)
yO = r * np.sin(fac * lon0) * np.sin(up.pi / 2 - fac * latO)
z0 = r * np.cos(unp.pi / 2 - fac * lat0)

x = r % np.cos(fac * lon) * np.sin(np.pi / 2 - fac * lat)

y = r * np.sin(fac * lon) * np.sin(np.pi / 2 - fac * lat)

z =1 * np.cos(up.pi / 2 - fac * lat)

# Basis fur Kartenkoordinatensystem

b3 = np.array([x0, y0, z0])

b3 = b3 / np.linalg.norm(b3)

b2 = np.array([ -x0, -y0, (x0 **x 2 + yO **x 2 + z0 *x 2) / z0 - z0])
b2 = b2 / np.linalg.norm(b2)

bl = np.cross(b2, b3)

bl = bl / np.linalg.norm(bl)

# Koordinaten bzgl. des Kartenkoordinatensystems
B = np.column_stack([bl, b2, b3])
uvw = B.T @ np.vstack([x - x0, y - yO, z - 20])

# jede Spalte von uvw entspricht einem Punkt
u = uvw[0, :]
v = uvw(l, :]
w = uww[2, :]

# Visualistierung

fig, ax = plt.subplots()

scatter_plot = ax.scatter(u, v, s=1, c='blue')

ax.axis('equal') # gleiche Achseneintetlung (keine Verzerrung)
ax.set_xlabel('u')

ax.set_ylabel('v')

plt.show()
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Die Ursache fir das Fehlen von Punkten in den Kiistenregionen liegt im einfachen Grenz-
verlauf dort. Dieser ldsst sich mit deutlich weniger Punkten beschreiben, sodass bei der
zufélligen Auswahl von Punkten entsprechend weniger Punkte in Kiistenregionen aus-
gewahlt werden.

Wir kénnen auch die w-Koordinate visualisieren, indem wir die einzelnen Punkte ent-
sprechend einfiarben:

fig, ax = plt.subplots()

scatter_plot = ax.scatter(u, v, s=3, c=w, cmap='winter')
plt.colorbar(scatter_plot, label='w')

ax.axis('equal') # gleiche Achseneinteilung (keine Verzerrung)
ax.set_xlabel('u')

ax.set_ylabel('v')

plt.show()
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Wir sehen dass die w-Koordinate zur Kartenmitte hin naher bei Null liegt als zum Kar-
tenrand hin. Diese Beobachtung deckt sich mit der Theorie, denn die w-Koordinate gibt
den Abstand eines Punktes auf der Erdoberfliche von der Kartenebene an. Insbesondere
miissen alle w-Koordinaten negativ sein. An der Nordgrenze und an der Studgrenze be-
tragt der Abstand zwischen Kartenebene und der (als Kugeloberfliche angenommenen)
Erdoberfliche bis zu 16 Kilometer.

Ohne Kenntnis der Techniken zur Koordinatentransformation hatten wir nur die Langen-
und Breitenwerte direkt als Koordinaten in einer zweidimensionalen Darstellung verwen-
den kénnen. Dies liefert eine sogenannte Plattkarte. Zum Vergleich legen wir beide Va-
rianten iibereinander und skalieren die Plattkarte so, dass bei v ~ 0 die u-Koordinaten
tibereinstimmen (der Skalierungsfaktor wurde hier manuell durch Probieren verschiede-
ner Werte gewéhlt).

fig, ax = plt.subplots()
scatter_plot = ax.scatter(u, v, s=1, c='blue')

fac = 70 # Skalierungsfaktor fir Plattkarte
ax.scatter(fac * (lon - lomn0), fac * (lat - lat0), s=1, c='gray')

ax.axis('equal') # gleiche Achseneinteilung (keine Verzerrung)
ax.set_xlabel('u')

ax.set_ylabel('v')

plt.show()
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Offensichtlich fithrt die (triviale) Darstellung als Plattkarte (grau) zu einer deutlich
stdrkeren Verzerrung als die mittels linearer Koordinatentransformation erhaltene or-
thografische Azimuthalprojektion (blau).

Auch bei unterschiedlicher Skalierung in horizontaler und vertikaler Richtung ist die
Plattkarte nicht mit der sauber projizierten Karte in Deckung zu bringen. W&hlt man
die Skalierungsfaktoren beispielsweise so, dass im Siiden gute Ubereinstimmung entsteht,
sind die Abweichungen im Norden grof:

fig, ax = plt.subplots()

scatter_plot = ax.scatter(u, v, s=1, c='blue')

ax.scatter(74 * (lon - lomn0), 111 * (lat - latO), s=1, c='gray')
ax.axis('equal') # gleiche Achseneinteilung (keine Verzerrung)
ax.set_xlabel('u')

ax.set_ylabel('v')
plt.show()
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5.6.4.6 Einordnung In diesem Beispiel haben wir gesehen, wie wir mit den bisher be-
leuchteten Werkzeugen und Zusammenhingen durch Kugelkoordinaten oder Standard-
koordinaten im R? gegebene Punkte durch zwei Koordinaten in einer geeignet gewéhlten
Ebene (Karte) darstellen konnen. Die Kartenebene ist in der mathematischen Sprache
eine lineare Untermannigfaltigkeit des R3. Betrachten wir jedoch nur die ersten beiden
Koordinaten eines Punktes bzgl. des passend zu dieser Untermannigfaltigkeit gewéhl-
ten Koordinatensystems, so konnen wir die ganze Komplexitdt der dreidimensionalen
Situation aufler Acht lassen. Letztlich sind die wesentlichen Informationen durch zwei
Zahlen (Koordinaten) darstellbar, die wir tibersichtlich in unserer Zeichenebene (Papier,
Laptop-Display,...) in einem einfachen zweidimensionalen Koordinatensystem darstellen
kénnen. In diesem Sinne macht die Mathematik das Leben hier deutlich einfacher!

Das Vernachlissigen der dritten Dimension fiihrt hier nur zu geringem Informationsver-
lust, da die Erdkriimmung (wenigstens fiir kleine Kartenausschnitte) sehr gering ist. Den
Gedanke, durch geeignete Wahl von Koordinatensystemen Informationen mit nur wenig
Verlust deutlich einfacher darstellen zu kénnen, werden wir im néchsten Unterkapitel
nochmal aufnehmen. Dort wird dann auch klar, dass das hier demonstrierte Vorgehen
auch in R™ mit sehr grolem n praktisch relevant ist, die Mithen der Formulierung aller
Begriffe und Zusammenhénge fiir allgemeines n also kein (scheinbar) unnétiger Ballast
waren.

Die Suche nach moglichst verzerrungsarmen Kartendarstellungen hat insbesondere den
Zweck, dass in der Karte gemessene Abstinde moglichst nah an den tatsédchlichen Ab-
standen auf der Erdoberflache liegen sollen. Je nach gewéhlter Kartenprojektion wird die
Abweichung zwischen Absténden in der Karte und den realen Abstdnden unterschiedlich
grof} sein. Wir haben hier eine sehr einfache Kartenprojektion gewihlt. Komplexere Kar-
tenprojektionen und die ganze Fehlerthematik beim Messen von Abstdnden in Karten
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werden in anderen Veranstaltungen Ihres Studiums vertieft werden.
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5.7 Ausblick: Eigenwerte und Eigenvektoren

Dieses Unterkapitel ist fiir die Priifung nicht relevant. Es dient lediglich der ersten Ein-
ordnung einiger Begriffe, die Ihnen im Laufe Ihres Studiums begegnen werden. Wir
haben mit der Einfiithrung der Ideen und Konzepte rund um Vektoren und Matrizen viel
Vorarbeit geleistet; die Friichte unserer Saat werden dann in anderen Veranstaltungen
geerntet. Gonnen wir uns hier wenigstens einen kleinen Vorgeschmack...

5.7.1 Ildee

Koordinatensysteme wéhlt man {blicherweise so, dass die auszufiithrenden Arbeiten
(Berechnungen, Visualisierungen,...) moglichst einfach werden. Sind zahlreiche Matrix-
Vektor-Multiplikationen mit einer Matrix A durchzufiihren, so kann man die Frage stel-
len, ob die Berechnung von Matrix-Vektor-Produkten in einem an die konkrete Matrix
A angepassten Koordinatensystem eventuell deutlich einfacher wird.

In der Tat ist dies der Fall: Zu jeder symmetrischen (!) Matrix A € R™*" gibt es eine
ONB)|, sodass die Matrix-Vektor-Multiplikation bei Darstellung des Vektors bzgl. dieser
ONB) zu einer elementweisen Multiplikation des Vektors mit einem festen Vektor wird.

Sind w1, ..., u, die Koordinaten eines Vektors x € R™ bzgl. dieser speziellen Basis, so
gilt also
A1 Uy
Ax = : (5.154)
An Un,
mit festen Zahlen Ai,...,\,, die aus den Eintrdgen der Matrix A berechnet werden

konnen. Statt des aufwendigen Matrix-Vektor-Produkts mit n? Multiplikationen und
n (n—1) Additionen sind nun nur noch n Multiplikationen nétig. Fiir n = 1000 (fiir heu-
tige Verhéltnisse also eher klein) reduziert sich der Aufwand beispielweise von 1000000
Multiplikationen und Additionen auf 1000 Multiplikationen.

Diese speziell an die Matrix angepasste Basis heiit Eigenvektorbasis von A; die
Basisvektoren heiflen Eigenvektoren. Die festen Faktoren Ag fiir die Matrix-Vektor-
Multiplikation heiflen Eigenwerte.

5.7.2 Prazisierung

Fiihren die obige Idee noch in Formeln aus.

| Merke ]
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Sei A € R™*" eine symmetrische Matrix. Dann existieren eine {b1,...,bn}
und Zahlen Ay, ..., \,, sodass

Ab, = M\ by firk=1,...,n (5.155)

gilt. Die Vektoren by, heiflen Eigenvektoren von A. Die Zahlen A; heiflen Eigen-
werte von A.

Nebenbemerkung

Die Existenz von Eigenvektoren und Eigenwerten ist keineswegs einfach nachzu-
weisen. Deshalb findet man oft folgende Definition, die die Existenzfrage zunéchst
beiseitelésst; ob die so definierten Objekte (Eigenvektoren, Eigenwerte) iiberhaupt
existieren, muss dann im Nachgang geklart werden:

Sei A € R"*™\ {0} eine symmetrische Matrix. Ein Vektor b € R™ heifit
Eigenvektor von A, wenn es eine Zahl A gibt, sodass Ab = A b gilt. Die
Zahl A heifit dann Eigenwert von A.

Bei dieser Definition sind automatisch auch alle Vielfachen eines Eigenvektors
wieder Eigenvektoren. Hat man sich (recht mithsam) von der Existenz von Eigen-
vektoren iiberzeugt, so muss man noch die Existenz einer Orthonormalbasis aus
Eigenvektoren zeigen (ebenfalls mithsam).

.

Sind uyq, ..., u, die Koordinaten eines Vektors x € R™ bzgl. der Eigenvektorbasis einer
Matrix A, so folgt insbesondere

Ar=A (Zukbk> :ZukAbk:Zuk)\kbk, (5.156)
k=1 k=1 k=1

d.h. die Koordinaten von A x bzgl. der Eigenvektorbasis sind A\j uq, ..., Ay Up.

Auf die Berechnung von Eigenwerten und Eigenvektoren gehen wir hier nicht néher ein.
Diese ist manuell recht mithsam und wird iblicherweise mit dem Computer erledigt,
insbesondere da die Matrizen bei praktisch relevanten Aufgabenstellungen viel zu grof3
fir manuelles Rechnen sind.

Nebenbemerkung

Fiir nicht symmetrische quadratische Matrizen kann man die Begriffe “Eigenwert”
und “Eigenvektor” ebenfalls einfithren. Allerdings existieren die Eigenwerte dann
nicht zwingend als reelle Zahlen. Dehnt man den Zahlenbereich auf komplexe
Zahlen aus, so funktioniert alles im Wesentlichen wieder wie bei symmetrischen
Matrizen. Allerdgins findet man nicht zwingend eine m aus Eigenvektoren,
jedoch stets eine Basis.
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Fiir nicht quadratische Matrizen A € R™*" sind Eigenwerte und Eigenvektoren
aufgrund der unterschiedlichen Lange der Vektoren x € R™ und Az € R™ nicht
sinnvoll einfithrbar. Es gibt allerdings ein sehr dhnliches Konstrukt, welches als
Singularwertzerlegung in der Literatur zu finden ist. Man bedient sich hier
zweier an die Matrix angepasster Koordinatensysteme, eins in R™ und eins in
R™, und kann die Matrix-Vektor-Multiplikation dann wieder als elementweise
Multiplikation mit den sogenannten Singuldrwerten der Matrix darstellen. Fiir
symmetrische Matrizen entsprechen die Singulédrwerte gerade den Eigenwerten.

5.7.3 Anwendungen

Gehen kurz auf einige Anwendungen von Eigenwerten und Eigenvektoren ein. Es zeigt
sich, dass Eigenwerte und -vektoren sehr relevante Interpretationen in verschiedensten
praktischen Problemen habe. Entsprechend héufig wird man ihnen in der Praxis begeg-
nen; teils auch ohne dies zu bemerken.

5.7.3.1 Hauptkomponentenanalyse Im heutigen Datenzeitalter wird alles an Daten
gesammelt, was verfligbar ist. Dies fiihrt zu der Frage, wie man relevante Informationen
aus umfangreichen Datensammlungen extrahiert. Sollen beispielsweise klimatische Pro-
zesse untersucht werden, so wird man zunéchst alle méglichen Parameter aufzeichnen
ohne im Vorfeld detailliert zu kldren, ob diese iiberhaupt relevant sind: Temperaturen
in verschiedenen Héhen und an verschiedenen Orten, Luftfeuchte, Bew6lkung, Sonnen-
stand, Windgeschwindigkeiten usw. (alles, was irgendwie messbar ist). Die Messungen
kénnten zum Beispiel stiindlich oder téglich stattfinden. Am Ende stehen eine Viel-
zahl von sogenannten Datenpunkten zur Verfiigung. Jeder Datenpunkt entspricht der
Messung zu einem Zeitpunkt und enthélt (als Koordinaten bzgl. der Standardbasis) die
Messwerte (Temperatur, Luftfeuchte usw.). Bei n Messungen von m verschiedenen Pa-
rametern enstehen so n Datenpunkte z,...,xz, € R™.

Die Anzahl m der Parameter ist meist sehr grof§ (100 und mehr; gelegentlich auch im
Bereich von Millionen). Auch die Anzahl n der Messungen ist stets sehr grof8 (oft eben-
falls im Bereich von Millionen). Wie kann man anhand dieser Datenmasse nun sehen,
welche Parameter oder Parameterkombination (!) eigentlich relevant sind? Dabei sehen
wir einen Parameter bzw. eine gewichtete Kombination von Parametern als relevant
an, wenn die entsprechenden Messwerte einen vergleichsweise groflen Wertebereich auf-
weisen. Parameter(-kombinationen), fiir die bei jeder Messung fast der gleiche Wert
gemessen wird, sind hingegen nicht relevant.

Die Antwort findet man mit der so genannten Hauptkomponentenanalyse. Aus mathe-
matischer Sicht werden folgende Schritte ausgefiihrt:

1. Schreibe die Messpunkte xj € R™ als Zeilen in eine Matrix X € R™*™.

2. Berechne die Eigenwerte und Eigenvektoren zur symmetrischen Matrix X' X €
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Rme

3. Wihle die Eigenvektoren zu den grofiten Eigenwerten aus; by sei der Eigenvektor
zum grofiten FEigenwert, by der zum zweitgrofiten usw.

4. Bilde die Skalarprodukte x;oby, xg0bs,. .. fiir alle Datenpunkte z; und die gewéhl-
ten Eigenvektoren. Jedes Skalarprodukt generiert eine Parameterkombination aus
dem Datenpunkt xj. Diese so aus den urspriinglichen Parametern erzeugten Para-
meterkombinationen haben den héchstméglichen Informationsgehalt, der aus der
gesamten Datenmenge extrahiert werden kann. Insbesondere sind auch bei grofier
Parameteranzahl m meist nur sehr wenige Eigenvektoren nétig, um alle relevanten
Informationen darzustellen.

Um einzusehen, dass dieses Vorgheen sinnvoll ist, bendtigt man einiges an Statistik-
Wissen. Wir verweisen an dieser Stelle auf weiterfithrende Lehrveranstaltungen. Siehe
auch Principal component analysis (der deutsche Wikipedia-Artikel zum Thema ist leider
qualitativ etwas unterdurchschnittlich, Stand: 23.08.2026).

5.7.3.2 Schwingungsanalysen In Elektrotechnik, Mechanik und anderen Teilgebieten
von Physik und Technik werden unter anderem Schwingungsprozesse untersucht. Ins-
besondere geht man der Frage nach, bei welchen Erregerfrequenzen Resonanz auftritt.
Manchmal ist Resonanz erwiinscht (Akustik, elektromagnetische Wellen....), meist je-
doch nicht (z.B. bei Briicken, vgl. Video der Zerstérung der Tacoma Narrows Bridge
(via Wikipedia)).

Das Verhalten vieler technischer Systeme mit schwingenden Komponenten lésst sich in
Form von linearen Gleichungssystemen modellieren und/oder simulieren. Die Eigenfre-
quenzen des untersuchten Systems, also die Frequenzen, die bei entsprechender Fremd-
erregung zu Resonanz fithren, sind dann gerade die Eigenwerte der Systemmatrix des

. Die zugehorigen Eigenvektoren enthalten zusétzliche Informationen iiber die meist
recht komplexen Schwingungsvorginge.

5.7.3.3 PageRank-Algorithmus Der PageRank-Algorithmus bildete die Grundlage der
urspriinglichen Google-Suchmaschine. Bei diesem werden die Verlinkungen zwischen ver-
schiedenen Webseiten genutzt, um auf die Wichtigkeit jeder einzelen Webseite und damit
auf die Sortierung von Suchergebnissen zu schlieflen. Schreibt man alle Gewichte (je gro-
Ber das Gewicht, desto wichtiger die Webseite) in einen langen Vektor = € R™, wobei n
die Anzahl der der Suchmaschine bekannten Webseiten ist, so kann man sich tiberlegen,
dass

Ax =z (5.157)

mit einer gewissen Matrix A € R™"*™ gelten muss. In dieser Matrix ist hinterlegt, welche
Webseite auf welche Website verlinkt (vereinfacht: eine Eins in Zeile ¢ und Spalte j heifit,
dass Webseite i auf Webseite j verlinkt; eine Null steht fiir “keine Verlinkung”). Je mehr
(wichtige) Webseiten auf eine gewisse Webseite verlinken, desto wichtiger ist die Seite
selbst.
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Die obige Gleichung sagt aus, dass der gesuchte Gewichtsvektor ein Eigenvektor der
Link-Matrix A zum Eigenwert 1 ist. Die ganze Frage des Page-Rankings, also der Sor-
tierung von Suchergebnissen nach Wichtigkeit, ist aus mathematischer Sicht also “nur”
ein bisschen Matrix-Vektor-Rechnung.
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6 Differentialrechnung

Grundlagen der Differentialrechnung fiir Funktionen einer Verdnderlichen und Anwen-
dung in der Fehlerrechnung. Weitere Anwendungen folgen im zweiten Semester.
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6.1 Idee und Begriffe

Betrachten in diesem Kapitel ausschliefilich Funktionen f : (a,b) — R, die auf einem
offenen Intervall (a,b) definiert sind. Dabei lassen wir auch (—oo, 00), also ganz R, als
Definitionsbereich zu. Der Vorteil eines offenen Intervalls als Definitionsbereich liegt
darin, dass = € (a,b) nie am Rand des Intervalls liegt, sondern stets auf beiden Seiten
der Stelle x noch ein Stiickchen Definitionsbereich vorhanden ist. Man sagt auch: alle
Punkte eines offenen Intervalls sind innere Punkte.

Mit dem Begriff der Stetigkeit kennen wir bereits eine Moglichkeit, Eigenschaften einer
Funktion in der Umgegung einer Stelle x € (a,b) als Eigenschaft an dieser Stelle zu
formulieren. Wir erinnern uns: Die Frage, ob eine Funktion an einer Stelle x stetig ist,
kann nur beantwortet werden, wenn man auch die Funktionswerte in der Ndhe von x
anschaut. Konkret geschieht dies iiber den Begriff des Grenzwerts.

Die Information, die uns der Stetigkeitsbegriff liefert (Existenz von Sprung- oder Pol-
stellen), ist fiir manche Einsatzzwecke etwas diirftig. Deshalb werden wir die Idee des
Formulierens von Umgebungseigenschaften als Eigenschaft an einer konkreten Stelle nun
flir die Frage umsetzen, ob die Funktion an der betrachteten Stelle “glatt” ist, also dort
keinen “Knick” hat.

Wir fithren zunéchst die nétigen Begriffe ein. Erst am Ende dieses Kapitels folgt dann die
Einordnung in groflere Zusammenhénge, also die Antwort auf die Frage “Wozu brauche
ich das?”.

6.1.1 Differenzierbarkeit an einer Stelle

Die Eigenschaft, die wir eben noch als “glatt” oder “ohne Knick” beschrieben haben,
heifit Differenzierbarkeit.

~

Merke
Eine Funktion f : (a,b) — R heiit differenzierbar an einer Stelle zy € (a,b),
wenn der Grenzwert

T M (6.1)

T—T0 Tr — X0

existiert.

Der Ausdruck w ist der Anstieg der Gerade durch die beiden Punkte (z, f(z))

€T
und (zo, f(x0)). Der Grenzwert existiert bekanntlich genau dann, wenn die einseitigen

Grenzwerte
lim f(z) = f(x0) wd  lim f(z) = f(x0)

z—x0—0 T — X0 z—x0+0 T — X

(6.2)

existieren und tibereinstimmen. Differenzierbarkeit bedeutet anschaulich also, dass die
Steigung der Funktion links und rechts der betrachteten Stelle gleich ist (und natiirlich
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im Sinne des Grenzwerts iiberhaupt erst einmal existiert). Beispiele und Gegenbeispiele
folgen weiter unten.

Der Ausdruck %ﬁémo) wird auch als Differenzenquotient bezeichnet, der zugehédrige
Grenzwert als Differentialquotient.

T x

Gezeigt sind einige der Geraden, deren Anstieg beim Grenziibergang in der Defini-
tion der Differenzierbarkeit eine Rolle spielt.

Merke

Ist f in x( differenzierbar, so ist f dort auch stetig.

Differenzierbarkeit kann man somit als eine strengere Form von Stetigkeit ansehen. Es
wird sich aber zeigen, dass das zu kurz gedacht ist. Der Begriff der Differenzierbarkeit
eroffnet ganz neue Moglichkeiten und ist in der Ingenieurmathematik unverzichtbares
Werkzeug sowohl fiir die Modellierung als auch fiir das Losen praktischer Aufgabenstel-
lungen (siehe unten).

Dass aus der Differenzierbarkeit die Stetigkeit folgt, sieht man leicht ein: Offensichtlich
gilt

(@) — ()] = [z — ao) LD =@l (6.3)

|z — 0]

Der Faktor |z — xg| geht gegen Null, wenn  — z¢. Der zweite Faktor konvergiert gegen
eine feste Zahl. Folglich konvergiert das Produkt gegen Null, also f(x) — f(xq).
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Nebenbemerkung

Beachte, dass das Erweitern mit |z — zo| uns in die unschéne Situation bringt,
dass wir eventuell durch Null teilen (bei # = zg). Diesen Fall miisste man bei
ganz strengem Vorgehen ausfiihrlicher diskutieren. Das ist aber ein 16sbares, eher
technisches Problem, welches uns keine neuen Erkenntnisse bringt. Wir ersparen
uns hier die Details und glauben den Mathematikern, dass hier alles seine Ordnung
hat.

6.1.2 Ableitung

Analog zur Stetigkeit sind insbesondere solche Funktionen von Interesse, die an jeder
Stelle differenzierbar sind.

7

Merke

Eine Funktion f : (a,b) — R heiit differenzierbar, wenn sie an jeder Stelle ihres
Definitionsbereichs differenzierbar ist.

Ist f differenzierbar, so ist die Funktion

f(@) — f(z)

~—

z — lim
T—x

(6.4)

=

wohldefiniert auf (a,b). Diese Funktion heift Ableitung von f und wird mit f’
bezeichnet. Fiir die Funktionswerte f’(z) schreibt man manchmal auch %(f) oder

E(@).

In der Ingenieurmathematik hélt sich im Umfeld von Differenzierbarkeit und Ableitun-
gen hartnickig der Begriff Differential. Meist wird dieser nur sehr diffus als “unendlich
kleine Zahl, die nicht Null ist” oder als “infinitesimal kleine Zahl” eingefiihrt, was offen-
sichtlich Unfug ist. Der Begriff stammt aus der Zeit, als die Differentialrechnung noch
nicht vollstdndig ausgearbeitet und verstanden war, also aus der Zeit vor 1900. Das
in der Ingenieurmathematik leider nach wie vor verbreitete “Rechnen mit Differentia-
len” hat wenig mit mathematischer Exaktheit zu tun, sondern ist mehr als “intuitives
Formelbasteln” anzusehen. Tatséchlich gibt es auch in der modernen Mathematik den
Differential-Begriff. Der ist seit iiber 100 Jahren prézise und sinnvoll definiert, hat fiir
uns aber keinerlei Bedeutung oder Nutzen. Deshalb meiden wir diesen Begriff und seine
recht sperrige Definition hier.

Merke

Eine differenzierbare Funktion heifit stetig differenzierbar, wenn ihre Ableitung
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l stetig ist. J

Beachte: Differenzierbare Funktionen sind immer stetig, aber die Ableitung kann durch-
aus unstetig sein (vgl. Beispiele unten).

6.1.3 Beispiele

Das praktische Berechnen von Ableitungen werden wir im néchsten Kapitel betrachten.
Das Vorgehen wird deutlich bequemer sein als es hier zundchst den Anschein hat. Ins-
besondere werden wir ohne das Bilden von Grenzwerten auskommen. Hier zunéchst ein
paar elementare Beispiele zur Illustration der Technik.

Beispiel (konstante Funktion)

Die Funktion
f:R—=R, f(z):=c fireincelR (6.5)

ist differenzierbar wegen

lim L& =@ o e=c oo (6.6)

T—x T —x fr S e T—T

Die Ableitung f’ : R — R ist entsprechend gegeben durch

f(x) =0. (6.7)

Beispiel (lineare Funktion)
Die Funktion
f:R=>R, f(zx):=cx fireinceR (6.8)

ist differenzierbar wegen

M = lim M = limec=c (6.9)
xr—Xx I—xr T — X 4—49

lim
T—x

Die Ableitung f’: R — R ist entsprechend gegeben durch

fl(z)=c (6.10)

Beispiel (quadratische Funktion)
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Die Funktion

f:R=R, f(z):=2a? (6.11)
ist differenzierbar wegen
=\ =2 2
Jim @) =) Jim &%
T—x Tr—x r—xr T — T
~ lim (& 4o (& — ) (6.12)
T—T r—x
= lim(Z+2x) =2z
T—T

Die Ableitung f’': R — R ist entsprechend gegeben durch

f(z) =2=. (6.13)

Beispiel (Betragsfunktion)

Die Funktion
f:R->R, f(z):=|z| (6.14)

ist fiir x # 0 differenzierbar mit Ableitung

-1, firz<0
"(z) = ’ ’ 6.15
f@) {1, fir z > 0 ( )
(vgl. obiges Beispiel zu linearen Funktionen).

An der Stelle x = 0 ist die Funktion nicht differenzierbar denn links- und rechts-
seitiger Grenzwert existieren zwar, stimmen aber nicht iiberein:

~1ign0f(x2_£(0) ~ lim L lim —1=-1,

x—0— T — z—0-0 X z—0—

N h (6.16)
fm A& SO T ohn 1o

Z—0+0 z—0 Z—0+0 L  £—040

Man sagt auch: die Funktion hat einen Knick bei x = 0.
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Betragsfunktion

2.00 ~

1.75 A

1.50 ~

1.25 ~

1.00 ~

0.75 ~

0.50 ~

0.25 ~

0.00 ~

T T T T
=20 =15 -1.0 =05 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

Beispiel (Wurzelfunktion)

Man kann zeigen (tun wir hier nicht), dass die Funktion

fPR=R,  f(x):=+/|x| (6.17)
fir  # 0 differenzierbar ist und die Ableitung f': R\ {0} — R durch
/ . ||
fa)= Y (6.18)

gegeben ist.

An der Stelle x = 0 ist die Funktion nicht differenzierbar denn links- und rechts-
seitiger Grenzwert existieren nur im Sinne von +oo und stimmen nicht iiberein:

. f@-f0) _ . V=T L _
lim - = lim — = lm = —0Q,
550-0 & —0 5-0-0 I  720-0 —\/—F (6.19)
@ -fO) o VE_ 1
lim Z = lim — lim =
#5040 & —0 5040 & 59040 \/F

Man sagt auch: die Funktion hat eine Spitze bei z = 0.
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Funktion mit Spitze

1.4 4

1.2 4

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0 4

-20 =15 =10 =05 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

Beispiel (unstetige Ableitung)

Man kann zeigen (tun wir hier aber nicht), dass die Funktion

2 .1 -
x” sin 2, fir z # 0,

F:R=R, f(x)::{O firz =0

iiberall differenzierbar ist, die Ableitung

1N )2z sin%—cos%, fir z #£ 0,
fl(@) = .
0, flirz =0

aber in z = 0 nicht stetig ist.
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Funktion

0.0075 4

0.0050 -

0.0025

0.0000

—0.0025 -

—0.0050 4

—0.0075 4

Ableitung

1.00
0.75 4
0.50 4
0.25 4
0.00 +

—0.25 4

—0.50 4

=0.75 1

—1.00 4

T T T T T T T
=0.100 =0.075 =0.050 =0.025 0.000 0.025 0.050 0.075 0.100

Die Menge der differenzierbaren Funktionen ist also eine echte Obermenge der
Menge der stetig differenzierbaren Funktionen.

Nebenbemerkung (nirgends differenzierbare stetige Funktionen)

Da man in der Praxis fast ausschliefllich differenzierbare Funktionen antrifft oder
wenigstens solche, die nur an einzelnen Stellen nicht differenzierbar sind, konnte
der Eindruck entstehen, dass die Mehrheit der stetigen Funktionen fast tiberall
differenzierbar ist. Dieser Schluss ist jedoch falsch! Betrachtet man beispielsweise
die Menge aller stetigen Funktionen, die von (0,1) nach R abbilden, so zeigt
sich, dass die grofie Mehrheit nirgends (!) differenzierbar ist. Unser Blick auf die
Welt der Funktionen ist so eng begrenzt, dass wir groe Miihe haben, wenigstens
ein Beispiel dieser groflen Mehrheit von stetigen, aber nirgends differenzierbaren
Funktionen zu finden. Diese lassen sich nur bedingt in Formeln aufschreiben. Ein
Beispiel ist die Weierstraf3-Funktion. In dieser Quelle findet man auch die préazise
Formulierung fiir “grofle Mehrheit”; diese benétigt allerdings Begriffe, die wir
bisher nicht eingefiihrt haben und auch nicht einfithren werden.

Die Frage, ob die Natur differenzierbare Funktionen bevorzugt oder ob nicht der
Mensch beim Modellieren diese kiinstlich als Vereinfachung der tatsidchlichen Ver-
héltnisse hinzufigt, ist bedenkenswert!
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6 Differentialrechnung

6.1.4 Hohere Ableitungen

Da die Ableitung einer differenzierbaren Funktion selbst wieder eine Funktion ist, kann
man auch fiir die Ableitung die Frage der Differenzierbarkeit stellen.

7

Merke

Eine Funktion f heifit k-mal differenzierbar, wenn (k — 1)-mal die Ableitung
der Ableitung gebildet werden kann, also insbesondere die (erste) Ableitung wie-
der differenzierbar ist, die Ableitung der Ableitung differenzierbar ist usw. Die
Ableitungen werden mit f/, f”, ", f®, ..., f*) bezeichnet. Offensichtlich gilt

FO = (F&0Y firl=1,...,1 (6.22)

(wobei man mit f(© {iblicherweise die Funktion f selbst meint).

Merke

Eine Funktion heifit k-mal stetig differenzierbar, wenn sie k-mal differenzier-
bar ist und die k-te Ableitung stetig ist.

6.1.5 Interpretation

Aus der Definition der Ableitung ist sofort klar, dass die Ableitung einer Funktion an
einer Stelle z die Steigung der Funktion an dieser Stelle angibt. Bemerkenswert ist je-
doch, dass der Begriff “Steigung” eigentlich nur fiir Geraden sinnvoll ist, also mindestens
zwei Punkte benétigt, zwischen denen die Steigung, also das Verhéltnis von vertikaler
und horizontaler Verschiebung, betrachtet wird. Durch den Grenzprozess beim Bilden
der Ableitung wird die Steigung der Funktion in der Umgebung der betrachteten Stelle
x als Figenschaft an dieser Stelle x ausgedriickt. Dies ist wieder ein Beispiel fiir starke
Abstraktion, die durch Gewdhnung mit der Zeit in die ganz normale, scheinbar intuitiv
klare Begriffswelt {ibergeht.

Die zweite Ableitung einer Funktion gibt die Anderungsrate des Anstiegs an einer Stel-
le an. Auch hier ist “Anderungsrate” eigentlich nur sinnvoll erklirbar, wenn man eine
Umgebung einer Stelle anschaut und nicht nur die Stelle selbst. Durch den Grenzprozess
wird die relevante Information von der Umgebung einer Stelle auf die Stelle selbst iiber-
tragen. Die Anderungsrate der Steigung kann man als Kriimmung des Funktions-
graphs interpretieren. Wéchst der Anstieg, so kriimmt sich der Graph nach links (wenn
man ihn gedanklich von links nach rechts durchlduft); sinkt der Anstieg, so kriimmt sich
der Graph nach rechts. Funktionen, deren zweite Ableitung iiberall positiv ist, heiflen
konvex; ist die zweite Ableitung iiberall negativ, so heifit die Funktion konkav.

Die dritte Ableitung liefert Informationen dariiber, wie sich die Krimmung der Funktion
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dndert. Ist die dritte Ableitung in einem Bereich positiv, so nimmt in diesem Bereich
die Krimmung zu, d.h. die Kurve, die der Funktionsgraph beschreibt, wird enger; bei
negativer dritter Ableitung wird sie weiter.

Ab der vierten Ableitung wird die geometrische Interpretation schwieriger. Auch ist eine
geometrische Interpretation hier kaum relevant.

6.1.6 Einordnung

Sofern in der Schulmathematik bereits tiber Differenzierbarkeit und Ableitungen gespro-
chen wurde, kénnte der Eindruck entstanden sein, dass die Hauptzwecke dieser Begriffe
das Untersuchen von Funktionen (“Kurvendiskussion”) und das Losen von Optimie-
rungsproblemen sind. Auch in der Grundlagenmathematik im Studium koénnte dieser
Eindruck entstehen. Um diesen Trugschluss zu vermeiden, seien hier ein paar Hinweise
zu Bedeutung und Entstehung des Differenzierbarkeitsbegriffs gegeben.

Die Véter der Differentialrechnungen waren Newton und Leibniz (beide 17. Jahrhun-
dert). Man wollte nach dem “dunklen”, durch Spiritualitit und Unterdriickung von
Wissenschaft gepragten Mittelalter die Welt verstehen und in Formeln beschreiben, hat-
te aber bis auf Zahlen, Funktionen und geometrische Figuren keine Werkzeuge dafiir.
Insbesondere GesetzméaBigkeiten bei Bewegungsablaufen (freier Fall, Planetenbewegun-
gen,...) lieflen sich damit nicht zufriedenstellend formulieren. Erst die fiir diesen Zweck
entwickelte Differentialrechnung erlaubte das Formulieren der bis heute (im Wesentli-
chen unveréndert) im Einsatz befindlichen klassischen Mechanik. In diesen Bereich féllt
insbesondere das allgemein bekannte Newtonsche Gesetz:

Kraft = Masse - Beschleunigung.

Bewegt sich ein Kérper mit Masse m im Raum entlang einer durch
t (z(t),y(t), 2(1)), te€la,b], (6.23)
beschriebenen Kurve unter Einwirkung einer zeitlich und 6rtlich variierenden Kraft
F:RxR*=R (6.24)

(jeder Zeit und jedem Ort wird ein Kraftvektor zugeordnet), so kann das Newtonsche
Gesetz mittels Ableitungen der Koordinatenfunktionen als

x//(t)
F(t, (z(t),y(t),2(t)) =m |y"(t)| fir alle t € (a,b) (6.25)

formuliert werden. Newton hatte erkannt, dass dieser Zusammenhang stets gilt. Kennt
man die wirkenden Kréfte und die Masse m, so kann man aus dieser Gleichung die Bahn
berechnen, auf der sich der Kérper bewegen wird.
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6 Differentialrechnung

Die gezeigte Form des Newtonschen Gesetzes ist ein System von gewShnlichen Dif-
ferentialgleichungen. Differentialgleichungen sind Gleichungen, die eine Funktion in
Beziehung zu ihren Ableitungen setzt. Das Attribut “gewohnlich” wird genutzt, wenn es
sich um Funktionen einer Verénderlichen handelt. Da beim Newtonschen Gesetz vektor-
wertige Funktionen links und rechts stehen, handelt es sich eigentlich um drei Differen-
tialgleichungen, also ein Differentialgleichungssystem.

Spéater werden wir die Differentialrechnung auf Funktionen mehrerer Verédnderlicher aus-
dehnen. Die damit formulierbaren Differentialgleichungen werden als partielle Diffe-
rentialgleichungen bezeichnet.

In unserer Veranstaltung spielen Differentialgleichungen keine Rolle. Dennoch bilden
diese den Haupteinsatzzweck fiir die Differentialrechnung. Mit Differentialgleichungen
lassen sich nahezu alle Phédnomene aus Naturwissenschaften, Technik und auch Wirt-
schaftswissenschaften beschreiben: Planetenbewegungen, Wachstumsprozesse, Wéarme-
leitprozesse, Stromungen, die Entwicklung von Aktienkursen usw.

Eher nebenbei ist die Differentialrechnung sehr niitzlich fiir das Lésen von Optimie-
rungsproblemen, sowohl beim manuellen Losen als auch beim Loésen mit dem Computer.
Beispielsweise basieren die heute iiblichen Verfahren zum Training von KI ganz wesent-
lich auf Resultaten der Differentialrechnung (wir kommen im zweiten Semester darauf
zuriick).
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6.2 Vorgehen

Vor der flichendeckenden Einfiithrung des Computers mussten Ableitungen per Hand
berechnet werden. Entsprechend umfangreich und weit entwickelt sind die Verfahren
dazu. Wir werden hier nur einen Uberblick iiber das prinzipielle Vorgehen geben und,
da heute deutlich relevanter, das Differenzieren mit dem Computer betrachten.

6.2.1 Manuelles Differenzieren

Der Weg iiber die Definition der Ableitung einer Funktion als Grenzwert ist recht miih-
sam fiir den praktischen Einsatz. Analog zur Berechnung von Grenzwerten bei Zahlen-
folgen und Funktionen entnimmt man deshalb die Ableitungen einiger Grundfunktio-
nen aus Tabellen und kombiniert diese dann anhand verschiedener Ableitungsregeln zu
Ableitungen komplexerer Funktionen. Zunéchst die Ableitungen einiger immer wieder
auftretender Funktionen (giiltig fiir alle x, fiir die f und f’ sinnvolle Werte liefern):

f)=2° ceR = fl(z)=ca" ! (6.26)
f(x) =cosz = f'(r)=—sinx, (6.27)
f(z) =sinz = f'(z)=cosuz, (6.28)
flx)y=¢" = f'(z)=¢", (6.29)
flx)=lnz = fl(z)= % (6.30)

Beachte, dass die Exponentialfunktion beim Ableiten unverdndert bleibt! Dinge, die
trotz des Anwendens irgendwelcher Operationen unverdndert bleiben, spielen stets eine
besondere Rolle. So taucht die Exponentialfunktion beispielsweise sehr oft in den Losun-
gen von Differentialgleichungen auf, spielt aber auch in der Wahrscheinlichkeitsrechnung
eine wichtige Rolle.

Mittels folgender Ableitungsregeln, deren Giiltigkeit wir hier nicht nachweisen, kénnen
Ableitungen komplexerer Funktionen auf Ableitungen einfacher Funktionen zuriickge-
fithrt werden.

e Ist f an einer Stelle x differenzierbar und ist A € R eine Zahl, so ist auch A f bei
x differenzierbar und es gilt

(Af) () = A f'(2). (6.31)

e Sind f und g an einer Stelle = differenzierbar, so ist auch die Summe f 4 g dort
differenzierbar und es gilt

(f +9)(x) = f'(z) + g'(x) (6.32)

(Summenregel).
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e Sind f und g an einer Stelle x differenzierbar, so ist auch das Produkt fg dort
differenzierbar und es gilt

(f9)'(z) = f'() g(x) + f(z) g'(2) (6.33)

(Produktregel).

e Sind f und g an einer Stelle x differenzierbar und gilt g(x) # 0, so ist auch der
Quotient 5 bei x differenzierbar und es gilt

(6.34)

<f)’ (2) = f'(z)g(z) = f(z) g (z)
g

(Quotientenregel).

o Ist f an einer Stelle = differenzierbar und ist g an der Stelle f(z) differenzierbar,
so ist auch die Hintereinanderausfithrung g o f bei x differenzierbar und es gilt

(g0 f)(z)=f'(x) g (f(2)) (6.35)

(Kettenregel).

Beispiel (Ableitung eines Polynoms)

Die Funktion
f:R=R, flr):=223+5z+1 (6.36)

ist iiberall differenzierbar und die Ableitung f’: R — R ist durch
f'(z) =622 45 (6.37)

gegeben (Video 610, )

Beispiel (Ableitung eines Produkts)

Die Funktion
f:R=>R, f(z):=2%cosz (6.38)

ist iiberall differenzierbar und die Ableitung f': R — R ist durch

f'(x) =2z cosx — 2° sinx (6.39)

gegeben (Video 615, )
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Beispiel (Ableiten mittels Kettenregel)

Die Funktion
f:R—=R, f(r):=sine3?® (6.40)

ist iiberall differenzierbar und die Ableitung f': R — R ist durch
f'(x) = 3e3” cose3” (6.41)

gegeben (Video 620, )

6.2.2 Ableitungen mit SymPy

Das Bilden von Ableitungen mit SymPy ist denkbar einfach:

import sympy
X, ¢ = sympy.symbols('x c')

sympy.diff ((x + c) ** 2 * sympy.sin(x), x)

(c + x)**x2*xcos(x) + (2xc + 2*x)*sin(x)

6.2.3 Numerische Differentiation

Das numerische Differenzieren erfolgt direkt iiber die Definition der Ableitung:

Fe) — tim TE) = @)

T—T I—x

(6.42)

Da man Grenziibergdnge mit dem Computer nicht exakt umsetzen kann, wahlt man
Z nah bei z und betrachtet den zugehorigen Differenzenquotient als Ndherung fiir die
Ableitung. Fir Z := x + h mit einem fest (also unabhéngig von z) gewéahltem, kleinen
h > 0 erhélt man also

flx+h)— f(z)

f'(z) ~ h : (6.43)

Diese Form der numerischen Differentiation bezeichnet man als Vorwartsdifferenz. Da
Z auch kleiner als z sein kann, ist

eine vollig gleichberechtigte, alternative Naherungsformel fiir die Ableitung (Riickwirtsdifferenz).
Gibt es keinen Grund eine von beiden Varianten zu bevorzugen, so nutzt man gern deren
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Mittelwert:

1 1
3? h 2 h (6.45)

(zentrale Differenz).

Auf den ersten Blick wird die Naherung fiir f/(x) besser, je kleiner h gewéhlt wird. Jedoch
zeigt sich in der Praxis, dass zu kleines h zu starken Oszillationen in der berechneten
Néherung fiir f fithren kann. Ursache ist, dass kleine Fehler in den (oft aus Messungen
stammenden) Werten fiir f durch das numerische Differenzieren verstérkt werden. Die
Details dazu sind Thema der numerischen Mathematik und fithren hier zu weit. Merke
jedoch: Numerisches Differenzieren ist nur mit grofler Vorsicht zu benutzen!

4.0 1 — exakte Funktionswerte

3.5 4 —— verrauschte Funktionswerte

3.0
2.5
2.0 1
1.5
1.0 4

0.5 4

0.0 4

| —— Ableitung bei exakten Funktionswerten
| —— Ableitung bei verrauschten Funktionswerten

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
f{x)

Im Bild sehen wir: Obwohl die verrauschten Funktionswerte kaum von den exakten
Funktionswerten unterscheidbar sind, weichen die numerisch berechneten Ableitungen
deutlich voneinander ab. Zum selbst ausprobieren: Erhéht man die Anzahl der Stiitz-
stellen, so wird die Abweichung der Ableitungen immer gréfier.

166



6.3 Taylor-Polynome

6.3 Taylor-Polynome

Als eine erste konkrete Anwendung der Differentialrechnung schauen wir uns hier die
Annédherung von Funktionen durch Polynome an. Diese Technik hilft uns im néchsten
Kapitel beim Verstdndnis der Fehlerrechnung. Weitere Anwendungen folgen im zweiten
Semester.

6.3.1 Bedeutung

Es gibt verschiedene Verfahren zum Ersetzen (nahezu) beliebiger Funktionen durch Po-
lynome mit sehr dhnlichem Verlauf des Funktionsgraphs. Das einfachste ist die Kon-
struktion sogenannter Taylor-Polynome.

Wihrend man frither durch den Ubergang zu Polynomen die manuelle Rechenarbeit ver-
einfachen wollte, liegt die Bedeutung der Approximation (d.h. Anndherung) von Funk-
tionen durch Polynome heute vor allem in der Verarbeitung von Funktionen mit dem
Computer. Wahrend allgemeine Funktionen (z.B. Sinus, Exponentialfunktion, Logarith-
musfunktion,...) beim numerischen Rechnen mit dem Computer nur als Sammlung end-
lich vieler Funktionswerte an gegebenen Stiitzstellen darstellbar sind, also nie exakt und
vollstdndig vorliegen, konnen Polynome auch mit dem Computer exakt und vollstdndig
beschrieben werden. Wir erinnern uns: Ein Polynom

Ly aa®+arz+ap (6.46)

an "+ ap—12""
vom Grad n ist durch die n+ 1 Koeffizienten ag, aq, ..., a, beschrieben. Das sind endlich
viele Zahlen und diese sind mit dem Computer (bis auf Rundungsfehler) darstellbar und
verarbeitbar.

Wir werden Taylor-Polynome nur in sehr einfacher Form im néchsten Kapitel wiederse-
hen. Wann immer Sie jedoch mit dem Computer oder dem Taschenrechner beispielsweise
den Sinus eines Winkels berechnen, werden im Hintergrund Taylor-Polynome (oder sehr
ahnliche Techniken) verwendet.

6.3.2 Konstruktion

Sei f : (a,b) — R eine Funktion, wobei auch ein- und beidseitig unendliche Intervalle
als Definitionsbereich zuléssig seien, und sei n eine gegebene natiirliche Zahl. Gesucht
ist ein Polynom 7;, : R — R vom Grad n, welches einen &hnlichen Verlauf zeigt wie die
Funktion f. Ein Polynom vom Grad n besitzt n + 1 Freiheitsgrade (d.h. frei wiahlbare
Parameter). Wir kénnen also davon ausgehen, dass wir n 4+ 1 Bedingungen formulieren
konnen, welche den Verlauf des Polynoms T, festlegen. Zu einer gegebenen/gewéhlten
Stelle ¢ € (a,b) fordern wir

To(zo) = f(wo), Th(zo) = f'(z0), ... T\ (z0) = f (o). (6.47)
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6 Differentialrechnung

Klar ist, dass diese Forderungen nur formulierbar sind, wenn f wenigstens n-mal diffe-
renzierbar ist.

Die Ableitungen von T, kann man explizit angeben. Man erhilt so ein lineares Glei-
chungssystem fiir die n + 1 Unbekannten ay,...,a, mit n + 1 Gleichungen. Die Sys-
temmatrix ist sogar schon in Stufenform, sodass das Losen dieses m im Prinzip keine
Probleme macht. Allerdings ist das Riickwértseinsetzen recht fummelig und unterbleibt
deshalb an dieser Stelle. Man erhélt folgendes Ergebnis:

Merke

Sei f : (a,b) — R mindestens n-mal differenzierbar und sei xy € (a,b). Dann heif3t
das Polynom

To(@) = Y- = £ o) (@ - 20)*
k=0

= f(x0) + f'(z0) (z — mo) + f"(x0) (xz — z0)*+

e %f(n)(ﬂfo) (x — 20)"

(6.48)

Taylor-Polynom vom Grad n zur Funktion f mit der Entwicklungsstelle x.

Das Taylor-Polynom vom Grad 1 wird auch als Tangente an die Funktion an der Stelle
xo bezeichnet. Dies ist eine Gerade, die an der Stelle zy den gleichen Funktionswert
und den gleichen Anstieg wie die Funktion f hat. Das Taylor-Polynom vom Grad 2 wird
gelegentlich als Schmiegparabel bezeichnet. Neben Funktionswert und Anstieg stimmt
hier auch die Kriimmung mit der von f tiberein.

~

Beispiel

Zur Vereinfachung von Berechnungen soll die Sinusfunktion durch ein geeignetes
Taylor-Polynom ersetzt werden. Wir entscheiden uns fiir den Grad n = 4, da
Polynome vierten Grades manuell noch einigermaflen handhabbar sind. Als Ent-
wicklungsstelle wihlen wir xq := 7, da wir uns fiir den Sinus von Winkeln in [0, 7]
interessieren (aus der Konstruktion der Taylor-Polynome kann man erwarten,
dass die Naherung um so schlechter wird, je weiter wir von der Entwicklungsstelle
entfernt sind).

168



6.3 Taylor-Polynome

Die relevanten Ableitungen sind

flzg) =sin T =1,
f(zo) = cosg =0,
F(zo) = — sing — (6.49)
" (z0) = — cosg =0,
f(4)(x0) = smg =
Somit | I g
L) =1-7 (s-2) +5; (¢-3) - (6.50)

Diese Néaherungsformel fiir die Sinusfunktion erlaubt das Berechnen von Sinus-
werten unter Verwendung der vier Grundrechenarten.

1.00 +

0.75 -

0.50 A

0.25 -

0.00 A

—-0.25 4

—-0.50 4

— Sinus
—— Taylor-Polynom
® Entwicklungsstelle

-0.75 4

—-1.00 +

-1 ] 1 2 3 4 5

6.3.3 Approximationsfehler

An der Entwicklungsstelle xg stimmen Funktion und Taylor-Polynom exakt iiberein. Mit
wachsendem Abstand zur Entwicklungsstelle wird die Abweichung zwischen Funktion
und Taylor-Polynom jedoch zunehmen. Frage: Kénnen wir den Fehler, der durch das
Ersetzen einer Funktion durch ein Taylor-Polynom entsteht, als konkrete Zahl angeben?
Die Antwort ist ganz klar: Ja. Fiir das “Wie” gibt es verschiedenen Varianten. Wir geben
hier nur eine an und verzichten auf die Herleitung.
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Merke

Sei f : (a,b) — R mindestens (n + 1)-mal stetig differenzierbar und sei 7;, das
Taylor-Polynom n-ten Grades von f zur Entwicklungsstelle z9 € (a,b). Dann
existiert zu jedem z € (a,b) eine Zahl £ € R, die zwischen x und xg liegt und

1

f(z) = Tu(z) = CEmY FOE) (z — wo)™ ™! (6.51)

erfullt.

Der Ausdruck auf der rechten Seite wird als Lagrange-Restglied oder Restglied
in Lagrange-Form bezeichnet.

Insbesondere erhélt man mit Hilfe des Lagrange-Restglieds die Fehlerabschitzung

F(&) = Tu(a)| < . !f("“’(f)\) 2 — o™, (6.52)

1
(n+1)! <5Ien(2,b)

Beachte hier, dass f (n+1) yunbeschrinkt sein kann, sodass das Maximum nicht existiert
(bzw. oo ist).

Beispiel

Betrachten nochmal das Taylor-Polynom vierten Grades fiir die Sinusfunktion bei
xg = 5. Fiir x € [0, 7] erhalten wir die Fehlerabschitzung

1 5
|sinz — Ty(z)| < = ( max |cos¢| ‘J:—I
5! \ eelo,n] 2
(6.53)
L ‘x—55<i (f)5<008
-~ 120 21 — 120 \2/ — 7

wobei die vorletzte Abschétzung aus |z — 5| < 7§ folgt.

Somit stimmt bis zur ersten Nachkommastelle der mittels T4 berechnete Néhe-
rungswert fiir sin z mit dem exakten Wert im Wesentlichen iiberein.

6.3.4 Ausblick

Wie eingangs erwéhnt, gibt es diverse Moglichkeiten Polynome als Néherung fiir ei-
ne Funktion zu konstruieren. Taylor-Polynome konzentrieren sich auf eine Stelle und
fordern dort die Gleichheit der Ableitungen bis zu einer gewdhlten Ordnung. Das ande-
re Extrem sind Interpolationspolynome. Bei diesen fordert man die Gleichheit der
Funktionswerte an mehreren Stellen. M&chte man ein Polynom vom Grad n konstruieren,
fordert man also die Gleichheit der Funktionswerte an n + 1 Stellen.
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6.3 Taylor-Polynome

Zwischen diesen beiden Extremen gibt es nahezu beliebige Mischformen. Eine in der Pra-
xis sehr beliebte Variante sind sogenannte Splines. Grundidee ist, nicht ein Polynom
flir den gesamten Definitionsbereich zu bilden, sondern auf Teilintervallen zu arbeiten.
Auf jedem Teilintervall wird ein eigenes Polynom (mit vorgegebenem Grad) konstru-
iert, sodass die einzelnen Polynome an den Intervallenden zusammenpassen, also gleiche
Funktionswerte und gleiche Ableitungen wie die zu approximierende Funktion besitzen.

Fiir vektorwertige Funktionen und fiir Funktionen mehrerer Verdnderlicher gibt es sehr
dhnliche, auf Polynomen basierende Konstruktionen. Insbesondere sind die in der Com-
putergrafik sehr beliebten Bézier-Kurven eine Form von Ndherungspolynomen fiir Funk-
tionen f : [a,b] — R2.
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6 Differentialrechnung

6.4 Fehlerrechnung

Man steht sehr oft vor dem Problem, dass man eine interessierende Grofie nicht direkt
messen kann, sondern nur aus Berechnungen auf diese schlieffen kann. Ausgangspunkt
fiir die nétigen Berechnungen sind gemessene Werte, die praktisch immer mit einem nur
ungefidhr bekannten Messfehler behaftet sind. Frage: Wie wirken sich solche Messfehler
auf aus Messwerten berechnete Gréflen aus?

7

Beispiel

Um den Umfang eines Kreises (z.B. Radumfang bei einem Fahrzeug) zu ermitteln,
bietet es sich an, den Durchmesser d des Rades zu messen und daraus den Umfang
u = 7 d zu berechnen. Liegt der Messfehler beim Durchmesser in etwa bei 1 mm,
so wird der Fehler im berechneten Umfang aufgrund des Faktors 7 bei etwa 3 mm
liegen.

6.4.1 Ziel

In obigem Beispiel ist der Zusammenhang von Messwert und berechnetem Wert sehr
einfach und die Fehlerfortpflanzung beim Rechnen gut iiberschaubar. Wie aber bei
komplexeren Zusammenhingen vorgehen? Wie wirkt sich beispielsweise die etwas un-
genau gemessene Kantenldnge eines Wiirfels auf das daraus berechnete Volumen des
Korpers aus?

Ziel dieses Kapitels ist die Entwicklung eines systematischen Vorgehens, welches uns
praktisch verwertbare Aussagen iiber den zu erwartenden Fehler in einer aus Messwerten
berechneten Grofle liefert. Zunéchst betrachten wir nur Groéflen, die von genau einem
Messwert abhéngen. Im zweiten Semester erweitern wir das Vorgehen auf von mehreren
Messwerten abhédngige Grofen.

Es wird sich zeigen, dass die Differentialrechnung und insbesondere die Taylor-Polynome
hier gute Dienste leisten.

6.4.2 Formalisierung

Die Aufgabenstellung ist also folgende: Gegeben ist eine Funktion f, die eine mess-
technisch zugéngliche Zahl xexake € R in den gesuchten Wert f(Zexakt) Uberfithrt. Die
praktische Messung liefert statt Tegaxt allerdings nur xess. Entsprechend steht in der
Praxis nur f(Zmess) zur Verfiigung statt f(Zexakt)-

Der exakte Wert Zexakt ist iiblicherweise nahe bei xpess (sonst ist der Messprozess un-
brauchbar), muss aber nicht mit Zyess ibereinstimmen. Wir nehmen an, dass wir eine
Fehlerschranke A,,.xxz € R kennen, d.h. wir wissen, dass

|$exakt - 33mess| < Amaxl‘ (654)
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6.4 Fehlerrechnung

gilt. Daraus soll nun eine Aussage iiber die Gréfle des Fehlers

’f(wexakt) - f(xmess)‘ (6.55)

abgeleitet werden. Da wir f(Zexakt) nicht kennen, miissen wir vom schlechtesten Fall
ausgehen, d.h. wir suchen nach der maximalen Abweichung A,.x f bzgl. aller im Rahmen
des maximalen Messfehlers Ap a2z denkbaren Werte f(Zexakt). In jedem Fall wird also

| f (Texakt) = f(Tmess)| < Amaxf (6.56)

gelten.

Merke

Der Wert Anaxf wird als absoluter Fehler bezeichnet. Setzt man diesen ins

Verhéltnis zum berechneten Wert, so erhélt man den relativen Fehler i ﬁ;‘;;f ik

Amax®

| mess|

Analog spricht man bei Az vom absoluten Messfehler und bei
relativen Messfehler.

vom

Absolute Fehler schreibt man im Ingenieurwesen gern in der Form

f(xexakt) = f(xmess) + Amaxf bzw. Zexakt = Tmess T Amax?, (6-57)

meint damit aber stets, dass der exakte Wert hochstens (nicht genau!) um Apaxf bzw.
Anmax® vom gemessenen Wert abweicht.

Relative Fehler gibt man gern in Prozent an, also beispielsweise 0.1 % statt 0.001.

6.4.3 Vorgehen

Theoretisch konnte man den zu erwartenden Fehler als

Apaxf = Ig'ﬁnea})(( |f(2) = f(Tmess)| (6.58)
berechnen, wobei
X = [xmess — AmaxT, Texakt + Amax-fc] (659)

das Intervall der infrage kommenden exakten Werte ist. Dieses Maximum ist jedoch
(auch mit dem Computer!) nur sehr mithsam berechenbar und damit fiir den praktischen
Einsatz untauglich. Ersetzen wir f jedoch durch ein Taylor-Polynom, so wird die Sache
handhabbar. Schon das Taylor-Polynom ersten Grades (Tangente) reicht in den meisten
Fillen vollig aus. Als Entwicklungsstelle wiahlen wir natiirlich %, da dieser Wert
einerseits ohnehin vorliegt und andererseits alle Betrachtungen in der nahen Umgebung
dieser Stelle stattfinden, also dort, wo die Abweichung zwischen Funktion und dem so
konstruierten Taylor-Polynom gering ist. Mit dem Restglied

R(ﬁa z, xmess) = % f//(g) (.I - xmess)2 (660)

173
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erhalten wir

Amaxf = maj))(( }f($n1ess) + f/(xmess) (I’ - -'L'mess) + R(§7 x, xmess) - f(xmess)‘
e (6.61)

_ / _
= Ixne%)(( }f (xmess) (J; xmess) + R(§7 €T, xmess) ‘ .

Da € stets zwischen x und e liegt, konnen wir diesen Wert nach oben abschatzen:

Amaxf < IJJHE%)(( ‘f,(-xmess) ($ - xmess)| + lgleaj))(( Iﬁnea}?( |R(§> Z, -Tmess)‘

1
= ‘f,(mmess)‘ gle%? | — Tmess| + ) (rgne%z'( ‘f”@)‘) Ixnef%%( |z — xmess‘Q (6.62)

2

/ 1 "
= |f (l'mess)‘Amaxl'+§ <r§n€5§{‘f (5)‘) (Amaxl') .

Ublicherweise wird Apaxa klein sein, insbesondere viel kleiner als 1 (Schreibweise: Apax® <
1). Folglich wird (Amaxx)2 deutlich kleiner sein als Apaxx. Fur Apaxxz = 0.01 erhalten

wir beispielsweise (Amaxa:)z = 0.0001. Zum Zwecke der Beurteilung des zu erwartenden
Fehlers geniigt also die Betrachtung des ersten Summanden. Nur in wenigen Ausnahme-
féllen, z.B. wenn der Messfehler sehr grof} ist oder wenn die Funktion f stark gekriimmt
ist (grofle zweite Ableitung!), ist der quadratische Fehleranteil relevant. In solch einem
Fall kénnen auch Taylor-Polynome zweiten Grades verwendet werden, damit man sich
die aufwendige (und ggf. gar nicht machbare) Maximierung der zweiten Ableitung spart
(man vernachléssigt dann den Term dritter Ordnung).

Merke

Fiir den Fehler Apayf in den aus Messwerten berechneten Funktionswerten kann
man fiir Praxiszwecke von der Abschéitzung

Amaxf 5 ‘f/(xmess” Ja— (663)
ausgehen. Dabei steht < fiir “im Wesentlichen kleiner als” und deutet an, dass es
sich nicht um eine exakte Ungleichung handelt.

Die Ableitung der Funktion f am gemessenen Wert liefert also den
Verstarkungsfaktor bei der Fehlerfortpflanzung.

Beachte jedoch: Bei streng mathematischer Betrachtung gilt diese Abschéatzung nicht!

Nebenbemerkung

Man koénnte nun einwenden, dass durch die Wahl der Mafleinheiten das Erfiillen
der Bedingung A < 1 beeinflusst werden kann. Misst man beispielsweise eine
Strecke x in Meter und der maximale Messfehler betragt A ax = 0.01 Meter, so ist
die Bedingung offensichtlich erfiillt. Misst man jedoch in Millimeter, so fiihrt der
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gleiche Messfehler zu Ay . = 10 Millimeter, was deutlich iiber 1 liegt. In ersterem
Fall wire das Vernachldssigen des quadratischen Anteils in der Fehlerabschatzung
okay; in zweiterem eher nicht, da dann (Amaxrn)2 = 100 viel grofler ist als Apax,
also durchaus relevant ist. Allerdings &ndert ein Wechsel der Einheiten auch die
Funktion f. Werden die Argumente von f in Metern angegeben, so entspricht
die Arbeit mit Millimetern der Funktion x — f(0.001 x), sodass die zweite Ablei-
tung zu 0.0012 f(0.001 x) wird (Kettenregel!). Somit ist das Maximum iiber die
zweite Ableitung nun sehr klein, sodass der iiblicherweise vernachléssigte zweite
Summand in der Fehlerabschidtzung dennoch klein und damit vernachléssigbar
ist.

Die Forderung Ap.xx < 1 ist also nicht zwingend fir das Vernachldssigen des
zweiten Summands, sondern stellt lediglich eine einfache Regel fiir die praktische
Arbeit dar. Ist diese nicht erfiillt, kann das Vernachléssigen des zweiten Summands
dennoch zuléssig sein. Dieser Fall sollte dann entsprechend gepriift werden.

6.4.4 Beispiele

~

Beispiel

Der Flicheninhalt eines Kreises (in Quadratmeter) soll aus dem gemessenen Radi-
us berechnet werden. Die Messung ergab einen Radius von 3 & 0.01 Meter. Der zu
erwartende absolute Fehler beim Flacheninhalt betragt somit 0.188 Quadratme-
Dies entspricht einem relativen Fehler von 0.67 Prozent (Video 640,
dazu)?

Hinweis: Der exakt berechnete maximale Fehler liegt bei rund 0.189 Quadrat-
meter, also ebenfalls rund 0.67 Prozent. Die Groéfle des vernachldssigten zweiten
Summanden in der Fehlerabschitzung betrigt 15555 ~ 0.000314.

Beispiel

Verwendet man im vorhergehenden Beispiel alle Mafle in Millimeter, so erhélt
man aus der Naherungsformel den selben relativen Fehler wie zuvor, obwohl die
Bedingung Apnaxz < 1 offensichtlich nicht erfiillt ist. Dies liegt in der Tatsache
begriindet, dass der zweite, vernachléssigte Summand in der Fehlerabschitzung
mit einem Wert von 2007 = 628.3 im Vergleich zum ersten Summand mit einem
Wert von 600007 =~ 188495.6 trotzdem klein ist und dessen Vernachlissigung
somit_keinen relevanten Einfluss auf die berechnete Fehlerschranke hat (Video
645, Notizen dazd).

.

Der im zweiten Beispiel beobachtete Effekt, dass das Vernachléssigen des zweiten Sum-
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6 Differentialrechnung

manden in der Fehlerabschiatzung auch bei Apaxx > 1 hinnehmbar ist, ist nicht (!)
allgemein giiltig, sondern der konkreten Struktur der betrachteten Funktion geschuldet:
Fiir wachsendes Argument bleibt die Kriitmmung (zweite Ableitung) konstant, wéhrend
der Anstieg (erste Ableitung) wéchst. Dadurch bleibt der zweite Summand in der Feh-
lerabschitzung vergleichsweise (!) klein, obwohl der grofie maximale Messfehler dort
quadratisch eingeht.
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7 Integralrechnung

Grundlagen der Berechnung von Flacheninhalten krummlinig begrenzter Flachen.
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7 Integralrechnung

7.1 Flacheninhalt

Wir werden uns hier intensiv mit der Frage beschéftigen, was wir eigentlich unter dem
Inhalt einer krummlinig begrenzten (also nahzu beliebig geformten) Flidche verstehen.
Eine Fliche ist dabei eine Teilmenge des R2. Nicht betrachtet werden gekriimmte Fli-
chen, also z.B. Teilmengen von Kugeloberflichen.

Spéter wird sich zeigen, dass die Berechnung von Flidcheninhalten eng mit Funktionen
(zur Beschreibung des Randes) und Ableitungen von Funktionen verkniipft ist. Dieser
zundchst nicht sichtbare Zusammenhang wird uns ein méchtiges Werkzeug zur prakti-
schen Berechnung von Fldcheninhalten nahezu beliebiger Flachen an die Hand geben.

7.1.1 Problemstellung

Schon in der Schulmathematik wurden Flacheninhalte berechnet. Das lief nach dem
Schema “suche den Typ der Fliche in der Formelsammlung und nutze die dort angebene
Formel fiir den Fliacheninhalt”. Aber was verstehen ganz allgemein unter “Fléchenin-
halt”? Wie erkldren wir jemandem, was zu tun ist, wenn beispielsweise der Flacheninhalt
einer eiférmigen Flédche zu berechnen ist?

Aus praktischer Sicht kénnen wir den Flécheninhalt einer beliebigen Fliche beschreiben
als “Menge an Farbe, die zum Anstreichen der Fléche bendtigt wird”. Oder etwas préziser
(da die Schichtdicke der Farbe nicht klar ist): Man versehe die Fldche mit einem 1
Zentimeter hohen Rand und fiille die Flache bis zur Oberkante des Randes mit Wasser.
Die benotigte Wassermenge in Kubikzentimenter ist dann gerade (per Definition!) der
Flacheninhalt in Quadratzentimeter. Praktisch ist das Problem also durchaus lésbar.

Offen ist, wie man die benttigte Wassermenge im Vorfeld berechnen kann. Fiir sehr
grofle oder sehr kleine Fléchen ist die beschriebene Form der experimentellen Inhaltsbe-
stimmung kaum umsetzbar. Auch ist der Aufwand recht gro8 (gekriimmten Rand bauen;
alles muss dicht sein usw.).

Das Frage der sinnvollen, allgemeinen Definition des Inhalts einer Fliche wurde erst um
1900 zufriedenstellend beantwortet. Fiir mathematische Verhéltnisse ist dieses Thema
also noch regelrecht “neu”.

7.1.2 ldee

Die Grundidee zur mathematisch exakten Definition des Begriffs “Fldcheninhalt” ist
folgende.

1. Zerlege die Flache in Teilflachen mit berechenbarem Flécheninhalt.

2. Addiere die Inhalte aller Teilflachen.

Fiir manche Flachen ist dies leicht machbar. Fir andere jedoch werden sehr viele Teil-
flichen benétigt oder eine Zerlegung ist nicht moglich, da der krummlinige Rand beim
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Zerlegen nicht verschwindet und stets nicht berechenbare Teilflichen iibrig bleiben.

Deshalb modifizieren wir die Idee etwas: Zum einen legen wir uns auf eine moglichst
einfache Form von Teilflichen fest, um die Berechnung der einzelnen Fliacheninhalte zu
ermoglichen. Die einfachste Flache mit Blick auf Inhaltsberechnung ist das Quadrat. Zum
anderen fordern wir nicht mehr, dass die Fléache vollsténdig in Teilflichen zerlegt werden
muss, sondern wir iiberdecken die Flidche mit Quadraten gleicher Gréfie und zéhlen wie
viele Quadrate vollstdndig innerhalb der Fléiche liegen und wie viele Quadrate wenigs-
tens einen Teil der Fliche enthalten. Die Summen der jeweiligen Quadratinhalte liefern
den Flacheninhalt einer etwas kleineren und einer etwas grofleren Flache. Je kleiner die
Quadrate sind, desto ndher werden sich diese beiden Werte kommen. Betrachten wir
den Grenziibergang “Kantenldnge gegen Null”, so sollten beide Werte iibereinstimmen.
Diese Zahl betrachten wir nun als Fldacheninhalt der unregelméfligen Fléche.

| //

Die roten Quadrate liegen vollstdndig im Inneren der Fléche. Die blauen Quadrate
iiberlappen mit der Flache. Der Fldcheninhalt der grauen Fldche muss zwischen
der Summe der Fliachen der roten Quadrate und der Summe der Fldchen der roten
und blauen Quadrate liegen. Je kleiner die Quadrate, desto kleiner der Unterschied
zwischen beiden Schranken.

7.1.3 Umsetzung

Setzen die Idee zur Definition des Flécheninhalts beliebiger Flachen nun mathematisch
exakt um. Zu F C R? ist also eine Zahl A(F) > 0 gesucht, die unserer intuitiven
Vorstellung von “Flédcheninhalt” entspricht. Insbesondere soll A(F') fiir einfache Flachen
F natiirlich die bisher mittels konkreter Formeln berechneten Fldcheninhalte liefern.

Zur Uberdeckung von F' verwenden wir ein Raster aus achsenparallelen Quadraten [x, z+
[] ¥ ly,y + ] mit Kantenldnge [ > 0, welches der Einfachheit halber so ausgerichtet ist,
dass der Punkt (0,0) gerade ein Eckpunkt eines der Quadrate ist. Die - und die y-
Koordinaten aller Eckpunkte aller Quadrate sind also ganzzahlige Vielfache von [.

Mit i(l) € N bezeichnen wir die Anzahl von Quadraten, die vollstdndig von F iiberdeckt
werden (innere Uberdeckung). Mit a(l) € N bezeichnen wir die Anzahl von Quadraten,
die mindestens einen Punkt von F enthalten (duflere Uberdeckung). Offensichtlich gilt
also stets i(!) < a(l). Damit beide Zahlen existieren (also nicht “unendlich” sind), miissen
wir unsere Betrachtungen auf beschrankte Fliachen eingrenzen, d.h. auf solche Flachen
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F, fir die es eine Zahl ¢ € R gibt mit

Vaz+y? <c firalle (z,y) € F. (7.1)

Merke
Sei F C R? beschrinkt und seien 4(1) und a(l) fiir I > 0 wie oben beschrieben.

Die Menge F' heifit Jordan-messbar, wenn die beiden Grenzwerte

lim (1)7* und lim (1) I (7.2)

l—00 l—o00

existieren und gleich sind. In diesem Fall werden die beiden (gleichen) Grenzwerte
als Flacheninhalt von F' bezeichnet.

Die Werte i(1) 1? und a(l) [ sind gerade die Flicheninhalte der inneren und der &ufieren
Uberdeckung zur Kantenlinge [.

7.1.4 Beispiele und Einordnung

Beispiel (Fldcheninhalt eines Rechtecks)

Wenn unsere Definition von “Flacheninhalt” sinnvoll ist, sollten wir damit die
ublichen Formeln fiir Flacheninhalte von einfachen Flachen herleiten konnen. Tun
dies fur das Rechteck [0, ¢] x [0, d].

Fiir festes [ > 0 sei m(l) € N die Anzahl der Quadratspalten der inneren Uberde-
ckung. Entsprechend bezeichne n(l) € N die Anzahl der Quadratzeilen. Es gilt also
i(l) = m(l)n(l). Die Zahlen m(l) und n(l) konnen wir mittels der Kantenlédngen
c und d des Rechtecks ausdriicken:

m(l) = EJ und n(l) = m (7.3)

Dabei bezeichnet |...| das Abrunden des eingeschlossenen Wertes. Fur den Grenz-
wert des Inhalts der inneren Uberdeckung erhalten wir

limi(l) 12 = lim m m 2

—0 1—0

(e ) (£) z
Z}i_{r(l)(c—l) (d—1)=cd.
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Analog folgt

= hm (c+1)(
wobei [...] fir das Aufrunden des eingeschlossenen Wertes steht.
Aus
cd < limi(l) 2 <lima(l)® < cd (7.6)
—0 =0

folgt nun die Gleichheit beider Grenzwerte. Der Flécheninhalt ist entsprechend
unserer Definition des Begriffs also wie erwartet cd.

7.1 Flacheninhalt

0 ] m :

< l1m ; < ) (7.5)

Bereits bei einem Rechteck ist die konkrete Berechnung des Flécheninhalts recht miih-
sam. Bei komplexeren Flédche ist die Berechnung direkt iiber die Definition kaum mach-
bar. Deshalb werden wir uns im néchsten Unterkapitel ein alternatives Vorgehen tiber-

legen.

Nebenbemerkung

Es gibt durchaus beschrinkte Mengen, die nicht Jordan-messbar sind, denen wir
also auf dem beschriebenen Weg keinen Flicheninhalt zuordnen kénnen. Solche
Mengen sind aber praktisch nicht relevant.

Beispiel (nicht Jordan-messbare Menge)

Die Menge F' := [0, 1] x ([0, 1] N Q) ist nicht Jordan-messbar. Kein noch so kleines
Quadrat wird von F' vollstdndig iiberdeckt, da jedes Quadrat auch Punkte mit
nichtrationalen y-Koordinaten enthélt. Also i(l) = 0 fir alle [ > 0. Andererseits
besteht jede duBere Uberdeckung aus mindestens einem Quadrat. Also gilt stets
a(l) > 1. Somit konnen die Grenzwerte der Inhalte der inneren und der dufleren
Uberdeckungen nicht gleich sein.

Nebenbemerkung

Es gibt verschiedene Varianten von “Messbarkeit” in der Mathematik. Neben der
hier eingefiihrten Jordan-Messbarkeit spielt die sogenannte Lebesgue-Messbarkeit
eine wesentliche Rolle. Diese ist eine Verallgemeinerung der Jordan-Messbarkeit
(jede Jordan-messbare Menge ist auch Lebesgue-messbar) und deckt mehr Mengen
ab. Jedoch gibt es trotzdem Mengen, die auch nicht Lebesgue-messbar sind.
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7 Integralrechnung

Die Konstruktion des Flacheninhalts auf Basis der Jordan-Messbarkeit kann vollig analog
auch in drei oder mehr Dimensionen durchgefithrt werden. In R3 erhilt man mittels
Uberdeckungen aus Wiirfeln auf diese Weise eine Definition des Begriffs “Volumen”, die
auch sehr unregelméflige Koérper mit einschlief3t.
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7.2 Normalbereiche

Fiir die praktische Berechnung von Fldcheninhalten unregelméflig geformter Fléchen
miissen wir zwei Probleme 16sen:

1. Die Fldche muss mittels Formeln beschreibbar sein.

2. Die Berechnung des Flacheninhalts muss auch bei komplexeren Flichen mit ver-
tretbarem Aufwand durchfithrbar sein.

In diesem Unterkapitel widmen wir uns vor allem dem ersten Problem. Die Lésung
des zweiten Problems bereiten wir vor, gehen sie aber erst im néchsten Unterkapitel
vollstandig an.

7.2.1 Begriff

Wir beschrianken alle nachfolgenden Betrachtungen auf folgenden Typ von Fléchen:

Merke
Lésst sich eine Menge B C R? in der Form
B={(z,y) eR?*: a<z<h f(z)<y<g(x)} (7.7)

schreiben, wobei f : [a,b] — R und ¢ : [a,b] — R zwei stetige Funktionen iiber
einem Intervall [a,b] sind, die f(z) < g(x) fur alle € [a,b] erfiillen, so nennen
wir B einen Normalbereich bzgl. der z-Achse.

Man kann auch Normalbereiche bzgl. der y-Achse einfithren. Diese konnen jedoch
durch drehen um 90° oder durch Spiegelung an der Gerade y = x stets in Normalbereiche
bzgl. der x-Achse iiberfithrt werden, sodass deren weitere Betrachtung hier unterbleibt.

7.2.2 Beispiele
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7 Integralrechnung

‘ ‘ > xT
a b
Ein Normalbereich wird durch ein Intervall fiir die z-Koordinaten und durch zwei

Funktionen beschrieben. Die beiden Funktionsgraphen bilden die untere und die
obere Grenze des Normalbereichs.

Beispiel
Das Viereck B C R?, welches durch die Geraden
1
x=1, y:§x+1, r=3 y=x+2 (7.8)

begrenzt wird, ist ein Normalbereich:
1
B:{(x,y):1§m§3,2x—|—1§y§x—|—2} (7.9)

(Video 660, Notizen dazd).

Beispiel
Das krummlinig begrenzte Dreieck B C R?, welches durch die Kurven

y=z% y=6-z, =4 (7.10)
eingeschlossen wird, ist ein Normalbereich:

B={(z,y): 2<2<3,6—x<y<z?} (7.11)
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7.2 Normalbereiche

(Video 665, Notizen daz).

Beispiel
Die Kreisscheibe K C R? mit Radius 2 um den Punkt (3, 1) ist ein Normalbereich:

K:{(x,y): 2<z <2, 1—\/4—(x—3)2§y§1+\/4—(1:—3)2} (7.12)
(Video 670, Notizen dazd).

7.2.3 Flacheninhalt von Normalbereichen

Berechnen nun den Flacheninhalt eines Normalbereichs
Bi={(r,y) eR*: a<a<b, f(z) <y<gx)} (7.13)

auf Basis unserer Definition des Flacheninhalts. Der Einfacheit halber nehmen wir zu-
néchst an, dass f und g nur positive Werte annehmen. Dann kénnen wir den Fléchenin-
halt von B als Differenz der Fldcheninhalte zwischen g und der z-Achse sowie f und der
z-Achse ausdriicken. Unsere Aufgabe beschrinkt sich damit auf das Berechnen des Fla-
cheninhalts zwischen der z-Achse und einem Funktionsgraph. Beschreiben das Vorgehen
hier fiir die Funktion f.

Um die Formeln einfach zu halten, gehen wir von a = 0 aus, was durch Verschieben des
Bereichs stets problemlos erreicht werden kann, also keine inhaltliche, sondern nur eine
formale Einschrankung darstellt. In der Mathematik ist an dieser Stelle die Formulierung
“Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit nehmen wir ¢ = 0 an” iiblich.

Wir iiberdecken den Bereich B wie im vorhergehenden Unterkapitel mit einem Raster
aus Quadraten der Kantenlinge [ > 0 und ermitteln die Anzahlen i(!) und a(l) der
Quadrate in der inneren und in der duBeren Uberdeckung.

Man kann sich relativ leicht iiberlegen (tun wir hier nicht), dass lim;_i(l){? genau
dann existiert, wenn lim,, o i(l,) I2 fiir irgendeine Folge (I,,)nen mit lim,, o0 I, = 0 gilt.
Auflerdem sind im Falle der Existenz die beiden Grenzwerte gleich. Analoges gilt fiir
a(l) 1?. Diese Feststellung vereinfacht das weitere Vorgehen, da wir statt dem Grenzwert
lim;_,04(1) I? einer Funktion bzgl. I nur den Grenzwert lim,, o (l,,) 2 einer Zahlenfolge
betrachten miissen.

Wahlen wir nun [, := %, so gilt offensichtlich lim,, o0 I, = 0. Innere und &uBere Uber-
deckung fiir ein n haben stets gleich viele Spalten, da L%j =[n]=n=[n]= [%} gilt.
Anders ausgedriickt: b liegt immer genau auf der Grenze zwischen zwei Quadratspalten.
Entsprechend haben Unter- und Obersumme die gleiche Anzahl Summanden.

Beim Summieren der Quadratflichen gehen wir spaltenweise vor. Die Anzahl der Spalten
ist n. Die Spalten seien von links nach rechts mit 1,2, ...,n nummeriert. Die Anzahl der
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Die Oberkanten der dufleren Uberdeckung (blau) liegen vollstindig oberhalb des
Funktionsgraphs. Die Oberkanten der inneren Uberdeckung (rot) liegen vollstindig
unterhalb des Funktionsgraphs.

Quadrate in Spalte k hédngt offensichtlich von den Funktionswerten von f im Bereich

dieser Spalte ab. Sei also Ix(n) := [(k — 1)l, kl] das Intervall von z-Koordinaten zur

k-ten Spalte. Dann ist die Anzahl Quadrate der inneren Uberdeckung in Spalte k gerade
min f(x)

7xe}k(7) (7.14)

und wir erhalten fiir den Grenzwert des Flicheninhalts der inneren Uberdeckung

lim (L, l?l = lim |1, min )|, 7.15
Tim i(l,) m( > min )) (7.15)

sofern der rechte Grenzwert existiert (Video 675, ) Der Ausdruck im rech-

ten Grenzwert wird auch als Riemannsche Untersumme zur Unterteilungsfeinheit n
bezeichnet.

Vollig analog erhalten wir fiir die dufleren Uberdeckungen

li )02 = 1 l ) 7.16
lim a(ln) 17 nggo< ng}fmf ) (7.16)
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7.2 Normalbereiche

Der Ausdruck im zweiten Grenzwert wird auch als Riemannsche Obersumme zur
Unterteilungsfeinheit n bezeichnet.

Machen wir die Verschiebung zu a = 0 riickgédngig, so kénnen wir folgende Definition
formulieren:

7~

Merke
Sei f : [a,b] — R stetig und bezeichne Ij(n) := [a + (k — 1) b;—“, a—+k bfT“] fiir
k =1,...,n die Teilintervalle von [a,b] bei Unterteilung in n gleich groBe Teile.

Existieren die Grenzwerte

b—a w—
li i 7.17
Jim ( - > x?};?n)f($)> (7.17)

k=1

und

lim ( — N max f(o > (7.18)

n—00 :cGIk (n)

der Riemannschen Unter- und Obersummen und stimmen die beiden Grenzwer-
te iiberein, so heifit f Riemann-integrierbar. Der Wert der beiden (gleichen)
Grenzwerte heiffit dann Riemann-Integral von f iiber [a, b] und entspricht gera-
de dem vorzeichenbehafteten Fliacheninhalt zwischen dem Graph von f und der
x-Achse.

Als Symbol fiir das Riemann-Integral wird aus historischen Griinden und auch
aus Griinden, die spéter erhellt werden, das Symbol

b

/ )l (7.19)

a

verwendet.

.

Mit “vorzeichenbehaftet” meinen wir hier, dass das Riemann-Integral negativ ist, wenn
der Funktionsgraph vollstéindig unterhalb der z-Achse liegt. Schneidet die Funktion die
x-Achse, so gehen Flachenanteile unterhalb der z-Achse negativ in das Riemann-Integral
ein. Bei gleichen Anteilen ober- und unterhalb der z-Achse wird das Riemann-Integral
also Null sein.

Mit Blick auf den Flidcheninhalt von Normalbereichen (mit Untergrenze f und Ober-
grenze g) ist diese Vorzeicheneigenschaft des Riemann-Integrals sehr niitzlich. Sie fiithrt

dazu, dass die Differenz
b b
/g(:z:) do — /f(m) dz, (7.20)

also der Flacheninhalt des Normalbereichs, stets positiv ist (wenn g iiberall oberhalb
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von f verlduft). Das gilt insbesondere auch, wenn der Normalbereich unterhalb der z-
Achse liegt (also beide Integrale negativ sind), und auch, wenn die z-Achse durch den
Normalbereich verlauft.

Die praktische Berechnung von Riemann-Integralen klaren wir im nichsten Unterkapitel.
Obwohl der Weg iiber Unter- und Obersummen einfacher ist als {iber innere und duflere
Uberdeckungen aus Quadraten, ist der Weg immer noch zu miihsam.

7.2.4 Hinweise zum Riemann-Integral

7.2.4.1 Linearitat Man iiberlegt sich leicht anhand der Eigenschaften von Grenzwer-

ten, dass
b b b

/f(:z:) dw—i—/g(x) dxz/f(:t)—kg(x)dx (7.21)

a a

und , ,
)\/f(as)dx:/)\f(w)dx fir A\ e R (7.22)

gelten. Auflerdem gilt

/b f(z)da + / f(z)da = / f(z)dz (7.23)
o f “

(ebenfalls leicht einzusehen). Diese beiden Eigenschaften werden als Linearitit des Riemann-
Integrals bezeichnet. Man kann das Integral in diesem Sinne als lineare Abbildung von
der Menge der stetigen Funktionen in die reellen Zahlen ansehen.

7.2.4.2 Stiickweise stetiger Integrand Man kann Riemann-Integrale auch fiir Funk-
tionen einfithren, die nicht stetig sind, sondern nur stiickweise stetig. Stiickweise ste-
tige Funktionen sind Funktionen, deren Definitionsbereich in endlich viele Teilintervalle
geteilt werden kann, sodass die Funktion auf jedem Teilintervall stetig ist und die ein-
seitigen Grenzwerte an den Intervallenden existieren (also keine Polstellen).

Das Integral einer stiickweise stetigen Funktion ist dann einfach die Summe der Integra-
le auf allen Teilintervallen. Alternativ kann man die obige Herleitung mittels Uberde-
ckungen mit Quadraten auch direkt fiir stiickweise stetige Funktionen durchfithren und
kommt zum selben Ergebnis.

7.2.4.3 Verwandte Begriffe Das Riemann-Integral wird oft einfach als Integral be-
zeichnet. Zur Unterscheidung von einem im néchsten Unterkapitel einzufithrenden, eng
verbundenen Begriff, spricht man auch vom bestimmten Integral.
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Nebenbemerkung

Neben Riemann-Integralen gibt es noch eine Reihe anderer Integralbegriffe, die fiir
uns aber keine Bedeutung haben, da sie nur in fiir uns unwesentlichen Nuancen
vom hier eingefiihrten Riemann-Integral abweichen. Am verbreitetsten ist das
Lebesgue-Integral, welches das Lebesgue-Mafl zur Berechnung der Fliche unter
dem Funktionsgraph nutzt.

7.2.5 Uneigentliche Riemann-Integrale

Gelegentlich trifft man auf Flachen, die unbeschriankt sind, aber in gewissem Sinne ei-
nen endlichen Flacheninhalt besitzen. Solchen Flidchen werden wir beispielsweise in der
Wahrscheinlichkeitsrechnung begegnen. Praktisch sollten solche Fléchen eigentlich nicht
relevant sein, da die vom Menschen wahrnehmbare Welt eine beschrinkte Menge ist;
somit sind auch alle Flachen und Korper darin beschrinkt. Bei der vereinfachenden
Modellierung gewisser Sachverhalte tauchen dann aber doch solche unbeschrénkten Fla-
chen auf. Eine dhnliche Situation hatten wir schon bei Polstellen beschrieben (vgl. Bei-
spiel (Massepunkt)).

Wir beschrinken uns hier auf den einfachsten Fall, ndmlich die Situation, dass der De-
finitionsbereich einer Funktion f, die zusammen mit der xz-Achse eine Fliche begrenzt,
unbeschrinkt ist. Ein andere Variante unbeschriankter Fldchen mit endlichem Inhalt
tritt bei Polstellen am Rand oder im Inneren des Definitionsbereichs einer Funktion auf.
Diesen Fall kann man vollig analog handhaben, sodass wir nicht ndher darauf eingehen.

7.2.5.1 Einseitig unbeschrankter Definitionsbereich Wie so oft in der Mathematik,
fihrt man eine komplexere auf eine einfachere Situation zuriick. Den Flécheninhalt kom-
plexerer Flachen hatten wir beispielsweise iiber den Grenzwert der Flicheninhalte von
aus Quadraten zusammengesetzten Flichen erklart. Den Fliacheninhalt unbeschriankter
Fldchen erkldren wir nun wiederum als Grenzwert des Inhalts gewisser beschrinkter
Flachen:

Merke

Sei f:(—00,b) — R stetig. Dann setzen wir

b b

/f(:v)dx = lim f(z) de, (7.24)

a——0o0
a
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sofern dieser Grenzwert existiert, und nennen diesen Wert uneigentliches Riemannl-
Integral zu f. Fiir f : [a,00) — R setzen wir analog

b—o0

70 f(z)dz == lim /b F(z) da. (7.25)

Es werden also die (vorzeichenbehafteten) Inhalte immer grofier werdender Teilflachen
berechnet. Konvergiert diese Folge von Flacheninhalten, so kann man auch der unbe-
schrankten Gesamtfliche sinnvoll einen Flacheninhalt zuordnen. Bei bestimmter Diver-
genz kann man die Werte co bzw. —oo als Flacheninhalt ansehen. Bei unbestimmter
Divergenz ist tiberhaupt kein sinnvoller Inhaltsbegriff mehr denkbar.

Beispiele fiir uneigentliche Integrale schauen wir uns erst im nédchsten Unterkapitel an,
wenn wir ein einfaches Verfahren zur Berechnung von Integralen kennengelernt haben.

7.2.5.2 Beidseitig unbeschrankter Definitionsbereich Ist der Definitionsbereich beid-
seitig unbeschrankt, also ganz R, so gibt es zwei verschiedene Moglichkeiten zur Defi-
nition eines Fldcheninhalts. Entweder man teilt die Fliache in zwei Teilflichen und be-
trachtet jede Teilflache fiir sich und addiert die beiden Inhalte dann, oder man fithrt den
Grenziibergang symmetrisch an beiden Enden des Definitionsbereichs durch. Da beide
Varianten gebrauchlich sind, fithren wir hier beide ein.

Merke

Sei f: R — R stetig. Existieren die beiden uneigentlichen Riemann-Integrale auf
den Intervallen (—oo, 0] und [0, 00), so heifit

/OO f(z)dz := /0 f(z)dz + 7]”(3;) dz (7.26)
% “oo 0

uneigentliches Riemann-Integral zu f.

Auflerdem setzen wir

C

CH / f(z)dx := lim [ f(z)dx, (7.27)

c—00
—C

sofern dieser Grenzwert existiert, und nennen diese Zahl den Cauchyschen Haupt-
wert zu f.

Existiert das uneigentliche Riemann-Integral, so existiert auch der Cauchysche Haupt-
wert und beide stimmen tberein. Umgekehrt muss dies nicht gelten.

190



7.2 Normalbereiche

Beispiel
Fiir die Funktion f: R — R, f(x) : T, ist aus Symmetriegriinden der Cauchy-
sche Hauptwert offensichtlich Null. Jedoch ist die Funktion nicht uneigentlich
Riemann-Integrierbar, da man zeigen kann, dass die beiden einseitigen uneigent-
lichen Integrale (bestimmt) divergieren.
0.4 4
0.2 A
2 0o
—0.2 A
—0.4
—-10.0 —]I'.S —5‘.0 —2‘.5 DjD 2.‘5 5.‘0 7.‘5 10.0
X
Nebenbemerkung

Fiir die Definition des Inhalts allgemeiner unbeschréankter Flachen kann man den
Gedanke des Cauchyschen Hauptwerts nutzen: Man bilder den Durchschnitt der
Fléache mit gréfer werdenen Kreisscheiben und betrachtet den Grenzwert der Fla-
cheninhalte der (beschrankten) Durchschnittsflachen.
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In Formeln: Bezeichnet K(r) C R? die Kreisscheibe mit Radius r um den Ur-
sprung, so kann der Inhalt A(F') einer unbeschrénkten Flache F' C R als
A(F) = lim A(FNK(r)) (7.28)

erklart werden, sofern alle Durchschnitte F' N K (r) Jordan-messbar sind und der
Grenzwert existiert.

Berechnet man diesen Grenzwert fir eine beschrankte Flache, so erhélt man den
korrekten Flécheninhalt, da fiir hinreichend grofles r die Flache vollstdndig in allen
Kreisscheiben enthalten ist.
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7.3 Praktische Integration

Wie kaum anders zu erwarten, werden Flacheninhalte und die dafiir bendtigten bestimm-
ten Integrale heute mit dem Computer berechnet. Bevor wir darauf eingehen, schauen
wir uns zunéchst den klassischen manuellen Weg an, da dieser einen auch an andereren
Stellen gelegentlich sehr niitzlichen Zusammenhang zutage fordert (z.B. beim in dieser
Veranstaltung nicht betrachteten Losen von Differentialgleichungen).

7.3.1 Manuelles Integrieren

Die Definition des Riemann-Integrals taugt nicht fiir das praktische Ausrechnen von
Integralen. Stattdessen werden wir ein zunédchst gar nicht offensichtliches Resultat der
Mathematik nutzen, welches Flacheninhalte mit Ableitungen von Funktionen verbindet.

7.3.1.1 Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung Die folgende Erkenntnis,
auf deren Herleitung wir hier verzichten, vereinfacht das Berechnen von Integralen er-
heblich:

~

Merke

Ist der Integrand in einem Riemann-Integral die Ableitung einer stetig differen-
zierbaren Funktion f : [a,b] — R, so gilt

b
[ @z =10)- s(@. (7.29)

Bei differenzierbaren Funktionen hatten wir als Definitionsbereich stets offene Intervalle
(a,b) betrachtet, damit wir uns keine Gedanken iiber die Definition von Differenzier-
barkeit an Randpunkten machen miissen. Bei Integralen verwenden wir hingegen ab-
geschlossene Intervalle, damit die entstehenden Flichen abgeschlossen sind, also einen
Rand haben. Mit Differenzierbarkeit auf [a,b] in obiger Aussage meinen wir, dass es
ein offenes Intervall (¢, d) gibt, auf dem die Funktion f differenzierbar ist und dass das
Intervall [a, b] enthilt, also [a,b] C (c,d).

7.3.1.2 Stammfunktionen Die Frage, ob eine zu integrierende Funktion tiberhaupt
Ableitung einer anderen Funktion ist, ist zunéchst offen. Nur fiir solche Funktionen
hilft uns der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung bei der Berechnung von
Riemann-Integralen. Zur weiteren Klarung fithren wir den Begriff der Stammfunktion
ein.
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Merke

Jede differenzierbare Funktion, deren Ableitung gerade einer gegebenen Funktion
f gleicht, heifit Stammfunktion von f.

Sind F; und Fy zwei Stammfunktionen von f, so gilt Fi(z) = Fy(x) + ¢ fur
ein ¢ € R und alle x aus dem Definitionsbereich von f. Ist umgekehrt F' eine
Stammfunktion von f, so ist auch die durch F(x) := F(z) + ¢ gegebene Funktion
F fiir beliebiges ¢ € R eine Stammfunktion von f.

Wenn eine Funktion f eine Stammfunktion besitzt, dann besitzt sie also automatisch
unendlich viele Stammfunktionen, die sich nur um eine additive Konstante unterscheiden.

Die meisten praktisch relevanten Funktionen besitzen eine Stammfunktion:

Merke
Sei f: (a,b) — R stetig. Dann ist die durch

Flz) = / A (7.30)

definierte Funktion F': (a,b) — R eine Stammfunktion von f.

Aus praktischer Sicht viel relevanter ist die Frage, ob man Stammfunktionen auch explizit
als Formel angeben kann. Hier sind Sachlage und Vorgehen &dhnlich wie bei der Frage
der Differenzierbarkeit:

o Fiir viele elementare Funktionen kann man eine Stammfunktion als Formel ange-
ben.

o Fiir aus elementaren Funktionen zusammengesetzte Funktionen kann man oft mit-
tels diverser “Integrationsregeln” eine Stammfunktion aus den Stammfunktionen
der entsprechenden elementaren Funktionen zusammensetzen.

e In der Masse aller stetigen Funktionen sind die Funktionen, fiir die man eine
Stammfunktion explizit als Formel angeben kann, in der Minderheit.

Wir werden im Folgenden einen kurzen Blick auf Stammfunktionen einiger elementarer
Funktionen werfen, die Arbeit mit Integrationsregeln aber an das Ende des zweiten
Semesters verschieben, da diese fiir Ingenieure kaum noch praktische Relevanz hat.

Bevor wir zu den elementaren Funktionen kommen, noch ein Hinweis auf eine verbreitete
Schreibweise:
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Merke

Fiir eine Stammfunktion einer Funktion f verwendet man hiufig das Symbol

/f(x) dz. (7.31)

Man bezeichnet Stammfunktionen entsprechend auch als unbestimmte Inte-
grale. Mit dieser Schreibweise kann der Hauptsatz der Differential- und Integral-
rechnung als

b
/f(x) de = F(b) — F(a) mit F(x):= /f(x) dz (7.32)

formuliert werden.

Beachte bei dieser Schreibweise, dass [ f(z)dz eine Funktion ist, f: f(z)dz aber ei-
ne Zahl. Welche Stammfunktion man wahlt, spielt im Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung keine Rolle, da durch die Differenz der beiden Stammfunktionswerte
additive Konstanten wieder entfallen. Gelegentlich meint man mit dem Symbol [ f(z) dz
auch die Menge aller Stammfunktionen von f, statt einer konkreten Stammfunktion.

7.3.1.3 Stammfunktionen elementarer Funktionen In Formelsammlungen gibt es lan-
ge Listen mit Stammfunktionen fiir hdufig bendtigte Funktionen. Hier nur eine kleine
Auswahl:

/xcdx: C+1:I:C+1 fiir ¢ # —1, (7.33)
/a:l dz =1In|z|, (7.34)
/cosxdx =sinz, (7.35)
/sinxdx = —cos, (7.36)

/e"” dr = €”. (7.37)

Beachte, dass stets nur eine Stammfunktion angegeben ist. Addition beliebiger Kon-
stanten liefert alle weiteren Stammfunktionen. Dass eine Funktion Stammfunktion einer
anderen Funktion ist, kann man leicht durch Ableiten der Stammfunktion iberpriifen.

Aus den Eigenschaften von Ableitungen sieht man auflerdem sofort

/ F(@) + g(z) de = / f@)dz+ / o(z) de (7.38)
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und

/ M f(@) de = A / F(z)da, (7.39)

wobei diese Formeln fiir beliebige Auswahlen konkreter Stammfunktion gelten.

7.3.1.4 Beispiele Hier einige konkrete Beispiele zur manuellen Berechnung von Fla-
cheninhalten mittels Riemann-Integralen.

Beispiel (Normalbereich)

Wir berechnen den Flacheninhalt des Normalbereichs
1
{(x,y):1§x§3,2w+1§y§x+2} (7.40)

aus einem fritheren Beispiel zu Normalbereichen als Differenz

3 3 3
1 1
/x+2dm—/2x+1dx:/2x+1dx. (7.41)
1 1 1
Wegen
1 1 1 0 L,
—ar el = — )l w clp 4 ) s cls = — @ e (7.42)
2 2 4
erhalten wir als Flacheninhalt
; 1 1 1
— = — o 2 — = o 2 =
/2x+1dx 1 3°4+3 <4 1 —l—l) 4 (7.43)
1

Beispiel (unbeschriankte Fliche)

Wir berechnen den Flacheninhalt der unbeschrankten Flache unter
T

f:[0,00) = R, f(x):= oY (7.44)

(vgl. fritheres Beispiel zu uneigentlichen Integralen) als uneigentliches Integral

%) b
a3 7
———dz =1l da 4
/x2—{—1 Ry = z2+1 . (45)
0 0

Aus einer Formelsammlung oder mittels einer am Ende des zweiten Semesters
noch naher zu betrachtenden Integrationsregel (“Integration durch Substitution”)
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findet man die Stammfunktion

/ xQLH dz = In(2? + 1) (7.46)

(leicht iiberprufbar durch Ableiten!). Somit

b

£ _ 2 2 _ 2
[ 25 de =1+ 1) =@ + 1) = + ), (7.47)
0
also
b
lim [ ———de = oo (7.48)
booo | 2241 e :
0

Das uneigentliche Integral ist bestimmt divergent, der Flicheninhalt also nicht
endlich.

Beispiel (keine explizite Stammfunktion)

In der Wahrscheinlichkeitsrechnung spielt die sogenannte Gaufische Glockenkurve

fR=>R, f(x):= \/;76_122 (7.49)

eine wichtige Rolle. Insbesondere Integrale der Form

/ 1 o2 d
ez dzx 7.50
/ V2T ( )
a

werden benétigt. Da die Funktion stetig ist, besitzt sie eine Stammfunktion. Diese
lasst sich jedoch nicht explizit als Formel darstellen. Wahrend man frither die
Werte der Integrale fiir @ = —oo und viele verschiedene b in langen Tabellen
erfasst hat, berechnet man diese heute mit dem Computer mittels numerischer
Integration.

7.3.2 SymPy

SymPy kann Stammfunktionen bilden und auch bestimmte Integrale (iiber den Haupt-
satz der Differential- und Integralrechnung) berechnen.

import sympy
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X = sympy.symbols('x')

# Stammfunktion
F = sympy.integrate(x ** 2 * sympy.sin(x), x)
display (F)

# bestimmtes Integral
i = sympy.integrate(x ** 2 * sympy.sin(x), (x, 0, sympy.pi))
display (i)

# uneigentliches Integral
i = sympy.integrate(x / (x ** 2 + 1), (x, 0, sympy.oo0))
display (i)

—x*%2%xcos (x) + 2*x*sin(x) + 2%cos(x)

-4 + pixx2

(o]e]

7.3.3 Numerische Integration

Verfahren zur numerischen Integration sind in allen mathematischen Software-Bibliotheken
vorhanden, z.B. auch in SciPy (als Ergidnzung zu NumPy). Mit diesen Verfahren kénnen
nur bestimmte Integrale berechnet werden, keine Stammfunktionen. Grundidee ist das
Anndhern der zu brechnenden Fléche durch einfache Teilflichen (Dreiecke, Rechtecke,
Trapeze,...), deren Fldcheninhalt aus expliziten Formeln bestimmt werden kann. Der
Ansatz ist also sehr dhnlich zur Definition von Flicheninhalten mittels Uberdeckungen
aus Quadraten, nur dass die Teilflichen je nach konkretem Verfahren vielfiltiger sein
konnen. Insbesondere kommen gelegentlich auch krummlinig begrenzte Teilflichen (z.B.
Parabelstiicke) zum Einsatz.

Hier ein Beispiel mit scipy.integrate.quad:

import numpy as np
from scipy.integrate import quad

# zu integrierende Funktion als Python —-Funktion
f = lambda x: x ** 2 * np.sin(x)

# alternativ:
#def f(z):

# return T ** 2 * np.sin(z)
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7.3 Praktische Integration

# Integration won 0 bis pi
quad(f, 0, np.pi)

(5.869604401089359, 6.516569951530559¢ -14)

Der erste zuriickgegebene Wert ist der berechnete Wert des Integrals. Der zweite Wert
ist eine Schétzung (!) des Fehlers im Vergleich zum exakten Wert des Integrals. Der
Fehler liegt hier also sehr wahrscheinlich im Bereich von 10713, also erst in der 13. Nach-
kommastelle.

Im Gegensatz zur numerischen Differentiation arbeitet die numerische Integration sehr
zuverlassig. Fiir stetige Funktion erhélt man mit den Standardverfahren der Bibliotheken
praktisch immer korrekte Ergebnisse. Vorsicht ist nur bei Polstellen oder anderweitigen
Besonderheiten geboten.
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8 Wahrscheinlichkeit

Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung und ausgewahlte Wahrscheinlichkeitsver-
teilungen.
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8.1 Wahrscheinlichkeitsrdume

8.1 Wahrscheinlichkeitsraume

Die Welt des Zufalls in mathematisch exakte Sprache zu fassen ist schwieriger als man
denkt. Entsprechend lang hat dies gedauert. Eine allgemein anerkannte, hinreichend
umfangreiche Theorie fiir Beschreibung und Untersuchung zufilliger Vorgédnge stand
erst in den 1930er-Jahren zur Verfiigung.

Wie umgehen mit scheinbar widerspriichlichen oder mindestens der Intuition widerspre-
chenden Feststellungen wie den folgenden?

o Wiirfelt man mehrfach nacheinander, so sind die Wiirfe vollig unabhéingig vonein-
ander. Aus den bereits gewiirfelten Zahlen kann man nicht auf die néchste Zahl
schlieflen. Bei einer grofien Anzahl von Wiirfen erscheint jedoch jede Zahl etwa
gleich oft.

« Hat man die Folge 33333333333333333333 gewiirfelt, so kann man nicht (!) schlie-
Ben, dass nun andere Zahlen 6fter als die 3 erscheinen miissten, damit letztlich alle
Zahlen etwa gleich oft vorkommen.

e Bei 20 Wiirfen taucht die Folge 33333333333333333333 im Mittel tiiber viele Ver-
suche gleich oft auf wie die Folge 36215326326132562425.

In diesem ersten Unterkapitel zur Wahrscheinlichkeitsrechnung beschéftigen wir uns mit
der grundlegenden Modellierung von zufélligen Vorgingen, also mit der Frage: Wie kon-
nen wir zuféllige Vorgénge in der Sprache der Mathematik formulieren? Die entsprechen-
den Modelle werden wir als Wahrscheinlichkeitsrdume bezeichnen. Sind die Bestandteile
eines Wahrscheinlichkeitsraums festgelegt, so konnen alle relevanten Aspekte des zufél-
ligen Vorgangs an diesem klar definierten mathematischen Objekt untersucht werden.

8.1.1 Zufallsexperimente und Elementarereignisse

Als zuféllige Vorgénge sehen wir Vorgédnge an, deren Ausgang oder Ergebnis vom Beob-
achter nicht vorhergesagt werden kann. Dabei spielt es keine Rolle, ob jemand anderes,
der eventuell mehr Wissen besitzt, eine Vorhersage treffen konnte oder nicht. Solche
Vorgénge werden auch als Zufallsexperimente bezeichnet.

Die Menge aller moglichen Ergebnisse eines Zufallsexperiments bezeichnen wir als Er-
gebnismenge und bezeichnen diese {iblicherweise mit €2. Oft wird dies eine Menge von
Zahlen sein; prinzipiell kann die Ergebnismenge aber beliebige Objekte enthalten. Die
einzelnen Elemente der Ergebnismenge heiflen Elementarereignisse.

Beispiel (Wiirfel)

Als Zufallsexperiment betrachten wir das einmalige Werfen eines iiblichen Spiel-
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wiirfels mit sechs Seiten. Die natiirliche Ergebnismenge ist

Q:={1,2,3,4,5,6)}. (8.1)

Beispiel (Rakete)

Das Bestimmen der Flughohe einer Silvesterrakete kann als Zufallsexperiment
betrachtet werden. Hier ist
Q:=10,00) (8.2)

eine geeignete Wahl. Natiirlich wird eine Silvesterrakete nicht beliebig hoch fliegen,
sondern beispielsweise stets unterhalb einer Hohe von 1000 Meter bleiben. Man
konnte also auch nur das Intervall [0,1000) betrachten. Die Diskussion, ob dies
wirklich gerechtfertigt ist, ist jedoch recht miithsam, sodass wir uns das Leben mit
[0,00) deutlich leichter machen (und darum geht es in der Mathematik!).

8.1.2 Ereignisfelder

Oft mochte man nicht jedes Elementarereignis separat betrachten, sondern ist nur
gewissen Kombinationen von Elementarereignissen interessiert.

an

Merke

Die Teilmengen der Ergebnismenge (2 eines Zufallsexperiments werden als Ereig-
nisse bezeichnet.

Man sagt, dass das Ereignis A C () eingetreten ist, wenn das Ergebnis w € )
des Zufallsexperiments in A liegt, also w € A gilt.

Beispiel (Wiirfel)

Interessiert beim Wiirfeln nur die Frage, ab eine gerade Zahl gewiirfelt wurde, so
sieht man beispielsweise die Ergebnisse 1 und 3 als gleichwertig an. Genauer: Es
interessiert nur die Frage, ob des Ergebnis des Zufallsexperiments in der Menge
{1, 3, 5} oder in der Menge {2, 4, 6} liegt.

Beispiel (Rakete)

Bei der Flughohe einer Silvesterrakete wird nicht die Frage interessieren, ob die
Rakete exakt 15.4 Meter hoch geflogen ist, sondern ob sie beispielsweise zwischen
15 und 20 Meter hoch geflogen ist oder ob sie mindestens 20 Meter hoch geflogen
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ist. Die interessierenden Ereignisse sind also nicht die Elementarereignisse, sondern
Intervalle wie (a,b] und (a, c0).

Hat man fiir ein Zufallsexperiment alle interessierenden Ereignisse festgelegt, so ist es
zweckméBig, diese um all jene Ereignisse zu erweitern, die bei iiblichen logischen Opera-
tionen daraus entstehen konnen:

o Das Gegenereignis von A C Q ist A:=Q\ A.

e Zu zwei Ereignissen A und B beschreibt der Durchschnitt ANB gerade das Ereignis,
das genau dann eintritt, wenn A und B eintreten.

o Zu zwei Ereignissen A und B beschreibt die Vereinigung AU B gerade das Ereignis,

das genau dann eintritt, wenn A oder B oder beide eintreten.

Die Und- und die Oder-Verkniipfung kann man auch auf mehr als zwei Ereignisse und
sogar auf Folgen (Aj, Ao, ...) von Ereignissen ausdehnen:

N A (4% U4 U A (83)
k=1 k=1 k=1 k=1

AuBlerdem sind das sichere Ereignis ) and das unmdogliche Ereignis ) (leere Menge)
fiir das Formulieren mancher Sachverhalte recht niitzlich.

Ergénzt man die eigentlich interessierenden Ereignisse um all diese zusétzlichen Ereig-
nisse, so entsteht ein sogenanntes Ereignisfeld:

Merke

Eine Menge A (groBen A in Schreibschrift) von Ereignissen zu einem Zufalls-
experiment mit Ergebnismenge  heifit Ereignisfeld (oder o-Algebra, sprich:
Sigma-Algebra), wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:

e N EA,

e« Ac A firalle Ac A,

. A € A fir alle Folgen (Ag)reny mit Ag € A.
k=1

Man iiberlegt sich leicht, dass auch () und Durchschnitte von Mengen aus einem Er-
eignisfeld wieder zu dem Ereignisfeld gehéren. Dazu sei an die de-Morganschen-Regeln
erinnert:

| Merke ]
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Fiir beliebige Teilmengen A und B einer Menge 2 gilt stets
ANB=AUB und AUB=ANB. (8.4)

Vollig analoge Zusammenhénge gelten fiir die Komplemente von Durchschnitten
und Vereinigungen beliebig vieler Mengen.

Beispiel (Wiirfel)

Ergénzt man die beiden Ereignisse {1, 3, 5} und {2, 4, 6} beim Wiirfeln zu einem
Ereignisfeld A, so erhélt man

A={0, {1, 3,5}, {2, 4,6}, {1,2,3,4,5,6}}. (8.5)

Beispiel (Rakete)

Bildet man fiir das Raketen-Beispiel das kleinste Ereignisfeld, welches alle In-
tervalle (a,b] und (a,00) beinhaltet, so erhdlt man das sogenannte Borelsche
Ereignisfeld zu ©Q = [0,00). Dieses ist sehr umfangreich, aber kleiner als die
Potenzmenge P([0,00)). Wir gehen hier nicht naher auf die genaue Struktur des
Borelschen Ereignisfeldes ein, sondern begniigen uns mit der Feststellung, dass
alle praktisch relevanten Mengen (also Ereignisse) darin enthalten sind.

Randbemerkung: Allein die Intervalle (a,o0) erzeugen schon das Borelsche Er-
eignisfeld zu [0, 00), aber auch zu ganz R. Alternative kann am in R auch die
Intervalle (—oo,b) als Grundlage nutzen.

Die Rolle von Ereignisfeldern ist vergleichbar mit der Rolle der Aufspannung von Vek-
toren. Wahrend die Aufspannung einer handvoll interessierender Vektoren so beschaffen
ist, dass wir bei den iiblichen Vektoroperationen (skalares Vielfaches, Addition) immer
in der Menge (also der Aufspannung) bleiben, ist das Ereignisfeld zu einer handvoll inter-
essierender Ereignisse so beschaffen, dass wir bei den {iblichen logischen Verkniipfungen
von Ereignissen in der Menge (also dem Ereignisfeld) bleiben.

Nebenbemerkung (Wahl der Elementarereignisse)

Die Entscheidung, wie die Elementarereignisse und daraus die eigentlich interes-
sierenden Ereignisse gewahlt werden, ist in hohem Mafle eine Geschmacksfrage.
Bei vielen Zufallsexperimenten bietet sich eine “natiirliche” Wahl der Elementar-
ereignisse an; diese ist jedoch nicht zwingend!

Interessiert beim Wiirfeln nur die Frage, ob die gewiirfelte Zahl gerade oder un-
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gerade ist, so kann man problemlos auch die zweielementige Menge
Q:={0, 1} (8.6)

als Ergebnismenge wéihlen, wobei 0 fiir “gerade” steht und 1 fiir “ungerade” (na-
tirlich konnen auch andere Symbole an Stelle von 0 und 1 verwendet werden).
Das Ereignisfeld ware dann

A= {0, {0}, {1}, {0,1}}, (8.7)

also die Potenzmenge von 2 (Menge aller Teilmengen). Diese Wahl von Q und A
liefert ein in jeder Hinsicht genauso brauchbares Modell des zufélligen Vorgangs
wie die “natiirliche” Wahl!

Umgekehrt kann man €2 auch komplexer wéhlen als es “natiirlich” erscheint: Wir
konnten die Lage des Wiirfels nach dem Wiirfeln durch drei Raumkoordinaten
flir die Position und zwei Winkel fiir die Drehung des Wiirfels beschreiben. Die
Ergebnismenge wire dann also 2 := R? x [0, 2] x [0,2). Das Ereignis “gerade
Zahl gewiirfelt” entspricht dann der Teilmenge de von 2, deren Elemente eine
Position und eine Drehung des Wiirfels beschreiben, bei der eine gerade Zahl
nach oben zeigt. Mit einer so detaillierten Ergebnismenge kénnte man auch das
Ereignis “Wiirfel ist vom Tisch gefallen” erfassen.

Es wird sich zeigen, dass die konkrete Wahl von 2 praktisch gar keine grofie Rolle
spielt. Im Gegenteil: Meist werden wir bei der Modellierung von Zufallsexperi-
menten ) gar nicht explizit angeben, sondern 2 nur als “hinreichend detailliert”
voraussetzen, ohne dies jedesmal explizit zu sagen.

8.1.3 Wahrscheinlichkeitsmalle

Fiir die vollstdndige Beschreibung eines zufélligen Vorgangs fehlt noch das, was wir
sowohl intuitiv als auch in der Mathematik als Wahrscheinlichkeit bezeichnen, also ein
MafB, welches jedem Ereignis eine Zahl zuordnet, die Informationen dariiber liefert, wie
sehr mit dem Eintreten der einzelnen Ereignisse zu rechnen ist.

Ereignissen, die ziemlich sicher nicht eintreten werden, soll die Zahl 0 zugeordnet werden.
Ereignissen, die mit Sicherheit eintreten werden, soll der grofitmdgliche Wert zugeordnet
werden. Diesen legen wir auf 1 fest. Eine weitere intuitiv klare Eigenschaft dieser Zu-
ordnung ist folgende: Sind zwei Ereignisse A und B disjunkt, treten also nie gleichzeitig
ein (in Formeln: A N B = (), so soll dem Ereignis AU B (d.h. “A tritt ein oder B tritt
ein oder beide”) gerade die Summe der Werte der beiden Einzelereignisse zugeordnet
werden. Dieser Zusammenhang soll natiirlich nicht nur fir zwei, sondern auch fiir mehr
(paarweise disjunkte) Ereignisse gelten.
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Merke

Sei 2 die Ergebnismenge eines Zufallsexperiments und sei A ein Ereignisfeld da-
zu. Eine Funktion P : A — R heiit Wahrscheinlichkeitsmafl, wenn folgende
Bedingungen gelten:

e 0<P(A)<1 firalle A€ A,
e P(Q) =1,

. P(A1UA2U...) = P(A1)+P(A2)+... fur alle A1, As,... € A mit
Ap N Ay = 0 fiir k 1.

.

Die Gleichheit in der dritten Forderung kann man auch als

p (U Ak> = P(A) (8.8)
k=1 k=1

schreiben.

Die drei hier formulierten Forderungen an ein Wahrscheinlichkeitsmaf sind als Kolmo-
gorovsches Axiomensystem bekannt. Aus diesen folgen leicht weitere Eigenschaften
von Wahrscheinlichkeitsmaflen (Herleitungen: Video 810, ):

« P(0)=0,
e P(A)=1-P(A) fiiralle A € A,
e« P(AUB)=P(A)+ P(B)—P(ANnB) firalle A, Bc A.

Es genitigt, ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf einer hinreichend grofien Teilmenge von A
festzulegen. Die Wahrscheinlichkeiten der anderen Ereignisse ergeben sich dann aus den
allgemein giiltigen Eigenschaften von Wahrscheinlichkeitsmafien.

~

Beispiel (Wiirfel)

Betrachten das Wiirfeln mit einem Wiirfel und interessieren uns fiir die gewtirfelte
Zahl, also fiir die Ereignisse {1}, ..., {6}. Das daraus erzeugte Ereignisfeld ist die
Potenzmenge A := P(Q) der Ergebnismenge Q := {1,2,3,4,5,6}.

Alle Zahlen haben die gleiche Chance, nach oben zu zeigen. Wir setzen also

P{1}) = % ., PU6Y) = % (8.9)

Die Werte fiir alle anderen Ereignisse in A ergeben sich daraus. Zum Beispiel muss

P{1,2)) = P{I) + PN = +5 =3 (8.10)

| =

gelten.
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Beispiel (Rakete)

Eine explizite Angabe des Wahrscheinlichkeitsmafles P fir die Flughdhe einer
Silvesterrakete ist schwierig. Dazu drei Gedanken:

 Dass eine vorgegebene Flughohe z exakt (inklusive aller Nachkommastellen)
erreicht wird ist praktisch ausgeschlossen. Es gibt unendlich viele verschie-
dene Flughohen, sodass im Sinne der relativen Haufigkeit des Treffen einer
konkreten Héhe bei “L”, also Null liegt. Somit erscheint P({z}) = 0 fiir
alle Elementarereignisse als sinnvolle Wahl.

e Nach hinreichend vielen Versuchen kommen wir zu der Meinung, dass etwa
in der Halft der Falle die Flugh6he zwischen 10 und 15 Meter liegt. Deshalb
erscheint P([10,15]) = 0.5 gerechtfertigt, obwohl alle Elementarereignisse
Wahrscheinlichkeit Null haben sollten (vgl. vorheriger Punkt).

e Fiihren wir das Zufallsexperiment durch, so wird eine konkrete Hohe x er-
reicht. Daher kénnte man meinen, dass zwangslaufig P({z}) > 0 gelten
muss, denn unsere Intuition sagt: Wenn das Ereignis tatsdchlich eingetre-
ten ist, kann seine Wahrscheinlichkeit nicht bei Null liegen. Dieser Gedanke
steht jedoch im Widerspruch zum ersten Punkt.

Wir werden diese Problematik im néchsten Unterkapitel vertiefen und aufkléren.
Fiir den Moment halten wir fest:

o P({z}) =0 fiir alle x ist korrekt.
o P([10,15]) = 0.5 steht dazu nicht (!) im Widerspruch.

e Auch Ereignisse mit Wahrscheinlichkeit Null kénnen eintreten.

Das Beispiel zeigt, dass noch Arbeit und Erkenntnisse vor uns liegen, obwohl wir die
drei wesentlichen Definitionen schon eingefiihrt haben.

Zusammenfassend fithrt man nun folgenden Begriff ein:

Merke

Ein Wahrschlichkeitsraum ist ein Tripel (€2,.4, P) aus Ergebnismenge €2, zu-
gehorigem Ereignisfeld A und zugehérigem Wahrscheinlichkeitsmafl P.

Mehr Beispiele fiir das Modellieren von zufélligen Vorgéingen als Wahrscheinlichkeitsrau-
me schauen wir uns in den nachfolgenden Unterkapiteln an.
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8.1.4 Interpretation von Wahrscheinlichkeiten

Auch wenn man sich seit etwa 100 Jahren auf das hier beschriebene mathematische
Modell fir zufillige Vorgédnge geeinigt hat, gibt es nach wie vor zwei unterschiedliche
Schulen/Denkweisen/Interpretationen in der Wahrscheinlichkeitsrechnung:

 Bei der frequentistischen Denkweise wird die Wahrscheinlichkeit P(A) eines Er-

eignisses A als Grenzwert der relativen Haufigkeit des Eintretens dieses Ereignisses
bei wachsender Versuchsanzahl angesehen. Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignis-
ses gibt also an, wie oft dieses Ereignis im Mittel {iber sehr viele Wiederholungen
des Zufallsexperiments eintreten wird. Die Wahrscheinlichkeit von % fiir eine Drei
beim Wiirfeln bedeutet somit, dass bei sehr vielen Wiirfen etwa ein Sechstel der
Wiirfe eine Drei liefern. Problematisch bei der frequentistischen Interpretation ist
der Umgang mit Versuchen, die keine beliebig hdufige Wiederholung zulassen. Wie
soll man beispielsweise in frequentistischem Sinn die “Wahrscheinlichkeit fiir eine

Kernschmelze” in einem Atomkraftwerk interpretieren?

Bei der bayesianischen Denkweise wird die Wahrscheinlichkeit P(A) eines Er-
eignisses A als Grofle zur zahlenméBigen Erfassung (“Quantifizierung”) der Un-
sicherheit bzw. Unkenntnis {iber das Eintreten des Ereignisses angesehen. Diese
Sichtweise umgeht das Wiederholungsproblem der Frequentisten, fithrt aber zu ei-
ner gewissen Subjektivitit bei der Grofle von Wahrscheinlichkeiten. Auch ist hier
nicht sofort klar, warum Wahrscheinlichkeiten immer im Intervall [0, 1] liegen soll-
ten.

Beide Denkweisen sind in der Literatur etwa gleich stark vertreten und liefern sich re-
gelméBig harte Diskussionen, wer die zweckméBigere Interpretation vertritt. Aus beiden
Sichtweisen entstanden und entstehen wichtige Werkzeuge und Konzepte, sodass man
keine von beiden einfach ablehnen kann.

Wir folgen hier durchgéngig der frequentistischen Interpretation, da diese einen deutlich
einfacheren Zugang zu den Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung ermdéglicht.
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8.2 Zufallsgrofen

8.2 ZufallsgroBen

Die praktische Handhabung von Ereignissen als Elemente des Ereignisfeldes A eines
Wahrscheinlichkeitsraums (€2, A, P) ist eher mithsam. Angenehmer ist die Arbeit mit
Funktionen, die zuféllige Werte annehmen. Jede Wiederholung eines zufélligen Vorgangs
kann dann einen anderen Funktionswert liefern. Dies erreicht man durch das Einfiihren
von sogenannten Zufallsgrofien.

8.2.1 Begriff

Merke
Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Eine Funktion X :  — R heifit Zu-
fallsgrof3e, wenn fiir beliebige Intervalle der Form (—oo,b) das Urbild

X! ((—00,b)) :={w e Q: X(w) € (—o0,b)} (8.11)

zu A gehort.

Die mittels einer Zufallsgrofle erzeugten Werte heiflen Realisierungen der Zu-
fallsgrofie.

Nebenbemerkung

Statt (—oo,b) kénnte man zum Beispiel auch Intervalle der Form (a,c0) in der
Definition verwenden. Aufgrund der Eigenschaften von Ereignisfeldern gehéren
die Urbilder der jeweils anderen Form automatisch auch zu A, denn es gilt bei-

spielsweise
p (—00,b) = G <oo,b ;] = DW (8.12)

k=1 k=1

und somit

X ((—00,b)) = k[:lel <<b— ;oo>> (8.13)

Da Komplemente und Vereinigungen von Elementen eines Ereignisfeldes wieder
zum Ereignisfeld geh6ren, gehéren mit den Urbildern von Intervallen der Form
(@, 00) also auch Urbilder von Intervallen der Form (—o0,b) zum Ereignisfeld A.

Auch kann man sich leicht {iberlegen, dass dann alle Urbilder endlicher Intervalle
(a,b), [a,b], (a,b], [a,b) zu A gehoren missen und auch Urbilder vieler weiterer
Mengen. Betrachtet man die Intervalle (—oo, b) als Ereignisse, so ist des daraus
erzeugte Ereignisfeld A gerade das Borelsche Ereignisfeld (vgl. Beispiel (Rake-
te)). Die zugrundeliegende Ergebnismenge ist  := R. Alle Urbilder X ~(A) fiir
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8 Wahrscheinlichkeit

Mengen A aus diesem Ereignisfeld A gehoren automatisch zum Ereignisfeld A.

Zufallsgrofien bieten keine zusétzlichen Erkenntnisse oder Moglichkeiten, sondern dienen
nur der Bequemlichkeit bei der Arbeit mit Wahrscheinlichkeitsrdumen. Dies geht soweit,
dass man die Grundmenge ) und das Ereignisfeld A gar nicht mehr konkret angibt,
sondern lediglich den Wertebereich der betrachteten Zufallsgrole und die Wahrschein-
lichkeiten

P(X <z):=P(X ((-00,2))) =P({w e Q: X(w) < a}). (8.14)

fiir alle x € R. Durch die Angabe der Wahrscheinlichkeiten P(X < z) sind automatisch
auch die Wahrscheinlichkeiten aller anderen relevanten Ereignisse bestimmt (Video 820,
Notizen dazu)

Merke

Ist der Wertebereich einer ZufallsgroBe X eine endliche Menge {x1,...,x,} oder
eine abzahlbar unendliche Menge {1, z2,...}, so heifit die Zufallsgrofe diskret.
Ist der Wertebereich ein (ggf. unendliches) Intervall, so heifit die Zufallsgrofie
kontinuierlich.

Prinzipiell kann es auch Mischformen geben; diese sind aber praktisch nicht weiter
relevant.

Bei diskreten Zufallsgrofien ist das Wahrscheinlichkeitsmafl auch durch die Angabe der
Wahrscheinlichkeiten
P(X =ux) firalle k (8.15)

festgelegt. Daraus ergeben sich dann die Wahrscheinlichkeiten P(X < z) fiur alle x € R
und alle weiteren relevanten Wahrscheinlichkeiten.

Beispiel (Wiirfel)

Sei X eine diskrete Zufallsgrofie mit Wertebereich {1, 2, 3, 4, 5, 6} und zugeho-
rigen Wahrscheinlichkeiten P(X = k) = %, k=1,...,6. Das 10-malige Wiirfeln
mit einem Wiirfel kann dann als 10 Realisierungen dieser Zufallsgréfie beschrieben
werden.

Eine explizite Angabe der Abbildungsvorschrift zu X auf Basis der Ergebnismenge
0:={1,2,3,4,5, 6} ist
Xw)=w, we (8.16)

Eine solche explizite Darstellung ist jedoch fiir die Arbeit mit Zufallsgrofien nicht
notig. Man geht einfach davon aus, dass ein hinreichend detaillierter Wahrschein-
lichkeitsraum “im Hintergrund” vorhanden ist.
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8.2 Zufallsgrofen

Beispiel (Wiirfel)

Die Frage, ob eine gerade oder eine ungerade Zahl gewiirfelt wurde, kénnen wir
als diskrete Zufallsgrofe X mit dem Wertebereich {0,1} (0 fiir “gerade”, 1 fiir
“ungerade”) und zugehdrigen Wahrscheinlichkeiten P(X = 0) = 1 und P(X =

1) = 3 formulieren.

Die (nicht benétigte) explizite Abbildungsvorschrift zu X auf Basis der Ergebnis-
menge Q) := {1, 2, 3, 4, 5, 6} ist dann

X (w) 0, firw e {2,4,6}, (8.17)
w) = .
1, firwe {1,3,5).

Im ersten Beispiel gibt die Zufallsgrole die Struktur des dahinter liegenden Wahrschein-
lichkeitsraums vollsténdig wieder. Im zweiten Beispiel wird die Struktur der méglichen
Ausginge des zufélligen Vorgangs deutlich vereinfacht bzw. vergrobert. Der umgekehrte
Fall, also ein Verfeinern der Beschreibung eines zufélligen Vorgangs mittels Zufallsgro-
Ben, ist nicht moglich, da aufgrund der Urbildeigenschaft von Zufallsgroflen hochstens
so viele verschiedene Ereignisse beschrieben werden kénnen wie im Ereignisfeld des zu-
grundeliegenden Wahrscheinlichkeitsraums vorhanden sind.

7~

Beispiel (Wiirfel)
Modellieren wir die Frage nach einer geraden bzw. ungeraden Augenzahl mit

Q:={1,2,3,4,5,6} (8.18)

und
A= {0, {1,3,5}, {2,4,6} {1,2,3,4,5,6} }, (8.19)

so konnen wir zwar eine Funktion
X:Q-R, Xw) :=w (8.20)

definieren, die die gewiirfelte Augenzahl liefert. Diese ist aber keine (!) Zufallsgro-
Be, da sie die Urbildeigenschaft verletzt. Beispielsweise gilt

X ((~00,2)) = {1} ¢ A. (8.21)

8.2.2 Verteilungsfunktionen und Quantile

Wir fithren noch zwei Begriffe ein, die inhaltlich keine neuen Erkenntnisse liefern, aber
die Notation etwas vereinfachen und in der Literatur sehr verbreitet sind.
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8 Wahrscheinlichkeit

Merke

Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und sei X : © — R eine Zufallsgrofe.
Die Funktion
F:R—][0,1], F(z):=P(X <x) (8.22)

heifit Verteilungsfunktion zur Zufallsgréfie X.

Aus den Betrachtungen oben folgt, dass mit der Kenntnis der Verteilungsfunktion einer
Zufallsgrofle die Wahrscheinlichkeiten aller relevanten bzgl. der Zufallsgrofie ausgedriick-
ten Ereignisse berechnet werden koénnen.

Merke

Man kann zeigen (tun wir aber nicht), dass die Verteilungsfunktion F' zu einer
Zufallsgrofe stets folgende Eigenschaften besitzt:
* L An =0

o lim F(x)=1,

T—r00

e F' ist monoton wachsend,

o F ist linksseitig stetig, d.h. lim F(x) = F(xo).

r—x0—0

Beispiel (Wiirfel)
Die Verteilungsfunktion der Augenzahl bei einem Wiirfel ist
0, furz<1,
%, firl <z <2,
2 fir2<az<3,
F(z)=43, fir3<z<4, (8.23)
4, fird<az <5,
5, fir5<z <6,
1, firz > 6.
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Beispiel (Rakete)

Nach wie vor sind wir nicht in der Lage, das Wahrscheinlichkeitsmaf} oder (die
inhaltlich vollig dquivalente) Verteilungsfunktion fiir die Flughohe einer Silvester-
rakete anzugeben. Dafiir sind noch weitere Uberlegungen notig. Allerdings konnen
wir uns anhand folgender Uberlegungen schon eine grobe Vorstellung von der Ver-
teilungsfunktion machen:

o Negative Flughohen sind praktisch ausgeschlossen; also F'(x) = 0 fiir < 0.

o Kleine Flughohen sind sehr unwahrscheinlich, sodass die Verteilungsfunktion
zunédchst nur langsam ansteigen wird.

o Sehr grofle Flugh6hen sind unwahrscheinlich, sodass F'(x) = 1 ab ca. x = 30
gelten wird.

o Zwischen etwa x = 10 und x = 30 erfolgt der Anstieg der Verteilungsfunk-
tion. Etwa in der Mitte dieses Bereichs wird der Anstieg am stirksten sein,
da dort die wahrscheinlichsten Flughohen liegen.
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8 Wahrscheinlichkeit

10 30

Den folgenden Begriff kann man auch fiir nicht stetige und streng monotone Verteilungs-
funktionen einfithren. Dann muss man allerdings mit einigen Sonderfillen hantieren und
die Darstellung wird aufwendiger. Da wir den Begriff nur bei stetigen und streng mono-
tonen Verteilungsfunktionen benétigen werden, begniigen wir uns mit diesem Fall.

Merke

Sei X eine Zufallsgrofie mit stetiger und streng monoton wachsender Verteilungs-
funktion F' und sei t € (0,1) eine Zahl. Die Zahl z; € R, fiir die

F(z,) =t (8.24)

gilt, heiflt t-Quantil von X.

.

Die Zuordnung t — x; des Quantils x; zu einem Wert ¢ der Verteilungsfunktion ent-
spricht also gerade der Umkehrfunktion der Verteilungsfunktion. Quantile werden in der
Statistik haufig bendtigt.

8.2.3 Dichtefunktionen

Wie bereits erwdhnt, geniigt fiir die Festlegung des Wahrscheinlichkeitsmafles einer dis-
kreten Zufallsgrofie mit Werten {z1,...,z,} die Angabe der Wahrscheinlicheiten
pri=P(X =ux), k=1,...,n. (8.25)

Daraus kann man die Wahrscheinlichkeit fiir alle anderen Ereignisse als Summen der py,
berechnen. Beispielsweise ist die Wahrscheinlichkeit P(a < X < b) gerade die Summe
aller py, fiir die x € (a,b) gilt.
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8.2 Zufallsgrofen

Fiir diskrete Zufallsgréffen mit unendlich vielen Werten kann man vollig analog vorgehen.
Bei Ereignissen, die unendlich viele Werte xj umfassen, erhélt man statt einer Summe

eine Section ; flir das sichere Ereignis beispielsweise
o0
P(XeR) =) pp=1 (8.26)
k=1

Fiir kontinuierliche Zufallsgréflen wére eine &hnlich einfache Beschreibung des Wahr-
scheinlichkeitsmafien sehr niitzlich. Da aber in nahezu allen praktisch relevanten Féllen
P(X =z) =0 fir alle = gilt (vgl. Beispiel (Rakete)), ist das Vorgehen nicht offensicht-
lich. Ersetzt man die Summation jedoch durch ein Integral, so erhélt man analog zu den
pr eine Funktion p, mit deren Hilfe die Wahrscheinlichkeiten aller Ereignisse als Integral
ausgedriickt werden kénnen:

Merke

Sei X eine kontinuierliche Zufallsgroe mit Wertebereich W (X) und Verteilungs-
funktion F. Eine Funktion p : R — [0, 00) heifit Dichtefunktion zu X, wenn p
auf W(X) und auf R\ W(X) stetig ist und

Fz) = / o) (8.27)

gilt.

Beachte, dass der Wertebereich einer kontinuierlichen Zufallsgréfie stets ein Intervall ist.
Eine Dichtefunktion soll laut Definition auf diesem Intervall und links davon und rechts
davon stetig sein. Eine Dichtefunktion ist somit eine stiickweise stetige Funktion mit
hochstens zwei Sprungstellen.

Fiir unwahrscheinliche Ereignisse [a, b] wird die Dichtefunktion p(z) fir x € [a, b] kleine
Werte annehmen. Fiir wahrscheinliche Ereignisse wird p(z) im entsprechenden Bereich
grof} sein. Die Werte p(x) geben also zumindest einen relativen Eindruck von der Wahr-
scheinlichkeit des Ereignisses {x}, obwohl eigentlich P(X = z) = 0 gilt.

Beispiel (Rakete)

Obwohl wir noch keine exakte Dichtefunktion angeben konnen, sollte die Dichte-
funktion fiir die Flughdhe einer Silvesterrakete etwa so aussehen:
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p(x)
A

' + >
10 30

Aus der Definition der Dichtefunktion erhélt man sofort die beiden Eigenschaften

/ p(z)de =1 (8.28)
und
b
Pla< X <b)= /p(:v) dz. (8.29)

a

Auflerdem kann man zeigen, dass fiir stetige Dichtefunktionen stets
p(z) = F'(z) fiir alle x € R (8.30)

gilt. Ist die Dichtefunktion nicht stetig, sondern nur stiickweise stetig, so besitzt die
Verteilungsfunktion Knickstellen bei den Spriingen der Dichtefunktion (hochstens zwet).
Zwischen den Knickstellen gilt wiederum p(z) = F'(z).

Beachte, dass es auch kontinuierliche Zufallsgrofien gibt, fiir die keine Dichtefunktion
existiert.

Beispiel (Lebensdauer einer Maschine)

Beschreiben die Lebensdauer einer Maschine als Zufallsgrofie X mit Wertebereich
[0,00). Da die Maschine mit einer gewissen (hoffentlich kleinen) Wahrscheinlich-
keit schon von Anfang an kaputt sein kann, gilt P(X = 0) > 0. Die Verteilungs-
funktion hat also bei = 0 einen Sprung.

Wenn es eine Dichtefunktion gébe, so wére die Verteilungsfunktion bis auf einzel-
ne Knickstellen (Spriinge in der Dichtefunktion) differenzierbar. Spriinge in der
Verteilungsfunktion kénnten dann nicht vorkommen.
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8.2.4 Zusammenfassung und Ausblick

Wir haben nun alle wichtigen Begriffe und Konzepte zur Beschreibung und zur Untersu-
chung von zufilligen Vorgingen eingefiihrt. Der néchste grofie Schritt ist das Untersuchen
konkreter zufilliger Vorgéange, indem wir die gebildeten Begriffe darauf anwenden. Zuvor
sei jedoch nochmal das bis hier entwickelte Gesamtbild kurz dargestellt:

Wir haben zwei aufeinander aufbauende Varianten zur Modellierung von zufélligen Vor-
giangen eingefiihrt. Einerseits konnen wir einen zufilligen Vorgang als Wahrscheinlich-
keitsraum (£2,.4, P) beschreiben. Andererseits konnen wir zufillige Vorgénge, deren Er-
gebnis sich als Zahl darstellen lasst, als Zufallsgroflie mit zugehoriger Verteilungsfunktion
(und ggf. Dichtefunktion) beschreiben.

Wir werden im Weiteren ausschlielich zuféllige Vorgédnge untersuchen, deren Ergebnis
sich als Zahl darstellen lasst, sodass wir Wahrscheinlichkeitsrdumen nicht mehr direkt
begegnen werden. Als Unterbau fir die Sprache der Zufallsgrofien sind Wahrscheinlich-
keitsrdume aber stets mit dabei. Wenigstens das Wahrscheinlichkeitsmafl P als wesent-
liche Komponente von Wahrscheinlichkeitsraumen werden wir weiterhin direkt nutzen.

In diesem Unterkapitel fithren wir noch zwei Kenngréflen fiir ZufallsgréBen ein, die uns
gewisse Informationen zu einer Zufallsgrofie in leicht handhabbarer Form (nédmlich als
Zahl) liefern. Anschliefend schauen wir uns Klassen von Verteilungsfunktionen an, die
bei einer Vielzahl von zufélligen Vorgéngen eine Rolle spielen. Abschlieflend beschéftigen
wir uns mit dem Zusammenspiel mehrerer Zufallsgrofien aus verschiedenen Blickwinkeln.

8.2.5 Erwartungswert und Varianz

Fiir die meisten Zufallsgrofien kénnen wir angeben, welchen Wert sie im Mittel {iber sehr
viele Realisierungen annehmen werden.

7~

Merke

Fiir eine diskrete Zufallsgroe mit endlich vielen Werten {z1,...,z,} und zuge-
horigen Wahrscheinlichekeiten py := P(X = xy) heifit die Zahl

n
EX =) ppak (8.31)
k=1

Erwartungswert der Zufallsgrofie.

Fiir eine diskrete ZufallsgroBe mit unendlich vielen Werten {x1, z2, ...} und zuge-
horigen Wahrscheinlichekeiten py := P(X = xj) heifit der Grenzwert

EX =) pras (8.32)
k=1
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8 Wahrscheinlichkeit

Erwartungswert der Zufallsgrofie.

Fiir eine kontinuierliche Zufallsgréfie mit Dichtefunktion p heiffit das uneigentliche
Integral

o0

EX = /p(x)xda: (8.33)

—00

Erwartungswert der Zufallsgrofie.

Bei diskreten Zufallsgroffen mit unendlich vielen Werten und bei kontinuierlichen Zu-
fallsgroflen muss der Erwartungswert nicht existieren.

Wichtig ist die Unterscheidung des hier definierten Erwartungswerts einer Zufallsgrofie
vom in der Statistik verwendeten empirischen Erwartungswert (oder Mittelwert). Der
empirische Erwartungswert ist das arithmetische Mittel aus einer endlichen Anzahl
von Realisierungen der Zufallsgrofle. Der Erwartungswert (einer Zufallsgrofie) kann als
Grenzwert des empirischen Erwartungswert bei wachsender Anzahl von Realisierungen
angesehen werden; die prézise Formulierung dieses Zusammenhangs folgt in einem spé-
teren Unterkapitel.

Beispiel (Wiirfel)
Gebe X die gewiirfelte Augenzahl an. Dann ist der Erwartungswert

1 1 1 1 1 1 7
EX=-1+-2+ - 44 = —6===3.5. .34
5 +6 +63+6 +65+66 5 3.5 (8.34)
Fiir die 10 Realisierungen 3, 5, 1, 2, 2, 6, 4, 1, 2, 4 ist der empirische Erwartungs-

wert
3+5+1+2+2+6+4+1+2+4_

10

3. (8.35)

Kennt man den Erwartungswert einer Zufallsgrofle, so stellt sich die Frage, wie nah
die Realisierungen (im Mittel {iber sehr viele Versuche) beim Erwartungswert liegen
werden. Diese “mittlere Abweichung vom Erwartungswert” kann auf verschiedene Weisen
in Formeln ausgedriickt werden, z.B. als

E|X — EX]|. (8.36)

Ist X eine ZufallsgroBe, so ist auch | X — ¢| fiir ¢ € R eine ZufallsgroBe. Als Verschiebung
¢ kénnen wir insbesondere den Erwartungswert wéihlen. Aufgrund angenehmerer Eigen-
schaften (die uns im Rahmen dieser Einfithrung nicht vollstdndig klar werden werden)
wahlt man jedoch tiblicherweise ein anderes Maf fiir die “mittlere Abweichung”:
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Merke
Sei X eine ZufallsgroBe mit Erwartungswert EX. Die Zahl

Var X := E((X — EX)?) (8.37)

heifit Varianz (oder Streuung) von X. Die Zahl v/Var X heifit Standardabwei-
chung von X.

Die Rolle des Quadrierens hier entspricht vom Quadrieren bei der Lange von Vektoren.

Als Linge eines Vektors u verwenden wir natiirlicherweise auch 4/ u? und nicht Y, Jug|.

Da die Varianz ein Erwartungswert ist, muss die Varianz nicht (als endliche Zahl) exis-
tieren. Fiir iibliche zufillige Vorgénge existiert sie aber. Wir gehen im Folgenden stets
davon aus, dass alle in Formeln auftretenden Erwartungswerte und Varianzen exisiteren,
ohne dies jedesmal explizit zu erwéhnen.

Der Unterschied zwischen Varianz und Standardabweichung liegt ausschliellich in der
Frage, ob man die Wurzel zieht (dann stimmt die Mafleinheit mit der von X {iberein)
oder nicht (dann ldsst sich leichter damit rechnen).

Beispiel (Wiirfel)
Gibt X die gewiirfelte Augenzahl an, so ist die Varianz

1 7\® 1 7\ 1 7\’
X==-[|1—-= - 2—-= - - =
Var 5 < 2> +6 < 2> +6 <3 2>
1 7\® 1 7\® 1 7\?
(4L - _ !t - _ ! (8.38)
w5 (1-3) +5 (=3) +5 (0-3)
Die Standardabweichung liegt somit bei

35
VVar X = ‘/E ~ 1.71. (8.39)

Beispiel (Holzzuschnitt)

In einem Sadgewerk werden Holzlatten auf eine Sollléinge von 4 Meter geschnitten.
Aufgrund diverser Ungenauigkeiten kann man die tatséchliche Linge der Latten
als zufilligen Vorgang ansehen und diesen mit einer kontinuierlichen Zufallsgréfie
X modellieren. Wenn die Maschine korrekt arbeitet, ist der Erwartungswert von
X genau 4. Die Standardabweichung driickt dann die mittlere Abweichung vom
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Sollwert in Meter aus. Eine Standardabweichung von 0.01 bedeutet beispielsweise,
dass im Mittel iiber sehr viele Latten die Lénge um 1 Zentimeter von der Sollange
abweicht. Die zugehorige Varianz 0.0001 ist hingegen schwerer zu interpretieren.

Analog zum empirischen Erwartungswert versteht man unter der empirischen Varianz
bzw. der emprischen Standardabweichung die mittlere quadratische Abweichung
vom empirischen Erwartungswert bei einer endlichen Anzahl von Realisierungen einer
Zufallsgrofle.

Folgende Eigenschaften von Erwartungswert und Varianz lassen sich leicht anhand der
Definitionen nachrechnen:

o E(aX +b)=aEX +b firalle a,beR,

e Var(a X +b) =a?Var X fiir alle a,b € R,

e Var X = E(X?) — (EX)2.
Die zweite Eigenschaft besagt insbesondere, dass das Verschieben des Wertebereichs einer
Zufallsgrofle keinen Einfluss auf die Varianz hat. Der Erwartungswert verschiebt sich

hingegen entsprechend mit (vgl. erste Eigenschaft). Beim Skalieren des Wertebereichs
werden Erwartungswert und Standardabweichung mitskaliert.

8.2.6 Standardisierung

Die folgende Transformation einer Zufallsgrofie liefert stets eine Zufallsgréfie mit Erwar-
tungswert 0 und Varianz 1:

7~

Merke
Sei X eine ZufallsgroBe. Dann heifit die Zufallsgrofie

X -EX
Y = —— 8.40
vVar X ( )

Standardisierung von X.

Beachte, dass wir stets stillschweigend davon ausgehen, dass die Varianz Var X einer
Zufallsgrofie X nicht Null ist. Man tiberlegt sich leicht, dass Var X = 0 nur moglich ist,
wenn X konstant ist, also die Funktionswerte in diesem Sinne gar nicht zuféllig sind.

Die Standardisierung einer Zufallsgrofie dient beispielsweise dazu, die Werte fiir von
Parametern abhéngigen Verteilungsfunktionen einfacher in Tabellen erfassen zu kénnen.
Statt fiir jede Parameterkonstellation eigene Tabellen vorhalten zu miissen, wird nur
eine Tabelle fiir die Standardisierung der betrachteten Zufallsgrofien bendtigt. Aus dem
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Zusammenhang

(8.41)

P(X<:c):P<X_EX x—IEX)

<
VVar X VVar X

lassen sich dann alle ben6tigten Wahrscheinlichkeiten berechnen.

Auch ermdglicht die Standardisierung einen einfacheren Vergleich zweier Zufallsgrofien
bzw. deren Verteilungsfunktionen.
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8.3 Diskrete Verteilungen

Verschiedene zuféllige Vorgénge besitzen dhnliche Eigenschaften. So ist das Wiirfeln mit
einem Spielwiirfel vergleichbar mit dem Werfen einer Miinze, nur dass es beim Wiirfeln
sechs mogliche Ergebnisse gibt und beim Werfen einer Miinze nur zwei. In diesem Un-
terkapitel schauen wir uns héufig auftretende Muster bei zufélligen Vorgéingen an, die
als diskrete Zufallsgrofle modelliert werden kénnen.

Wir beschrinken uns dabei auf die wichtigsten Klassen und erwdhnen andere nur kurz.
Die Details findet man in Formelsammlungen und jedem umfangreicheren Lehrbuch zur
Wahrscheinlichkeitsrechnung.

8.3.1 Uberblick

Folgende Klassen von Verteilungsfunktion treten iiblicherweise bei diskreten Zufallsgro-
Ben auf:

o diskrete Gleichverteilung (endlich viele Werte; alle Werte gleich wahrscheinlich;
siehe unten),

 Binomialverteilung (z.B. Anzahl defekter Teile bei Produktion einer vorgebenen
Anzahl, siehe unten),

o Poisson-Verteilung (Anzahl des Eintretens seltener Ereignisse; z.B. Anrufe pro Tag;
abzahlbar unendlicher Wertebereich),

o geometrische Verteilung (z.B. Anzahl korrekt produzierter Bauteile bis zum ersten
Fehlerhaften Teil),

o hypergeometrische Verteilung (z.B. Anzahl schwarzer Kugeln beim Ziehen einer
festen Anzahl Kugeln aus einer Menge von schwarzen und weilen Kugeln).
8.3.2 Diskrete Gleichverteilung

Die diskrete Gleichverteilung deckt beispielweise das Wiirfeln und das Werfen einer Miin-
ze ab.

Merke

Eine diskrete Zufallsgrofe mit Wertebereich {x1,...,x,} heifit diskret gleich-
verteilt, wenn

1
P(X:xk):ﬁ, firk=1,...,n (8.42)

gilt.
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8.3 Diskrete Verteilungen

Fiir eine diskret gleichverteilte Zufallsgrofie X gilt offensichtlich

EX — u (8.43)

Beachte bei dieser Formel, dass es sich nicht (!) um den empirischen Erwartungswert
von n Realisierungen der Zufallsgréfie handelt, sondern um das arithmetische Mittel aus
allen moglichen Werten, die die Zufallsgréfle annehmen kann.

Fir die Varianz erhalten wir

S EalE o S CIESLE ) L

Var X = E(X?) — (EX) >

n n

8.3.3 Binomialverteilung

Als Standardbeispiel fiir binomialverteilte Zufallsgrofien dienen Produktionsprozesse, bei
denen die produzierten Bauteile mit einer bekannten Wahrscheinlichkeit p € [0,1] de-
fekt sind. Bei einer Gesamtproduktion von n Teilen kann man fragen, wie hoch die
Wahrscheinlichkeit ist, dass genau k € {0,1,...,n} Teile defekt sind. Dabei gehen wir
davon aus, dass die Frage, ob ein Teil defekt ist, nicht davon abhéngt, ob die anderen
produzierten Teile defekt sind oder nicht.

Merke
Eine Zufallsgrofie mit Wertebereich {0,1,...,n} heifit binomialverteilt, wenn
P(X =k) = (Z) PFAL—p)F firk=01,....n (8.45)

mit einem Parameter p € [0, 1] gilt.

Hier bezeichnet (Z) den aus der Schulmathematik bekannten Binomialkoeffizient

(Z) = k'(nn'k)u (8.46)
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Verschiendene Binomialverteilungen
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Beispiel

Fiir eine Urlaubsregion wurde anhand langjédhriger Beobachtung geschéatzt, dass
im August die Wahrscheinlichkeit fiir einen sonnigen Tag bei 80 Prozent liegt. Wir
sind an der Wahrscheinlichkeit interessiert, dass bei 7 Urlaubstagen wenigstens 5
Tage sonnig sind.

Gehen wir davon aus, dass die Frage, ob die Sonne an einem Tag scheint, nicht
davon abhéingt, ob sie an anderen Tagen scheint oder nicht, dann kénnen wir die
Anzahl der Sonnentage als binomialverteilte Zufallsgréfie modellieren. Mit den
Bezeichnungen von oben gilt dann n = 7 und p = 0.8. Gesucht ist P(X > 5). Wir
erhalten

P(X>5) =P(X=5)+P(X =6)+P(X="7)

5 6 7
= (7) 0.8°0.22 + <7> 0.850.2! + (7) 0.870.2° (8.47)

~ (0.85.

Erwartungswert und Varianz einer mit Parametern n und p binomialverteilten Zufalls-
grofle X sind
EX =np (8.48)

und
Var X =np (1 —p) (8.49)

(die Herleitung ist elementar, aber langlich, und entfillt deshalb).
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8.4 Kontinuierliche Verteilungen

Wie bei den diskreten ZufallsgroBlen treten auch bei den kontinuierlichen Zufallsgrofien
gewissen Klassen von Verteilungsfunktionen immer wieder auf.

8.4.1 Uberblick

Folgende Klassen sind am héaufigsten anzutreffen:

o Gleichverteilung (siehe unten),
o Normalverteilung (siehe unten),
o Exponential-Verteilung (z.B. Lebensdauern oder Wartezeiten),

 Studentsche t-Verteilung (tritt bei statistischen Untersuchen normalverteilter Zu-
fallsgroBen auf),

o X% Verteilung (sprich: Chi-Quadrat-Verteilung; tritt bei statistischen Untersuchen
normalverteilter Zufallsgrofien auf),

o F-Verteilung (tritt bei statistischen Untersuchen normalverteilter Zufallsgrofien
auf).

8.4.2 Gleichverteilung

Bei gleichverteilten (kontinuierlichen) Zufallsgrofien treten alle Werte im Wertebereich
gleich haufig auf. Misst man beispielsweise die Winkeldifferenz bei der Radposition eines
Autos vor und nach einer hinreichend langen Fahrt, werden bei mehrfacher Wiederholung
die gemessenen Werte alle einigermafien gleichméfig im Intervall [0,2 ) verteilt sein.

Merke
Eine kontinuierlich Zufallsgrofie X mit Dichtefunktion

L fiir z € [a,b],
p(x) = {b“ la, ] (8.50)
0, sonst

heifit gleichverteilt auf dem Intervall [a, b].

Erwartungswert und Varianz einer auf dem Intervall [a,b] gleichverteilten Zufallsgroie
X sind

EX =~ ;L b (8.51)
und )
b—
Var X = 12“) (8.52)
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8 Wahrscheinlichkeit

(die entsprechenden Integrale sind leicht zu berechnen).

Die Verteilungsfunktion lasst sich ebenfalls leicht berechnen:

0, sonst.

Fla) = / 1 do — {gg_g, fir z € [a, b], (8.53)

8.4.3 Normalverteilung

Normalverteilte Zufallsgréfien treten sehr hiufig auf. Beispielsweise fithren praktisch al-
le Arten von Messprozessen (Lénge, Masse, Temperatur,...) bei Einbeziehen eventueller
Messfehler zu normalverteilten Zufallsgrofien. Den genauen Grund dafiir werden wir in
einem spiteren Unterkapitel erhellen. Kurzfassung: Die Uberlagerung vieler unabhiingi-
ger Fehlerquellen fiihrt zu normalverteilten Messergebnissen.

Merke
Eine kontinuierliche Zufallsgrofie X mit Dichtefunktion

1 _ (e—w)?

p(x) = VT 207 (8.54)

heifit normalverteilt (oder GauB-verteilt) mit den Parametern 1 € R und o > 0.

Die beiden Parameter bei einer normalverteilten Zufallsgroffe X stimmen gerade mit
Erwartungswert und Standardabweichung iiberein:

EX=x und VarX = o2 (8.55)

Die Verteilungsfunktion der Normalverteilung ldsst sich nicht explizit als Formel ange-
ben, da die Dichtefunktion keine als Formel darstellbare Stammfunktion besitzt. Die
Auswertung der Verteilungsfunktion erfolgt durch numerische Integration (oder durch
Ablesen aus Tabellen). Die meisten mathematischen Software-Bibliotheken bieten jedoch
eine spezielle Funktion zu diesem Zweck an (z.B. scipy.stats.norm.cdf).

226


https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/generated/scipy.stats.norm.html
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Dichtefunktionen der Normalverteilung

Vertielungsfunktionen der Normalverteilung
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Fix)

Beispiel (Rakete)

Die Flugh6he einer Silvesterrakete wird durch eine Vielzahl verschiedener Einfliis-
se festgelegt (Menge an Treibstoff, Lufttemperatur, Luftdruck, Wind,...). Deshalb
wird die Flughohe mit guter Genauigkeit normalverteilt sein. Die Parameter der
Normalverteilung kénnen mit Mitteln der Statistik aus hinreichend vielen Versu-
chen geschatzt werden. Zu Thematik der Parameterschiatzung kommen wir aber
erst im néchsten Kapitel.

Beispiel (Holzzuschnitt)

Von einer Zuschnittanlage in einem Ségewerk ist bekannt, dass die Holzlatten im
Mittel auf eine Linge von 4 Meter geschnitten werden. Die tiber langere Zeit aus
vielen Messungen statistisch geschétzte Standardabweichung liegt bei 1 Zentime-
ter. Wir interessieren uns flir die Wahrscheinlichkeit, dass eine Latte mehr als 5
Millimeter zu kurz ist.

Da eventuelle Abweichungen von der Sollldnge aus einer Vielzahl méglicher Feh-
lerquellen (temperaturbedingte Grofien- und Forménderungen von Bauteilen der
Sége, Ungenauigkeiten beim Vorschubmechanismus, Abnutzung Ségeblatt,...) re-
sultieren, konnen wir davon ausgehen, dass die Lange der Latten durch eine nor-
malverteilte Zufallsgrofie realitdtsnah modelliert werden kann. Die Parameter der
Normalverteilung sind ¢ = 4 und ¢ = 0.01. Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit
P(X < 3.995).
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Durch numerische Integration (oder aus entsprechenden Tabellen) erhalten wir
P(X <3.995) = 31 %.

from scipy.stats import norm as normal

normal .cdf (3.995, loc=4, scale=0.01)

np.float64(0.30853753872599066)

Die Wahrscheinlichkeit, dass die Lange um hochstens 5 Millimeter nach unten
oder oben vom Soll abweicht, liegt bei

P(3.995 < X < 4.005) = P(X < 4.005) — P(X < 3.005)
— P(X < 4.005) — P(X < 3.005) (8.56)
~ 38 %.

from scipy.stats import norm as normal

normal.cdf (4.005, loc=4, scale=0.01) - normal.cdf(3.995, loc=4,
< scale=0.01)

np.float64(0.3829249225480187)

Die folgende wichtige Eigenschaft normalverteilter Zufallsgrofien ldsst sich nur mithsam
herleiten, sodass wir auf die Herleitung verzichten. Den hier verwendeten Begriff der
Unabhéngigkeit von zwei Zufallsgréflen fiihren wir im néchsten Unterkapitel prézise
ein. Intuitiv ist er klar: Zwei Zufallsgroflen sind unabhéngig, wenn sich das Eintreten
zugehoriger Ereignisse in keiner Weise gegenseitig beeinflusst.

Merke

Sind X7 und X5 zwei unabhéngige normalverteilte Zufallsgrofien mit Parametern
w1 bzw. o und o1 bzw. g, so ist die Summe X; + Xo wieder eine normalverteilte
Zufallsgrofie mit Parametern pq + po und /0% + o3.

Beachte, dass das Bilden der Summe von zwei Zufallsgréflen nur sinnvoll ist, wenn beide
Zufallsgrofien iiber dem selben Wahrscheinlichkeitsraum (€2,.A, P) definiert sind. Ins-
besondere miissen beide Zufallsgrofien den selben Definitionsbereich 2 besitzen, da die
Summe zweier Funktionen mit unterschiedlichem Definitionsbereich nicht sinnvoll er-
klart werden kann.

Folgenden Zusammenhang kann man sich leicht anhand der Dichtefunktion der Normal-
verteilung iiberlegen:

228



8.4 Kontinuierliche Verteilungen

Merke

Sei X normalverteilt mit Parametern p und o. Dann ist die Standardisierung Xf:’i
wieder normalverteilt (mit Parametern 0 und 1).
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8 Wahrscheinlichkeit

8.5 Unabhangigkeit

Wir wollen kldren, wie wir zwei oder auch mehr Zufallsgrofien ansehen, ob sie unab-
héngig sind, d.h. ob ihre (zufilligen) Werte unabhéngig davon entstehen, welche Werte
die andere Zufallsgrofle oder die anderen Zufallsgroffen annehmen. Die Frage der Un-
abhéngigkeit ist von grofler Bedeutung bei der Arbeit mit mehreren Zufallsgrofien (was
sehr oft notig ist!). Sind die betrachteten Zufallsgrofien unabhéngig, so lassen sich deren
Verteilungen bzw. die Verteilungen von zusammenfassenden Zufallsgrofien viel leichter
bestimmen.

Beachte, dass die Frage nach Unabhéngigkeit nur relevant ist, wenn alle beteiligten
Zufallsgroflen auf dem selben Wahrscheinlichkeitsraum definiert sind. Davon gehen wir
bei der Arbeit mit mehreren Zufallsgroflien stets aus, wenn wir die Situation nicht explizit
anders beschreiben.

8.5.1 Produktraume

Betrachten zur Motivation des Unabhéngigkeitsbegriffs zwei aus Sicht des gesunden Men-
schenverstands vollig unabhéngige zufillige Vorgénge (z.B. das Werfen eines Wiirfels und
die Anzahl eingehender Anrufe an einem bestimmten Tag). Diese Modellieren wir jeweils
als eigenen Wahrscheinlichkeitsraum. Wir haben es also aus mathematischer Sicht mit
zwei Wahrscheinlichkeitsraumen (91, .41, P1) und (92, A2, P3) zu tun.

Wir iiberlegen uns nun, wie wir beide Vorginge alternativ mit nur einem Wahrschein-
lichkeitsraum modellieren kénnen und welche spezielle Eigenschaft in diesem Fall fiir das
zugehorige Wahrscheinlichkeitsmafl gelten muss. Diese Eigenschaft verwenden wir dann
unten als Definition fiir die Unabhangigkeit von Zufallsgréfien.

Zwei durch (1,41, P1) und (Q9, A2, P») modellierte zufilligen Vorgénge kénnen wir
stets als einen einzigen zufélligen Vorgang betrachten, wenn wir als Ergebnismenge

Q:= Ql X QQ (857)

wéahlen. Das Elementarereignis (w1, w2) bedeutet dann, dass beim ersten Teilvorgang das
Elementarereignis wy eingetreten ist und beim zweiten Teilvorgang das Elementarereignis
w2.

Ein Ereignisfeld fiir den kombinierten Vorgang sollte mindestens alle Ereignisse der Form
A1 x Ay CQ, A e Ay, As e Ay (8.58)

enthalten. Diese Ereignisse entsprechen dem Eintreten von A; beim ersten zufélligen
Vorgang und dem Eintreten von As beim zweiten. Mit A bezeichnen wir das kleinste
Ereignisfeld, welches all diese Ereignisse enthélt.

Wie ist nun das Wahrscheinlichkeitsmafl P zu wihlen, damit (€2, A, P) genau die gleichen
Wahrscheinlichkeiten beschreibt wie die separaten Wahrscheinlichkeitsmafle? Insbeson-
dere soll

P(Al X QQ) = Pl(Al) und P(Ql X Ag) = PQ(AQ) (859)
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gelten, sodass die Einzelwahrscheinlichkeiten P und P, aus P zuriickgewonnen werden
konnen.

Da wir die frequentistische Sicht einnehmen, soll die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses
gerade dessen relative Haufigkeit bei sehr vielen Versuchen widerspiegeln. Tritt das Er-
eignis A1 bei nq Versuchen zum ersten zufilligen Vorgang mi-mal ein und das Ereignis
Ao bei mo von no Versuchen zum zweiten Vorgang, so liegen nj ne mogliche Kombi-
nationen von Versuchen vor. Von diesen Kombinationen entsprechen mi mo Stiick dem
Eintreten von A; X As, also A1 beim ersten Vorgang und As beim zweiten Vorgang. Die
relative Haufigkeit bei kombinierter Betrachtung der beiden Vorgénge ergibt sich somit
als Produkt der beiden relativen Héufigkeiten bei getrennter Betrachtung:

myma mi1 ma

= . (8.60)
ni1ng ny n9
Entsprechend ist das kombinierte Wahrscheinlichkeitsmaf als
P(Al X Az) = Pl(Al) PQ(AQ) (861)

zu wahlen. Man kann zeigen (tun wir hier nicht), dass dadurch P auf ganz A eindeutig
gegeben ist und dass P tatsdchlich ein Wahrscheinlichkeitsmafl ist. Man bezeichnet P
auch als Produktmaf und (2, A, P) als Produkt von Wahrscheinlichkeitsrdumen.

8.5.2 Unabhadngige ZufallsgroBen

Ubertragen wir die Gedanken des vorhergehenden Abschnitts auf zwei Zufallsgrofen X
und X mit zwei verschiedenen zugrundeliegenden Wahrscheinlichkeitsrdumen (21,45, P;)
und (Q9, Ag, P»), die zwei nach menschlichem Ermessen unabhéngige zufillige Vorgénge
beschreiben, so kénnen wir X 1 und Xg mittels

X1 (w1, wo) := X1(w1), Xo(wi,ws2) == Xa(w) (8.62)
als Zufallsgrofien auf dem Produktraum (€2, A, P) betrachten. Es gilt dann
P(X1 € (a,b), X3 € (¢,d)) = P(X; € (a,b)) P(X3 € (c,d)) (8.63)

(und entsprechend fiir alle anderen Formen von endlichen und halbunendlichen Interval-
len).

Als Definition fiir Unabhéngigkeit verwenden wir diese Beziehung, jedoch ohne auf die
zugrundeliegende Produktstruktur des Wahrscheinlichkeitsraumes zu bestehen. Diese
war nur der gewéhlten Herleitung bzw. Plausibilisierung der Beziehung geschuldet.

| Merke ]
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8 Wahrscheinlichkeit

Zwei ZufallsgroBlen X7 und X5 heiflen unabhingig, wenn
P(Xl GII,XQ GIQ) :P(Xl EIl)P(XQ EIQ) (864)

fur alle Formen und Kombinationen von endlichen und halbunendlichen Interval-
len I; und I gilt.

Man kann sich {iberlegen, dass die definierende Gleichheit schon fiir Intervalle der Form
(—00,b) die Unabhéngigkeit vollstindig charakakterisiert, d.h. man alternativ die Be-
dingung

P(X1 <z, Xo < 332) = P(X1 < xl) P(X2 < xg) (8.65)

in der Definition verwenden.

Fiir mehr als zwei Zufallsgrofien erfolgt die Definition analog:

Merke
Die Zufallsgréfien X7, ..., X, heilen unabhingig, wenn

P(Xi€h,. .., Xpe€l,)=P(X,€h) - P(X, €1, (8.66)

fir alle Formen und Kombinationen von endlichen und halbunendlichen Interval-
len I4,...,1, gilt.

Fiir unendlich viele Zufallsgréfien fithrt man Unabhéngigkeit auf die Unabhingigkeit alle
endlichen Teilmengen zuriick:

Merke

Eine Folge X1, Xo,... von Zufallsgroflen heiit unabhangig, wenn jede endliche
Auswahl von Zufallsgréfien unabhéngig ist.

8.5.3 Nachweis und Bedeutung der Unabhéangigkeit

Der Nachweis der Unabhangigkeit zweier Zufallsgréflen ist fiir praktisch relevante Si-
tuationen kaum moglich, da viel zu aufwendig. Man miisste flir alle moglichen Kombi-
nationen von Intervallen die definierende Gleichung nachweisen. Nur die Verletzung der
Unabhéngigkeit lasst sich gut nachweisen. Hier ist nur eine konkrete Situation von Inter-
vallen I1 und Is anzugeben, fiir die die definierende Gleichheit verletzt ist. Praktisch wird
man die Frage der Unabhéngigkeit nie exakt beantworten kénnen oder wollen, weshalb
wir hier auch auf jegliche Beispiele verzichten. Der Wert des Begriffs ist ein anderer.

Der Unabhéngigkeitsbegriff spielt vor allem als Annahme eine wichtige Rolle. Aus prakti-
schen Erwigungen kann man oft schlielen, dass zwei betrachtete zuféllige Vorgéange sich
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nicht (oder nicht in relevantem Mafl) gegenseitig beeinflussen. Im mathematischen Mo-
dell formuliert man diese Einsicht als Annahme der Unabhéngigkeit der entsprechenden
Zufallsgrofien, obwohl man keinen harten Nachweis dazu gefiihrt hat. Dieses Vorgehen ist
aus streng mathematischer Sicht kritisch zu sehen. Diirfen wir mit Annahmen arbeiten,
deren Erfiillung wir im betrachteten Fall nicht sicher nachweisen kénnen? Andererseits
sind viele wichtige statistische Werkzeuge (vgl. Kapitel zur Statistik) ohne die Annah-
me der Unabhéngigkeit der beteiligten Zufallsgréflen tiberhaupt nicht einsetzbar. Wir
werden auf diese schwierige Gradwanderung im Kapitel zur Statistik zurtickkommen...

In gewissem Sinne ist die Unabhéngigkeit von Zufallsgrofien fiir die Anwender also ein
leerer Begriff: Sténdig taucht er auf, die Definition ist eher technische Natur, also we-
nig anschaulich, und nie wird die Eigenschaft konkret nachgerechnet oder nachgewiesen.
Lediglich die Interpretation in Alltagssprache spielt eine Rolle. Im ganzen fiir uns nicht
sichtbaren Unterbau der mathematischen Statistik spielt der Unabhéngigkeitsbegriff je-
doch eine so zentrale Rolle, dass man ihn nicht vollstdndig vor den Anwendern verbergen
kann bzw. verbergen mochte.
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8.6 Grenzwertsatze

Bisher habe wir viel im “Klein-Klein” gearbeitet, also im Wesentlichen Begriffe definiert
und einfache Zusammenhénge zwischen diesen Begriffe betrachtet. Der Wert einer Theo-
rie zeigt sich jedoch erst in den groflen Zusammenhéngen: Kann die entwickelte Theorie
Vorhersagen und Erkenntnisse liefern, die ohne diese Theorie verborgen geblieben wéren?

Fiir die Wahrscheinlichkeitstheorie ist die Antwort ganz klar “Ja”. Einige zentrale Resul-
tate zeigen wir hier zur Demonstration der inhaltlichen und sprachlichen Méglichkeiten,
jedoch ohne jeglichen Nachweis.

8.6.1 Schwache Konvergenz der relativen Haufigkeit

Wir hatten die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses als relative Haufigkeit seines Ein-
tretens bei sehr vielen Versuchen beschrieben (frequentistische Interpretation der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung). Diesen Gedanke kénnen wir wie folgt préizsieren:

Merke

Bei fortwahrender Wiederholung eines Zufallsexperiments beschreiben die Zufalls-
grofen X, Xo, ... die relative Haufigkeit fiir das Eintreten eines gegebenen Er-
eignisses A nach der ersten, nach der zweiten usw. Wiederholung. X,, sei also die
relative Haufigkeit des Eintretens von A nach n Wiederholungen. Ist p die Wahr-
scheinlichkeit fiir das Eintreten von A bei einer einzelnen Versuchsdurchfiihrung,
so gilt

lim P(|X,—p|>¢)=0 (8.67)

n—00

fur jedes € > 0.

.

Beachte, dass eine Aussage der Form lim,_,., X,, = p angenehmer aussieht, aber inhalt-
lich nicht sinnvoll ist, da X,, eine Funktion ist. Bei der obigen Konvergenzaussage spricht
man auch von Konvergenz in Wahrscheinlichkeit. Dies ist eine Konvergenzform fiir
Zufallsgroflen. Die Wahrscheinlichkeit fiir eine noch so kleine Mindestabweichung vom
Grenzwert wird beliebig klein, wenn man n nur grof§ genug wéhlt.

Die frequentistische Sicht auf Wahrscheinlichkeiten wird durch die in dieser Veranstal-
tung gewéhlte (und auch in der modernen Literatur tibliche) Modellierung von zufélligen
Vorgéngen also gut umgesetzt.

8.6.2 Schwaches Gesetz der groBen Zahlen
Neben dem Erwartungswert einer Zufallsgrofie hatten wir bereits den empirischen Mit-

telwert einer Anzahl von Realisierungen dieser Zufallsgrofle betrachtet. Die folgende
Aussage liefert den engen Zusammenhang beider Grofien:
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Merke

Beschreibe die Zufallsgréfie X, den empirischen Mittelwert von n Realisierungen
einer ZufallsgroBle X mit endlichem Erwartungswert EX. Dann gilt

lim P(|X, —EX|>¢) =0 (8.68)
n—o0

fir jedes € > 0.

Die Aussage, dass der der emprische Mittelwert fiir grofile Versuchsanzahl mit dem Er-
wartungswert iibereinstimmt, ist intuitiv klar. Dass wir diesen Zusammenhang auch aus
der entwickelten Wahrscheinlichkeitstheorie ableiten kénnen, spricht fiir die Korrektheit
bzw. Niitzlichkeit der Theorie.

8.6.3 Zentraler Grenzverteilungssatz

Den zentralen Grenzverteilungssatz gibt es in unzéhligen Varianten. Kernaussage ist,
dass die Uberlagerung vieler sich dhnlich verhaltender ZufallsgréBen zu einer normalver-
teilten Zufallsgrofle fithrt. Praktisch bedeutet dies, dass die Zusammenspiel vieler kleiner
Fehlerquellen stets zu einem normalverteilten Gesamtfehler fithrt. Hier ein einfache For-
mulierung mit recht strengen Voraussetzungen:

Merke

Sei X7, X, ... eine Folge von unabhingigen Zufallsgrofien mit identischer Vertei-
lung, also insbesondere mit identischem Erwartungswert p und identischer Stan-
dardabweichung o. Dann konvergiert die Verteilungsfunktion F), der standardi-

sierten Zufallsgrofie
X1+ +Xn—np

Vno

punktweise gegen die Verteilungsfunktion ® der Standardnormalverteilung, d.h.

(8.69)

lim F,(z) = ®(z) firalle xz € R. (8.70)

n—oo

Dass /no die Standardabweichung der Zufallsgrofie X1 + --- + X, ist, folgt aus der
Unabhéngigkeit der Zufallsgroflen. Wir gehen an dieser Stelle nicht néher darauf ein,
kommen aber im néchsten Unterkapitel darauf zuriick.

Der zentrale Grenzverteilungssatz ist ein Beispiel fiir eine praktisch relevante Erkenntnis,
die ohne die mithsam entwickelte Wahrscheinlichkeitstheorie im Verborgenen geblieben
wire. Bestenfalls konnte man den Zusammenhang von Messfehlern mit der Normalvertei-
lung durch umfangreiche statistische Auswertungen erahnen (jedoch nicht begriinden!).
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8 Wahrscheinlichkeit

8.7 Zufallsvektoren

Statt zahlenwertiger Funktionen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum kann man natiirlich
auch vektorwertige Funktionen betrachten. Dies bringt einige zusétzliche Aspekte bei der
Darstellung von Wahrscheinlichkeitsmafien mittels Verteilungs- und Dichtefunktionen,
andert aber nichts am grundsétzlichen Vorgehen.

8.7.1 Begriff

Zufallsvektoren kann man auf zwei formal unterschiedliche, im Ergebnis aber vollig aqui-
valente Weisen einfiihren.

Merke

Sei (2,4, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Eine Funktion X : Q@ — R” heifit
Zufallsvektor, wenn sie messbar ist, d.h. wenn fiir beliebige n-Zellen der Form
(—00,b1) X -+ x (—00,by) das Urbild bzgl. X zu A gehort.

Die folgende Aussage liefert eine diquivalente Definition. Auf den Nachweis der Aquivalenz
verzichten wir (ist elementar, aber langlich).

Merke
Eine Funktion X : @ — R" auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2,.4, P) ist
genau dann ein Zufallsvektor, wenn jede Komponente X; : Q - R, k=1,...,n,

eine Zufallsgrofe ist.

.

Die Unterteilung in diskrete und kontinuierliche Zufallsvektoren erfolgt vollig analog
zu Zufallsgroflen. Sind alle Komponenten diskret, so spricht man von einem diskre-
ten Zufallsvektor. Sind alle Komponenten kontinuierlich, so spricht man von einem
kontinuierlichen Zufallsvektor.

8.7.2 Verteilungs- und Dichtefunktionen

Verteilungs- und Dichtefunktion hdngen von mehreren Variablen ab.

Merke

Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und sei X : Q@ — R” ein Zufallsvektor.
Die Funktion

F:R"—=10,1], F(z1,...,2,):=P(X1 <z1,...,Xpn < xp) (8.71)

heifit Verteilungsfunktion zum Zufallsvektor X.
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8.7 Zufallsvektoren

Fiir kontinuierliche Zufallsvektoren kann man analog zu Zufallsgréfien eine Dichtefunk-
tion einfithren. Allerdings erh&lt man nun mehrere ineinander geschachtelte Integrale.

Merke

Sei X ein kontinuierlicher Zufallsvektor mit Wertebereich W (X) = [a1,b1] X - - - X
[an, by] und Verteilungsfunktion F'. Eine Funktion p : R” — [0, 00) heifit Dichte-
funktion zu X, wenn p auf W(X) und auf R™ \ W (X) stetig ist und

B, x1
F(ajl,...,xn):/---/p(@l,...,izn)dfcl---di“n (8.72)
—00 —00

gilt.

Aus Verteilungs- und Dichtefunktion eines Zufallsvektors kann man die Verteilungs- und
Dichtefunktionen der einzelnen Komponenten erhalten. Umgekehrt ist dies nicht méglich,
da durch die Verteilungsfunktion des Zufallsvektors nicht nur das Verhalten der einzelnen
Komponenten beschrieben wird, sondern auch deren Abhéngigkeiten untereinander.

Merke

Sei F' die Verteilungsfunktion eines Zufallsvektors X und sei F}j die Verteilungs-
funktion der Komponente Xj. Dann gilt

Fy(zg) = lim --- lim lim -+ lim F(xy,...,zp). (8.73)

T1—00 Tj—1—+00 Ty 1—+00 Tp—>00

Merke

Sei p die Dichtefunktion eines Zufallsvektors X und sei pg die Dichtefunktion der
Komponente Xj. Dann gilt

pk(xk)—/”'/ /"'/p(xla--wxn)dxl'”dxk1dxk+1"'dxn- (8.74)

—00 —O0

Die Verteilungs- und Dichtefunktionen der einzelnen Komponenten werden auch als
Randverteilungen bzw. Randdichten des Zufallsvektors bezeichnet.

Beispiel (gleiche Randverteilungen)

Betrachten zwei Zufallsvektoren mit unterschiedlichen Wahrscheinlichkeitsvertei-
lungen:
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8 Wahrscheinlichkeit

o Der Zufallsvektor (X,Y") sei gleichverteilt auf dem Quadrat [0, 1] x [0, 1],
d.h. seine Dichtefunktion sei

1, fir (2,5) € [0,1] x [0,1],
p(z,y) = { (8.75)
0, sonst.
« Der Zufallsvektor (X,Y) besitze die Dichtefunktion
. dry—2(x+y)+2, fir (z,y)€l0,1] x[0,1],
p(z,y) = { ) pe b (8.76)
0, sonst.
Dichte zu (X,Y) Dichte zu (X, ¥)
1.0 -
0.8 4 -. I
0.6 1
0.4 1
0.2 4 '. ‘
0.0+ T T T T T -
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
X %
0.0 0.2 0.4 0.6 018 lfO lj2 lj4 1.6 1.8 2.0

p

Obwohl die beiden Zufallsvektoren (X,Y) und (X,Y) unterschiedliche Verteilun-
gen besitzen, stimmen die Randverteilungen jeweils iiberein:

- 1, firx e |0,1],
pi(x) =p1(z) = { [0,1] (8.77)
0, sonst
und
- 1, firy e |0,1],
pa(y) = paly) = { ol (5.78)
0, sonst

(vgl. Aufgabe 13.1 in )

8.7.3 Erwartungswert, Varianz, Kovarianz

Erwartungswert und Varianz eines Zufallsvektors werden komponentenweise betrachtet,
liefern also jeweils wieder einen Vektor.
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Merke

Fir einen kontinuierlichen Zufallsvektor X heifit der Vektor

EX,
EX := | : (8.79)
EX,,

Erwartungswert des Zufallsvektors.

Merke
Sei X ein Zufallsvektor mit Erwartungswert EX. Der Vektor

E((X: — EX;)?)
Var X := : (8.80)
E((X, — EX,)?)

heifit Varianz (oder Streuung) von X.

Als zusétzliche Kenngrofie kommt bei Zufallsvektoren die Kovarianz hinzu. Diese liefert
Informationen iiber das Zusammenspiel der einzelnen Komponenten. Betrachten wir zwei
Komponenten, so kénnen folgende Situationen auftreten:

e Die Realisierungen weichen oft gemeinsam nach oben oder gemeinsam nach unten
vom Erwartungswert ab (“Gleichlaufigkeit”).

o Weichen die Realisierungen der einen Komponente nach oben vom Erwartungswert
ab, weichen die der anderen oft nach unten ab (“Gegenldufigkeit”).

e Die Realisierungen beider Komponenten zeigen kein Muster bei der Richtung der
Abweichung vom Erwartungswert.

Art und Stérke der Gleich- oder Gegenlaufigkeit kénnen als Zahl ausgedriickt werden.
Dazu multipliziert man die vorzeichenbehafteten (!) Abweichungen vom Mittelwert:

(X —EXy) (X; — EX)). (8.81)
Gleichlaufigkeit bei einer konkreten Realisierung liefert einen positiven Wert, Gegenléu-
figkeit einen negativen. Allgemein, also ohne Riickgriff auf konkrete Realisierungen, kann

man den Erwartungswert dieses Produkts als Maf fiir die Gleich- bzw. Gegenlaufigkeit
der Komponenten heranziehen.

| Merke ]
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Sei X ein Zufallsvektor. Die Zahl
Cov (XkyXl) = E((Xk —EXk) (Xl —EXI)) (882)

heifit Kovarianz der Komponenten X; und Xj.

Die Matrix
Cov (X1,X1) -+ Cov (X1, Xn)
Cov X := : : (8.83)
Cov (X, X1) -+ Cov (Xp, Xn)
heiffit Kovarianzmatrix des Zufallsvektors.
Offensichtlich gilt
Cov (X, Xi) = Var X. (8.84)

Auch sieht man sofort, dass die Kovarianzmatrix eines Zufallsvektors stets symmetrisch
ist.

Man fiihrt iiblicherweise noch folgenden Begriff zur Vereinfachung der Sprache ein:

7~

Merke
Seien X7 und X5 zwei Zufallsgréflen. Die Zahl

(COV(Xl,XQ)
X1, Xp) = 8.85
o(X1, X2) VVar X7 v/Var X, ( )

heiit Korrelationskoeffizient der beiden Zufallsgrofien.

Gilt o(X7, X2) =0, so heiflen die beiden Zufallsgrofien unkorreliert.

Der Korrelationskoeffizient liefert genau die gleich Information iiber Gleich- bzw. Gegen-
ldufigkeit wie die Kovarianz; allerdings kann man zeigen, dass der Korrelationskoeffizient
immer zwischen -1 und 1 liegt, also in diesem Sinne normiert ist. Auflerdem ist er ein-
heitenlos. Dies erleichtert den Vergleich der Gleich- bzw. Gegenldufigkeit verschiedener
Paare von Zufallsgroffen. Bei Werten nahe bei 1 bzw. -1 spricht man von starker (gleich-
laufiger bzw. gegenlaufiger) Korrelation.

Beispiel (Holzzuschnitt)

In einem Sigewerk werden Latten auf 4 Meter Linge gesdgt. Die tatséchliche
Léange weicht aufgrund diverser Ungenauigkeiten etwas von 4 Meter ab. Ein Mit-
arbeiter tiberpriift regelméflig die Lénge der Latten. Sein Messergebnis sei durch
die ZufallsgroBe X, beschrieben. Ein anderer Mitarbeiter tberpriift mit einem
anderen Maf3band ebenfalls die Lattenldngen. Das Messergebnis des zweiten Mit-
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arbeiters sei als Zufallsgrofie X5 modelliert.

Aufgrund der Verwendung unterschiedlicher Mafbénder und aufgrund eventuell
etwas unterschiedlichem Vorgehen beim Messen ist nicht damit zu rechnen, dass
beide Zufallsgrofen identische Verteilungen besitzen. Allerdings werden die beiden
Verteilungen stark korrelieren. Misst der eine Mitarbeiter mehr als 4 Meter, so
wird der andere dies in den meisten Féallen ebenso tun.

Man kann zeigen, dass unabhingige Zufallsgroflen stets unkorreliert sind. Die
Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht. Hintergrund ist, dass die Kovarianz Gleich- bzw.
Gegenlaufigkeit nur sehr grob misst. In gewissem, hier nicht weiter vertieftem Sinne
driickt die Kovarianz nur den linearen Anteil von Gleich- bzw. Gegenlaufigkeit aus.
Unkorreliertheit sichert daher nicht, dass die beiden Zufallsgrofien wirklich v6llig unab-
héngig voneinander arbeiten. Die Situation ist vergleichbar mit Taylor-Polynomen bei
Funktionen. Schaut man nur auf das Taylor-Polynom ersten Grades an einer Entwick-
lungsstelle, so erhélt man nur sehr begrenzte Informationen iiber den Funktionsverlauf
an dieser Stelle.

8.7.4 Mehrdimensionale Normalverteilung

Der wichtigste Typ von Zufallsvektoren sind normalverteilte Zufallsvektoren. Bei diesen
ist jede Komponente normalverteilt; jedoch miissen die einzelnen Komponenten nicht
unabhéngig sein.

Die folgende Definition verwendet den Begriff der positiv definiten Matrix, den wir bisher
nicht eingefiihrt haben. Dessen Bedeutung ist recht tiefliegend, fiir uns aber nicht wei-
ter relevant. Einzige fiir uns relevante Tatsache ist, dass positiv definite Matrizen stets
invertierbar sind. Die formale Definition lautet: Eine symmetrische Matrix A € R™*™
heifit positiv definit, wenn 27 Az > 0 fiir alle 2 € R™ \ {0} gilt.

Merke

Ein Zufallsvektor X heifit normalverteilt mit dem Vektor p € R™ und der sym-
metrischen, positiv definiten Matrix S € R™*™ als Parameter, wenn die Dichte-
funktion die Gestalt

1 1 T g1
— —5 (@—p)* S (z—p)
ey Xp) = e 2 8.86
Pl iz (2m)™ det S (8.86)

besitzt.

\.

Beachte, dass hier x und u Vektoren sind, das Produkt (z — u)™ S~™! (z — i) aber eine
Zahl liefert.

Aufgrund der Forderung nach positiver Definitheit der Matrix S fithrt nicht jede sym-
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metrische Matrix zu einer Normalverteilung.

Wie bei der eindimensionalen Normalverteilung entsprechen die Parameter der mehr-
dimensionalen Normalverteilung gerade Erwartungswert und (Ko-)Varianz (ohne Nach-
weis):

~

Merke

Erwartungswert und Kovarianzmatrix eines normalverteilten Zufallsvektors X mit

Parametern g und S sind
EX =pu (8.87)

und

CovX =8. (8.88)

Normalverteilte Zufallsgréffen und -vektoren zeigen einige wichtige Besonderheiten. Eine
davon ist die Tatsache, dass Unabhéngigkeit und Unkorreliertheit dquivalent sind:

Merke

Sind X; und X5 zwei normalverteilte Zufallsgrofien, so sind diese genau dann
unabhéngig, wenn Cov (X1, X2) = 0 gilt.

Allgemeiner: Sind X1, ..., X,, normalverteilte Zufallsgrofien, so sind diese genau
dann unabhéngig, wenn die zugehorige Kovarianzmatrix eine Diagonalmatrix ist.
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O Statistik

Einfithrung in die mathematische Statistik mit Schwerpunkt auf der induktiven Statistik.
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9 Statistik

9.1 Uberblick
9.1.1 Abgrenzung

Die Statistik als Teilgebiet der Mathematik befasst sich mit der systematischen Unter-
suchung von und der Arbeit mit gesammelten Daten. Im Kontext sehr umfangreicher
Datensammlungen und beim Einsatz moderner computergestiitzter Verfahren (z.B. ma-
schinelles Lernen) spricht man heute auch von Data Science.

Die klassische Statistik wird unterschieden in deskriptive und induktive Statistik:

 Die deskriptive Statistik (auch: beschreibende Statistik) extrahiert beschreiben-
de und zusammenfassende Informationen aus Datensammlungen. Dies kann im
einfachsten Fall der Mittelwert einer Grofle iiber alle gesammelten Datenséitze sein
oder man stellt beispielsweise Verteilungsinformationen zu einer Grofle zusammen.

» Die induktive Statistik (auch: schlielende Statistik) beschéftigt sich mit der Fra-
ge, wie man aus eher kleinen Datensammlungen Riickschliisse auf Eigenschaften
einer viel groferen, nicht direkt untersuchten Gesamtheit ziehen kann. Insbesonde-
re wird auch die Zuverléssigkeit solcher Schliisse bewertet. Beispielsweise mochte
man gern aus der unter Umstédnden zerstorenden Untersuchung von wenigen in
einer Fabrik produzierten Teilen Riickschliisse auf die Fehlerquote in der Gesamt-
produktion ziehen.

9.1.2 Typische Fragestellungen

Die Methoden der induktiven Statistik liefern vor allem Anworten auf folgende Frage-
stellungen:

o Punktschitzung: Welche Werte haben die Parameter der den gesammelten Da-
ten zugrundeliegenden Verteilung wahrscheinlich?

« Konfidenzintervalle: In welchen Bereichen liegen die Parameter der den gesam-
melten Daten zugrundeliegenden Verteilung mit hoher Wahrscheinlichkeit?

« Hypothesentests: Wie sicher konnen wir sein, dass eine gewisse Wahrschein-
lichkeitsverteilung den gesammelten Daten zugrundeliegt? Wie sicher kénnen wir
sein, dass die Verteilungsparameter gewisse Bedingungen erfiillen (z.B. unter/obere
Schranken)?

Beispiel

Eine Abfiillanlage fiir Getranke liefert leicht schwankende Fiillmengen. Um die
Schwankungen genauer zu untersuchen, werden einige befiillte Flaschen gedffnet
und das enthaltene Getrdankevolumen bestimmt. Folgende Fragen und Sachverhal-
te konnen nun mit den Mitteln der induktiven Statistik formuliert und untersucht
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werden:

o Als Summe vieler kleiner Abweichungen (Maftoleranzen von Maschinentei-
len und Flaschen, Schwankungen in der Stromversorgung usw.) wird die
iibliche Schwankung in der Fiillmenge einer Normalverteilung folgen (vgl.
Section ) Folgt die Fiillmenge nicht einer Normalverteilung, so kann
dies ein Hinweis auf ein technisches Problem in der Abfiillanlage sein. Ob
die Fiilllmenge einer Normalverteilung folgt, kann mit einem Hypothesentest
auf Normalverteiltheit bewertet werden.

o Mittels einer Punktschitzung kann die mittlere Abfiillmenge ermittelt wer-
den. Wie zuverléssig diese Schétzung ist, muss gesondert betrachtet wer-
den. Wurden nur sehr wenige Flaschen aus der Produktion entnommen und
geofinet, so ist der Schluss auf die Gesamtproduktion eher unzuverlissig.
Wurde hingegen fast die gesamte Produktion gedffnet und gemessen, so ist
die Schétzung mit hoher Wahrscheinlichkeit sehr nah am tatsédchlichen Mit-
telwert.

o Wie viele Flaschen miisste man 6ffnen, um hinreichend zuverlédssige Infor-
mationen zur Gesamtproduktion zu bekommen? Und: Was heifit eigentlich
“hinreichend zuverlassig”?

e Ist die Abweichung nach unten von der Sollfiilllmenge nicht zu gro3? Werden
die Vorgaben der Richtlinie 76/211/EWG (Fertigpackungsrichtlinie) einge-
halten.

9.1.3 Grundbegriffe

Die zu untersuchende Menge an Objekten wird als Grundgesamtheit bezeichnet. Da-
mit kann manchmal eine konkrete (meist sehr umfangreiche) Menge gemeint sein, manch-
mal aber auch eine nur unscharf abgegrenzte Menge von zu untersuchenden Objekten.
Zum Beispiel kann man die gesamte Menschheit als Grundgesamtheit bei Untersuchun-
gen zur globalen Vermdégensverteilung ansehen. Hingegen ist beispielsweise die Grund-
gesamtheit bei der Qualititskontrolle von produzierten Mikrochips weniger scharf abge-
grenzt. Sollen sich die Untersuchungen auch auf zukiinftig noch zu produzierende Chips
erstrecken? Wie weit in die Vergangenheit behalten die erzielten Erkenntnisse Giiltigkeit?

Aus mathematischer Sicht ist die Grundgesamtheit eine Zufallsgréfie X. Das “Untersu-
chen der Grundgesamtheit” entspricht hier der Frage nach der Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung der Zufallsgréfie X. Dabei muss nicht immer die Verteilung im Detail gesucht sein,
sondern oft ist man nur an einigen Parametern der Verteilung oder dem Verteilungstyp
interessiert.

Grundlage fiir das Untersuchen der Grundgesamtheit bildet eine Stichprobe. Eine (kon-
krete) Stichprobe ist eine endliche Menge von Realisierungen der ZufallsgroBe X. Die
Anzahl der Realisierungen heifit Stichprobenumfang. Praktisch wird man eine Stich-
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probe durch Messungen oder Umfragen bekommen. Allgemein gilt: Je grofler der Stich-
probenumfang, desto mehr und desto zuverlassigere Informationen wird man aus der
Stichprobe iiber die Grundgesamtheit erhalten kénnen.

Eine (konkrete) Stichprobe vom Umfang n kann man auch als Realisierung eines Zufalls-
vektors (X1, ..., X,) ansehen, wobei alle Komponenten X unabhéngig voneinander und
identisch wie X verteilt sind. Man sagt auch: die X} sind Zufallsgrolen vom Typ
i.i.d. (independently and identically distributed). Den Zufallsvektor (X7i,...,X,) be-
zeichnet man ebenfalls als (allgemeine) Stichprobe.

Dass die Komponenten einer Stichprobe unabhéngig sind, ist mehr eine Annahme als
gesichertes Wissen. Beim Priifen der Fiillmenge von maschinell befiillten Flaschen kénn-
te eine Minderfiillung beispielsweise systematisch zu einer Uberfiillung einer spiteren
Flasche fithren. Kann man aus Kenntnis des Sachverhalts mit hinreichender Zuverlés-
sigkeit sagen, dass solche gegenseitigen Beeinflussungen der Stichprobenkomponenten
nicht oder nur in sehr geringem Maf stattfinden, so ist die Annahme der Unabhéngig-
keit der Stichprobenkomponenten gerechtfertigt. Ohne diese Annahme sind die meisten
Werkzeuge der induktiven Statistik nicht einsetzbar.
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9.2 Deskriptive Statistik

Die deskriptive Statistik ist ein weites Feld, bendtigt aber fast ausschliefllich triviale
Mathematik (bzw. nur “Rechnen”). Die meisten Verfahren sind intuitiv klar und lassen
sich bei Bedarf leicht aus der Literatur erarbeiten.

9.2.1 KenngroBen

Zur Beschreibung einer konkreten Stichprobe (z1,...,z,) zu einer durch die Zufallsgro-
Be X beschriebenen Grundgesamtheit konnen verschiedene Kenngroflen herangezogen
werden.

Der empirische Erwartungswert (oder Mittelwert) ist das arithmetische Mittel der
Stichprobenwerte:

1 n
T = — . 9.1

Die empirische Varianz ist
n

1 S ek - 22 (9.2)

n2
k=1
Der Median der Stichprobe ist das Element, welches nach Sortieren der Elemente in der
Mitte steht. Bei geradem Stichprobenumfang ist der Median das arithmetische Mittel
der beiden mittleren Elemente.

Dartiber hinaus gibt es noch eine Reihe weiterer Kenngrofien zur Beschreibung von
(grofen) Stichproben durch einzelne Zahlen, auf die wir hier nicht weiter eingehen. Siehe
Wikipedia-Artikel Parameter (Statistik) fiir einen Uberblick.

9.2.2 Histogramme

Ein Histogramm ist eine (meist grafische) Zusammenfassung der Werte einer Stichprobe.
Die einzelnen Werte werden entsprechend ihrer Gréfle in Klassen eingeteilt. Die Anzahl
der Elemente pro Klasse gibt Aufschluss iiber die Werteverteilung ohne jeden einzelnen
Wert direkt betrachten zu miissen.

Beispiel

Zur Demonstration erzeugen wir uns eine Stichprobe in Form von n = 1000 Zu-
fallszahlen (statt Umfrageergebnisse oder Messwerte). Diese sortieren wir in 10
gleich breite Klassen ein und stellen die Klassengrofien als Balkendiagramm dar.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
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rng = np.random.default_rng(0) # Zufallszahlengenerator

# Stichprobe erzeugen
n = 1000
x = rng.normal(0, 1, n)

# Histogrammdaten erzeugen (Klassengrenzen und —gréofen)
counts, edges = np.histogram(x, bins=10)

# Plot
fig, ax = plt.subplots(figsize=(9, 5))
ax.bar(
edges[: -1], counts, # Daten
align='edge', width=edges[1] -edges[0], # Balkenposition und
— —breite
edgecolor='black' # Balkenrdnder zeigen
)
ax.set_xticks(edges) # Label an Klassengrenzen
ax.set_xlabel('x')
ax.set_ylabel('Anzahl')
plt.show()
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200 A

Anzahl

100

50

04
—3.899 -3203 -2.506 -1.810 -1.113 -0417 0.280 0976 1673 2.369 3.066
X

Sind die Daten zweidimensional, d.h. die Grundgesamtheit wird durch einen Zufalls-
vektor (X,Y') représentiert und jedes Stichprobenelement ist ein Punkt in der Ebene,
so kann man auch zweidimensionale Histogramme betrachten. Diese Form der Visua-
lisierung, die insbesondere bei Geodaten gern verwendet wird, ist als Heat-Map in der
Literatur zu finden.
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9.3 Punktschatzung
9.3.1 Ziel
Sei X eine Zufallsgrofle, deren Verteilung einen unbekannten Parameter ¢ enthalt. Zu

dieser Zufallsgrofe liegt eine gewisse Anzahl Realisierungen vor (Stichprobe), aus denen
der unbekannte Parameter bestimmt werden soll.

Beispiel

Die mittlere Fiillmenge beim Befillen von Flaschen durch eine Abfillanlage soll
iiberpriift werden. Die Fillmenge schwankt etwas, sodass das Priifen einer einzel-
nen Flasche nur unzureichend Information iiber die Fiillmengenverteilung in der
Gesamtproduktion liefert. Zur (ndherungsweisen) Bestimmung des Erwartungs-
werts der Fillmengenverteilung miissen deshalb mehrere Flaschen entnommen,
gedffnet und der Inhalt gemessen werden.

Der zu schitzende Wert ¥ muss nicht zwingend ein direkter Parameter der Verteilung
sein, sondern kann die Verteilung auch indirekt beschreiben. Beispielsweise kann ¢ der
Erwartungswert oder die Varianz der Verteilung sein, auch wenn diese nicht direkt in
den Formeln fiir Verteilungs- oder Dichtefunktion vorkommen.

9.3.2 Schatzfunktion

~

Merke

Eine Schatzfunktion 7, ist eine ZufallsgroBe der Form
Tn = g(X1,...,X5) (9.3)

mit einer gegebenen Funktion g : R” — R. Eine Schétzfunktion fasst eine Stich-
probe zu einer Zufallsgrofie zusammen, deren Realisierungen nahe beim gesuchten
Verteilungsparameter ¢ liegen sollen.

Die Funktion g heifit Punktschétzer fiir . Der Wert g(z1, ..., x,) fiir eine kon-
krete Stichprobe (x1,...,z,) heifit Schatzwert.

Beispiel
Mit

g(x1, ... xy) = Tk (9.4)

ol
HM:
I

SEE
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erhalten wir die Schatzfunktion

fiir den Erwartungswert der Verteilung der Grundgesamtheit.

9.3.3 Eigenschaften von Schatzfunktionen

Wie sehen wir einer Schatzfunktion an, ob sie fiir das Schitzen des gesuchten Parameters
¥ iberhaupt geeignet ist? Sind zwei Schitzfunktionen grundsétzlich geeignet, muss auch
die Frage geklart werden, ob die eine bessere Schiatzungen (in welchem Sinne?) als die
andere liefert.

Beispiel

Beispielsweise konnte auch

g(x1,... mp) = % (; r1 + <1 + 2(nl—1)> %xk> (9.6)

eine geeignete Schétzfunktion fiir den Erwartungswert liefern. Die geringere Ge-
wichtung des ersten Stichprobenelements kénnte die eventuell gegebene Tatsache
widerspiegeln, dass die erste Messung einer Messreihe stets etwas ungenauer ist
als die weiteren Messungen.

Zur Beantwortung der Frage nach der prinzipiellen Brauchbarkeit einer Schétzfunktion
fiihren wir zwei Begriffe ein.

Merke

Eine Schéatzfunktion T,, fir den Parameter ¥ heifit erwartungstreu, wenn
ET,, =9 (9.7)

gilt.

Merke

Eine Schéatzfunktion T}, fiir den Parameter 9 heifit konsistent, wenn fiir jedes
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e>0
lim P(|T.(X1,...,X,) =9 >¢€)=0 (9.8)

n—oo

gilt.

Erwartungstreue sichert, dass die Schétzfunktion im Mittel iiber viele Stichproben den
tatsdchlichen Wert des Parameters liefert. Konsistenz sichert, dass die Schitzung durch
Wahl einer hinreichend grofien Stichprobe beliebig genau gemacht werden kann.

Fiir die konkrete Umsetzung der Konsistenzidee in Formeln gibt es verschiedene Varian-
ten. Bei der hier gewéhlten spricht man von Konvergenz (der Schétzfunktion gegen den
gesuchten Parameter) in Wahrscheinlichkeit. Eine von mehreren alternativen Formulie-
rungen ist die Konvergenz im quadratischen Mittel:

. _ 92 —

nh_g)loE((Tn 9)°) =0 (9.9)

Ist T, erwartungstreu, so ist die Konvergenz im quadratischen Mittel offensichtlich iden-
tisch zur Forderung

lim VarT, = 0. (9.10)

n—oo

Die unterschiedlichen Varianten von Konsistenz kénnen in einigen Féllen zu unterschied-
lichen Ergebnissen fithren, ob eine Schitzfunktion konsistent ist oder nicht.

Beispiel

Fiir gegebene Gewichte ay,...,a, € R mit a; + --- + a, = 1 liefert der Punkt-
schétzer

n
g(x1,...,xn) ::Zakxk (9.11)
k=1

stets eine erwartungstreue Schatzfunktion fiir den Erwartungswert. Gilt zusétzlich

n—oo

n
lim ) " aj =0, (9.12)
k=1

so ist die Schétzfunktion auch konsistent (Video 920, )

Insbesondere liefert a; = %, k = 1,...,n eine erwartungstreue und konsistente
Schatzfunktion, aber beispielsweise auch

1 1 1
ar = 5, ap = — +

—— k=2,...,n. 1
2n n 2n(n—1) el (9.13)

Fiir den Erwartungswert (und auch fiir andere Parameter) existiert also eine Vielzahl
an brauchbaren Schatzfunktionen.
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Merke

Hat eine Schétzfunktion T}, in einer Familie von erwartungstreuen Schatzfunktio-
nen fiir einen Parameter ¥ die kleinste Varianz, so heifit T;, wirksamste Schitz-
funktion in dieser Familie.

Schétzfunktionen mit kleiner Varianz liefern bei verschiedenen Stichproben &hnliche
Schétzwerte fiir den gesuchten Parameter. Bei grofler Varianz der Schatzfunktion kénnen
aus verschiedenen Stichproben berechnete Schétzwerte stark voneinander abweichen.

Beispiel

Unter allen Schatzfunktionen der Form

T, = ap Xi (9.14)
k=1

mit a1 + - -+ + a, = 1 fir den Erwartungswert ist die durch a; = %, k=1,...,n
gegebene die wirksamste (Video 925, )

Achtung!

Fiir eine konkrete Stichprobe kénnen wir keine Aussage dariiber treffen, wie nah
der aus der Stichprobe berechnete Schatzwert am tatsdchlichen Wert des Parame-
ters liegt. Erwartungstreue und Konsistenz sichern lediglich, dass wir im Mittel
(iber viele Schétzungen) das richtige tun.

9.3.4 Schatzfunktionen fiir die Varianz

Kennt man den Erwartungswert EX der Verteilung der Grundgesamtheit, so kann man
zeigen, dass
1 n
T, =~ Y (X —EX)? 9.15
= (- EX) (915)

eine erwartungstreue und konsistente Schatzfunktion fiir die Varianz Var X ist.

Praktisch steht der Erwartungswert der zugrundliegenden Verteilung jedoch selten zur
Verfiigung. Die naheliegende Schétzfunktion

T, = % > (X - X)? (9.16)
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fur diesen Fall, wobei

_ 1 <&
X = — X 9.17
n ; k> ( )

ist jedoch nicht (!) erwartungstreu. Sie erfiillt lediglich

lim ET,, = Var X, (9.18)

n—o0

ist also nur asymptotisch erwartungstreu.
Man kann zeigen, dass die geringfiigig angepasste Schéatzfunktion
1 n

Ty = — D (X - X)? (9.19)
k=1

eine erwartungstreue und konsistente Schatzfunktion fiir die Varianz ist.

9.3.5 Weitere Schatzfunktionen
Fir weitere Schatzfunktionen sei auf die Literatur verwiesen. Dort findet man auch

Verfahren zur systematischen Konstruktion von Schétzfunktionen, z.B. die Maximum-
Likelihood-Methode.
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9.4 Bereichsschatzung

9.4.1 Idee

Eine Alternative zu Punktschidtzungen sind Bereichsschitzungen. Hier wird aus einer
konkreten Stichprobe nicht ein Schéitzwert generiert, der (hoffentlich) in der Néhe des

gesuchten Verteilungsparameters ¢ liegt, sondern man konstruiert anhand einer Stichpro-
be ein Intervall, welches den gesuchten Parameter mit hoher Wahrscheinlichkeit enthélt.

9.4.2 Konfidenzintervall

Merke

Sei (X7q,...,X,) eine Stichprobe zu einer Grundgesamtheit, deren Verteilung ei-
nen unbekannten Parameter ¢ enthélt. Weiter sei a > 0 eine (meist kleine) Zahl.
Ein zufélliges Intervall I(X,..., X)), welches

PWelI(Xy,....,X)=1—« (9.20)

erfiillt, heift Konfidenzintervall (oder Vertrauensintervall) zu ¢ mit Konfi-
denzniveau (oder Vertrauensniveau) 1 — a. Die Zahl a wird auch als Irrtums-
wahrscheinlichkeit bezeichnet.

Konfidenzintervalle konnen einseitig oder zweiseitig sein. Einseitige Konfidenzinter-
valle haben die Form (—oo, b(X1, ..., X,)] bzw. [a(X1, ..., X,), c0) mit Funktionen a, b :

R™ — R. Zweiseitige Konfidenzintervalle haben die Form [a(X71, ..., X,),b(X1,..., X,)].
Welche Variante gewéhlt wird, hdngt vom konkreten Anwendungsfall ab.

Typische Werte fiir « sind 0.005, 0.01, 0.05. Je kleiner « desto grofier werden die Kon-
fidenzintervalle. Bei a = 0 erhélt man im Wesentlichen das Intervall (—oo, 00), welches
keinerlei niitzliche Information zum gesuchten Parameter ¢ liefert.

Beispiel

Die mittlere Fiillmenge von Flaschen aus einer Abfiillanlage soll bestimmt werden.
Dabei sind Abweichungen nach oben nicht relevant; lediglich dauerhaft zu gerin-
ge Fiilllmengen miissen erkannt und vermieden werden. Anhand einer konkreten
Stichprobe wird also ein Intervall [a, 00) bestimmt, welches mit hoher Wahrschein-
lichkeit die mittlere Fiillmenge enthélt. Stellt sich die aus der Stichprobe berech-
nete Untergrenze a als grofl genug heraus, kann der Abfiillprozess als fehlerfrei
angesehen werden.
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Achtung!

Ein zu einer konkreten Stichprobe berechnetes Konfidenzintervall ldsst keine Aus-
sage dariiber zu, ob der gesuchte Parameter tatsachlich in diesem Intervall liegt.
Wir wissen lediglich, dass beim Ziehen vieler Stichproben die meisten der zu-
gehorigen Konfidenzintervalle den Parameter enthalten werden. Verwenden wir
beispielsweise die Irrtumswahrscheinlichkeit o = 0.01, so wissen wir, dass beim
Ziehen vieler Stichproben im Mittel 99 Prozent der zugehorigen Intervalle den
gesuchten Parameter enthalten.

9.4.3 Konstruktion von Konfidenzintervallen

9.4.3.1 Ansatz fiir zweiseitige Konfidenzintervalle Zu gegebener Irrtumswahrschein-
lichkeit o und gegebener Schitzfunktion 7), fiir den gesuchten Parameter ¢ gilt

P(ge <T, < ql,%) =1-aq, (9.21)

w|R

wobei ¢; das Quantil der Verteilung von 7;, zum Niveau t ist. Die beiden Quantile hdngen
zwangslaufig von 9 ab, sodass man die Ungleichungskette in P(...) nach ¥ umstellen
kann und so die Grenzen des Konfidenzintervalls erhalt.

Beispiel (Konfidenzintervall fiir den Erwartungswert bei normalverteil-
ter Grundgesamtheit und bekannter Varianz)

Sei die Grundgesamtheit normalverteilt mit bekannter Varianz 2. Wollen zur
Stichprobe Xi,..., X, ein Konfidenzintervall fiir den Erwartungswert p zu ge-
gebener Irrtumswahrscheinlichkeit o konstruieren. Eine geeignete Schétzfunktion
ist

1 n
Ty =~ ;Xk. (9.22)

Diese folgt einer Normalverteilung mit Erwartungswert p und Varianz %2 Berech-
nung der Quantile und Umstellen nach p liefert das Konfidenzintervall

g g
|:Tn — % Zl_%, Tn + % Zl_‘;:| (923)

fiir 1, wobei z; das Quantil der Standardnormalverteilung bezeichnet (Video 940,
Notizen du

Die benétigten Quantile (insbesondere der Standardnormalverteilung) lassen sich oft
nicht durch explizite Formeln berechnen. Frither wurden diese Tabellen entnommen;
heute werden sie mit dem Computer numerisch berechnet.
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9.4.3.2 Ansatz fiir einseitige Konfidenzintervalle Analog zum zweiseitigen Fall erhéalt
man aus den Ansitzen
Plgo <T,)=1—-« (9.24)

bzw.
P(T, <q-a)=1—-« (9.25)

einseitige Konfidenzintervalle.

9.4.3.3 Hiufig benétigte Konfidenzintervalle Ublicherweise benétigte Konfidenzin-
tervalle findet man in Formelsammlungen.

Je nach zu schitzendem Parameter folgt die passende Testfunktion unterschiedlichen
Verteilungen. Die Quantile dieser oder daraus abgeleiteter Verteilungen tauchen dann
in den Formeln fiir das Konfidenzintervall auf. Insbesondere spielen fiir Konfidenzinter-
valle bei normalverteilter Grundgesamtheit die Studentsche t-Verteilung und die Chi-
Quadrat-Verteilung eine Rolle.

Beispiel

Beim maschinellen Zuschnitt von Dachlatten auf eine Solllinge von 4 Meter treten
zwangsldufig Ungenauigkeiten auf. Diese sind praktisch wenig relevant, jedoch
soll sichergestellt werden, dass die Lénge im Mittel bei 4 Meter liegt, also nicht
systematisch zu kurz (min. 3.98 Meter) oder zu lang (max. 4.05 Meter) geschnitten
wird.

Es wird eine Stichprobe von 30 Latten nachgemessen. Der Mittelwert dieser Mes-
sungen ist 4.01 Meter. Die empirische Standardabweichung liegt bei 0.04 Meter.
Liegt der Sollwert (einschlieflich der zuldssigen Toleranz nach unten und oben) im
sich aus dieser Stichprobe ergebenden Konfidenzintervall zur Irrtumswahrschein-
lichkeit o = 0.01?

Das passende Konfidenzintervall (Erwartungswert der Normalverteilung bei un-
bekannter Varianz) ist

_ s _ s
T — tl—%;n—l %, T+ tl—%;n—l \/ﬁ:| . (926)
wobei ti—2m—1 das Quantil zum Niveau 1 — § der Studentschen t-Verteilung ist
und
1 n
7= > (9.27)
k=1
und

n

2= L > (zr—7)° (9.28)

n—1
k=1
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Stichprobenmittelwert und Stichprobenvarianz sind. Einsetzen der gegebenen Wer-

te:

9.4 Bereichsschitzung

import scipy.special

n = 30

mean = 4.01
std = 0.04
alpha = 0.01

t = scipy.special.stdtrit(n, 1 - 0.5 * alpha)
low = mean - t * std / n *x 0.5
high = mean + t * std / n *x 0.5

print(f'[ {low:.4f}, {high:.4f} 1')

[ 3.9899, 4.0301 1]

Der Zuschnittprozess kann also als in Ordnung angesehen werden, da das Konfi-
denzintervall, in dem der Sollwert der Lattenldnge mit hoher Wahrscheinlichkeit
liegt, vollstdandig im tolerierbaren Bereich fiir den Sollwert enthalten ist.

Ist nur eine Mindestldnge, z.B. 3.98 Meter, einzuhalten, so sollte ein einseitiges
Konfidenzintervall [a, 00) berechnet werden. Gilt damit a > 3.98, so ist der Zu-

schnitt als in Ordnung anzusehen.
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9.5 Hypothesentests

Punkt- und Bereichsschitzungen liefern zwar gewisse Informationen {iber einen Vertei-
lungsparameter ¥ der Grundgesamtheit; allerdings ist damit nicht geklart, wie daraus
Entscheidungen, z.B. iiber das korrekte Arbeiten einer Maschine, abgeleitet werden soll-
ten. Insbesondere bereiten Konfidenzintervalle Probleme, die weder komplett innerhalb
noch komplett auflerhalb des gewiinschten Bereichs fiir ¢ liegen. Hypothesentests erwei-
tern die Schétzwerkzeuge um einen systematischen Entscheidungsprozess.

In der Praxis spielen Hypothesentests eine wichtige Rolle, da sie ein Mittel zum Stan-
dardisieren von Entscheidungsprozessen sind und Transparenz beim Aufstellen von
Entscheidungsregeln schaffen.

Hypothesentests liefern letztlich den gleichen Informationsgewinn iiber den unbekannten
Parameter 1 wie Bereichsschitzungen, nehmen aber einen anderen Blickwinkel ein.

9.5.1 Ziel und Beispiel

Anhand einer Stichprobe Xi,..., X, zu einer Grundgesamtheit soll eine Behauptung
(Hypothese) tiber die Verteilung der Grundgesamtheit iiberpriift werden. Spricht eine
konkrete Stichprobe fiir die zu priifende Hypothese oder dagegen?

Beschrianken uns hier auf Parametertests, also auf des Priifen von Hypothesen iiber
einen in der Verteilung der Grundgesamtheit vorkommenden, unbekannten Parameter
1. Nichtparametrische Tests werden hier nicht behandelt.

7~

Beispiel

Eine Maschine zur Produktion elektronischer Bauteile liefert laut Hersteller min-
destens 98 Prozent korrekt funktionierende Bauteile. Es gibt Zweifel, ob die neu
beschaffte Maschine diese Zuverlassigkeit tatséchlich einhalt. Zur Entscheidungs-
findung werden im Laufe der Zeit diverse Stichproben entnommen:

e n =5, alle Teile okay,

e n = 100, drei Teile defekt,
e n = 100, zwei Teile defekt,
e n = 200, drei Teile defekt.

Bei naiver Betrachtung (Ausschussanteil pro Stichprobe) sprechen zwei Stichpro-
ben fiir die Qualitdt der Maschine, eine dagegen und eine liefert einen Wert genau
auf der Grenze. Ist die Maschine in Ordnung oder nicht? Falls man sich fiir eine
Reklamation entscheidet: Wie begriindet man diese?
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9.5.2 Nullhypothese und Gegenhypothese

Die zu testende Hypothese wird als Nullhypothese (kurz: Hy) bezeichnet. Das Ge-
genteil der Nullhypothese wird als Gegenhypothese bezeichnet (kurz: Hj). Typische
Nullhypothesen zum Verteilungsparameter 9 sind:

o ¥ >y (einseitige Hypothese),
o ¥ <y (einseitige Hypothese),
o ¥ =1 (zweiseitige Hypothese).

Dabei ist ¢ eine gegebene Zahl.

Die Wahl, welche Behauptung als Nullhypothese verwendet wird (z.B. 9 = 9y vs. ¥ # vy)
ist dabei nicht beliebig. Das weitere Vorgehen beim Durchfithren des Hypothesentests
wird asymmetrisch sein. Es wird die Frage gepriift werden, ob die konkrete Stich-
probe gegen die Nullhypothese spricht. Falls ja, dann wird die Nullhypothese ver-
worfen. Falls nein, so geht man davon aus, dass die Nullhypothese gilt. Jedoch verwirft
man in letzterem Fall die Gegenhypothese nicht! Dieses Vorgehen kann mit dem juristi-
schen Grundsatz “im Zweifel fiir den Angeklagten” verglichen werden. Man sucht nicht
nach einem Unschuldsbeweis, sondern nach einem Schuldbeweis. Solange dieser nicht
vorliegt gilt die Unschuldsvermutung. Entsprechend ist als Nullhypothese die Hypothese
zu wéhlen, die im gegebenen Kontext als zutreffender erscheint.

7

Beispiel

Eine Abfiillanlage soll auf Einhalten der Sollabfiillmenge ¢ gepriift werden. Da
aus Erfahrung (und der zweckméBigen Konstruktion der Anlage) davon auszuge-
hen ist, dass die mittlere Abfiillmenge ¥} der Sollabfiillmenge entspricht, wird die
Nullhypothese

HO 9= 00 (929)

verwendet.

Es wird nun eine Stichprobe aus der Produktion entnommen. Spricht diese gegen
die Nullhypothese, so geht man davon aus, dass die Anlage defekt ist bzw. die
Gegenhypothese ¢ # 19 gilt. Spricht die Stichprobe nicht gegen die Nullhypothese,
so geht man davon aus, dass die Anlage in Ordnung ist. Eine einzelne konkrete
Stichprobe ist aber kein Beweis, dass die Anlage immer richtig abfiillt!

Aus praktischer Sicht ist die Nullhypothese hier: “Die Anlage fillt immer richtig
ab.” Gegenhypothese: “Die Anlage fiillt manchmal falsch ab.” In der mathemati-
schen Formulierung der Hypothesen (also ¢ = 9y vs. ¥ # ¢Jy) taucht die Unter-
scheidung zwischen “immer” und “manchmal” nicht auf. Diese wird erst durch
das asymmetrische Schlieflen aus der konkreten Stichprobe in den Entscheidungs-
prozess eingebracht.
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Das asymmetrische Vorgehen ist nétig, da einerseits die Arbeit mit dem Verteilungspa-
rameter ¥ keine Unterscheidung in “Hypothese gilt in jedem Fall” und “Hypothese gilt
manchmal nicht” zuldsst, andererseits aber genau diese Unterscheidung im praktischen
Einsatz relevant ist. Erst die Kombination aus abstrakter, deterministischer
Formulierung (Hypothese iiber Verteilungsparameter) und der zweckmafi-
gen Interpretation von zufdlligen Vorgingen (Stichprobe) schafft ein wir-
kungsvolles mathematisches Werkzeug!

9.5.3 Bewertung der Stichprobe

Es bleibt noch zu klaren, wann eine Stichprobe fiir bzw. gegen die Nullhypothese spricht.
Man nimmt an, dass die Nullhypothese erfiillt ist und betrachtet die sich daraus erge-
benden Wahrscheinlichkeiten fiir alle denkbaren Stichproben. Um nicht direkt mit den
vektorwertigen Stichproben arbeiten zu miissen, wéihlt man eine Schatzfunktion 7,
(manchmal auch Testfunktion genannt), die Informationen aus der Stichprobe zu ei-
nem Wert zusammenfasst.

Ublicherweise (z.B. bei normalverteilter Grundgesamtheit) kann jede konkrete Stichpro-
be bzw. jeder Schatzwert auftreten, sodass die Frage, ob die gezogene Stichprobe unter
Annahme von Hy moglich ist, stets mit “ja” zu beantworten ist, also keine sinnvol-
le Entscheidungsgrundlage liefert. Analog zum Vorgehen bei Bereichsschiatzungen legt
man (vor dem Ziehen der Stichprobe!) eine kleine Irrtumswahrscheinlichkeit o > 0
fest und wéahlt einen sogenannten kritischen Bereich K C R, der

P(T, € K)=a (9.30)
erfillt. Der kritische Bereich markiert also die Schéatzwerte, die unter Annahme von Hj
sehr unwahrscheinlich sind.

Gilt nun t € K fiir den zur konkreten Stichprobe gehérenden Schétzwert ¢, so verwirft
man die Nullhypothese, da der Schiatzwert (und damit die Stichprobe) bei Giiltigkeit von
H)j eigentlich nicht auftreten sollte (bis auf die kleine Irrtumswahrscheinlichkeit o). Gilt
hingegen t ¢ K, so ist die beobachtete Stichprobe eine von denen, die unter Annahme
von Hy zu erwarten ist. Die Stichprobe spricht in diesem Fall also nicht gegen Hy.

Die Wahl von T, und K ist nicht beliebig, sondern sollte so erfolgen, dass der Test
vorteilhafte Eigenschaften hat. Was das im Detail bedeutet und wie man 7;, und K sys-
tematisch wéahlt, wird hier nicht behandelt. Fiir iibliche Testaufgaben, kénnen geeignete
Wahlen aus Formelsammlungen entnommen werden.

Ubersicht der Arbeitsschritte:
1. Nullhypothese H( aufstellen.
2. Irrtumswahrscheinlichkeit o wahlen, z.B. 0.005, 0.01, 0.05.
3. Schétzfunktion T, und kritischen Bereich K wahlen (Formelsammlung).
4

. Schatzwert ¢ zur konkreten Stichprobe berechnen.
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5. Entscheidung treffen: Gilt t ¢ K, so wird Hy angenommen, sonst abgelehnt.

Beispiel

Ein Geridt zur Lingenmessung soll auf korrekte Funktion tiberpriift werden. Die
Funktion wird als korrekt angesehen, wenn das Gerat im Mittel die richtige Lange
liefert. Dazu werden n = 10 Messungen einer Strecke von 1000 Metern durchge-
fithrt. Folgende Messwerte werden abgelesen (in Meter):

998.0, 1001.0, 1003.0, 1000.5, 999.0, 997.5, 1000.0, 999.5, 996.0, 998.5. (9.31)

Kann man auf dieser Grundlage sagen, dass das Gerat korrekt arbeitet?

Gehen davon aus, dass die Messwerte einer Normalverteilung mit Erwartungswert
u folgen, wobei wir die Varianz nicht kennen.

Nullhypothese: p = 1000.
Irrtumswahrscheinlichkeit: o = 0.025.

Test fiir Erwartungswert bei normalverteilter Grundgesamtheit mit unbekannter
Varianz (Einstichproben-t-Test):

e Schéitzwert:

t = (T — 1000) vn (9.32)

mit

T =

S|

n
1
E Tk und s = (zp — T)* (9.33)
n—1
k=1
e kritischer Bereich:

K = {$ eR: |$C‘ > tl—%,n—l}a (934)

wobei ti—2 n—1 ein Quantil der Studentschen t-Verteilung ist.

import numpy as np
import scipy.special

x = np.array([998.0, 1001.0, 1003.0, 1000.5, 999.0,
997.5, 1000.0, 999.5, 996.0, 998.5])

len(x)

=]
]
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9 Statistik

mu0 = 1000
alpha = 0.025

t = (x.mean() - mu0) * n ** 0.5 / x.std(ddof=1)
K_high = scipy.special.stdtrit(n, 1 - 0.5 * alpha)
K_low = -K_high

print(f't = {t:0.4£f}')
print(£'K = ( - \infty, {K_low:0.4f}) ({K_high:0.4f}, \infty)')

-1.1209
K = ( - \infty, -2.6338) (2.6338, \infty)

ct
]

Die Stichprobe spricht also nicht gegen die Nullhypothese. Auf Basis der Stich-
probe kann davon ausgegangen werden, dass das Gerat korrekt arbeitet.

9.5.4 Fehlentscheidungen

Auch wenn die Nullhypothese wahr sein sollte, wird bei 100 & Prozent der konkreten
Stichproben die Nullhypothese abgelehnt. Diese Fehlentscheidung nennt man Fehler 1.
Art (oder a-Fehler). Die Wahrscheinlichkeit fiir eine solche Fehlentscheidung liegt bei
a. Wurde a = 0.01 gewéhlt, so fithren im Mittel 1 Prozent der gezogenen Stichproben
zum Ablehnen der Nullhypothese, obwohl ist richtig war.

Ist umgkehrt die Nullhypothese falsch, so kann es sein, dass sie dennoch auf Grund-
lage einer konkreten Stichprobe nicht abgelehnt wird. Die Wahrscheinlichkeit fiir einen
solchen Fehler 2. Art (oder 5-Fehler) ist im Allgemeinen unbekannt. Bei der Konstruk-
tion von Tests (Schitzfunktion und kritischer Bereich) bemiiht man sich jedoch, Fehler
2. Art unter allen denkbaren Tests mdoglichst klein zu bekommen. Ist dies nachweisbar
gelungen, so spricht man auch von einem optimalen Test.

Merke

Wie immer bei statistischen Betrachtungen gilt auch hier: Im Einzelfall kann eine
Entscheidung falsch sein. Aber im Mittel iiber viele durchgefiihrte Tests werden
die Entscheidungen iiberwiegend korrekt sein.
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10 Ubung 1 (Grundlegendes)

10.1 Logik, Argumentation, Begriffsbildung
10.1.1 Aufgabe 1.1

Beantworten Sie die im Beispiel mit dem Hase und der Schildkréte gestellten Fragen.

10.1.2 Aufgabe 1.2

Diskutieren Sie die in Beispiel zum Begriff “gleich viel” gestellten Fragen. Geben Sie
eine fiir plausible Definition fiir “zwei Mengen enthalten gleich viele Elemente” an, mit
der sich die Fragen beantworten lassen. Hinweis: Hier gibt es verschiedene Antwort-
moglichkeiten, die sich ggf. widersprechen, aber dennoch als richtig angesehen werden
konnen.

10.1.3 Aufgabe 1.3

Diskutieren Sie die folgende Argumentation. Wo liegt der Fehler?

In einen Koffer passen unendlich viele Briefmarken, denn wiirden nur endlich viele hinein
passen, so géibe es also eine maximale Anzahl n € N an Briefmarken, die in den Koffer
passen. Jedoch wiirde man auch dann, wenn schon n Briefmarken im Koffer sind, noch
irgendwo eine weitere Briefmarke einbringen koénnen (kein Koffer kann so voll sein, dass
keine Briefmarke mehr rein geht). Somit sind nun n + 1 Briefmarken im Koffer. Die Zahl
n kann also doch nicht die Maximalanzahl sein. Die Annahme der endlichen Anzahl fiihrt
somit zum Widerspruch. Folglich passen unendlich viele Briefmarken in den Koffer.

10.2 Wiederholung Schulmathematik
10.2.1 Aufgabe 1.4

Losen Sie den Eingangstest MINTFIT] von OMB+. Dazu ist eine kostenlose und daten-
sparsame Registrierung notig.

10.2.2 Aufgabe 1.5
Gleich Sie die im Eingangstest identifizierten Defizite mit der Section @, ab. Erstellen

Sie einen Zeitplan fiir das selbststéndige Aufarbeiten der relevanten Punkte im Laufe
des Semesters.
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11 Ubung 2 (Python und Jupyter)

11 Ubung 2 (Python und Jupyter)

11.1 Jupyter
11.1.1 Aufgabe 2.1

Starten Sie durch Klick auf den Link ein browser-basiertes JupyterLab

Erstellen Sie ein neues Dokument (“Notebook”), berechnen Sie darin 123 * 456 und
speichern Sie das Dokument.

Das gespeicherte Dokument liegt nun im internen Speicherbereich Thres Browsers. Um
es bei IThren Dateien zu speichern, kénnen Sie den Download-Button verwenden.

11.1.2 Aufgabe 2.2

Starten Sie ein JupyterLab auf mybinder.org. Laden Sie die in der vorhergehenden Auf-
gabe gespeicherte Datei dort hoch und 6ffnen Sie sie.

11.1.3 Aufgabe 2.3

Machen Sie sich mit Jupyter-Notebooks vertraut. Fiigen Sie neue Zellen ein. Probieren
Sie auch den Zelltyp “Markdown” aus fiir Text, der nicht von Python verarbeitet werden
soll.

11.1.4 Aufgabe 2.4 (optional)

Installieren Sie JupyterLab lokal auf IThrem Computer (siehe z.B. Install Jupyter Locally
in Data Science and Artificial Intelligence for Undergraduates).

11.2 Python

11.2.1 Aufgabe 2.5

Werten Sie das Polynom 3 +2 22 +1 an den Stellen 1, 3, 4, 6, 8 aus. Erginzen Sie dazu
den folgenden Code:

stellen = [1, 3, 4, 6, 8]
for x in stellen:
# hier erganzen
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11.2 Python

11.2.2 Aufgabe 2.6

Geben Sie alle durch 4 teilbaren Zahlen zwischen 9 und 99 aus. Verwenden Sie dazu eine
for-Schleife.

# Ihre Lésung

11.2.3 Aufgabe 2.7

Zéhlen Sie die geraden Zahlen in einer gegebenen Liste.

liste = [2, 5, 4, 3, 3, 2, 0, 6, 7, 5, 6, 7]
# weitere Listen zum Testen:

#liste = [2, 4]

#liste = [1, 3]

#liste = []

# Ihre Lésung
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12 Ubung 3 (Aussagen, Abbildungen, Folgen)

12 Ubung 3 (Aussagen, Abbildungen, Folgen)

12.1 Aussagen

12.1.1 Aufgabe 3.1 (KTA)

Bilden Sie zu folgenden Aussagen die genau gegenteiligen Aussagen. Dabei spielt es keine
Rolle, ob die gegeben Aussagen wahr oder falsch sind!

o (a) Alle Studierenden bestehen die Mathematikprifung.
o (b) Alle Studierenden bestehen alle Priifungen dieses Semesters.
o (c) Es gibt Studierende, die dieses Semester durch mindestens eine Priifung fallen.

o (d) Wenn alle Studierenden die Priifung bestanden haben, sind alle Studierenden
gliicklich.

12.1.2 Aufgabe 3.2 (KTA)

Skizzieren Sie die Menge

{(z,y) eR*: y >0, (z—1)*+y* <1, 20 +y <2} (12.1)

12.2 Abbildungen

12.2.1 Aufgabe 3.3 (KTA)

Entscheiden Sie fiir jede der folgenden Abbildungen, welche Abbildung injektiv/sur-
jektiv/bijektiv ist. Ist keine Grundmenge fiir den Wertebereich angegeben, so ist die
kanonische Menge zu wéahlen (bei (a) z.B. N).

e (a) Jedem Insekt wird die Anzahl seiner Beine zugeordnet.
o (b) Jedem Land wird seine Nationalflagge zugeordnet.

e (c) Jedem Bundestagsabgeordneten wird ein Sitzplatz im Parlamentssaal zugeord-
net.

12.3 Zahlenfolgen

12.3.1 Aufgabe 3.4 (KTA)

Zeigen Sie durch Berechnen der folgenden Grenzwerte, dass Summen der Form “oo —
00” verschiedene Werte annehmen koénnen und somit stets einer Einzelfallbetrachtung
bediirfen.

266



12.3 Zahlenfolgen

e (a) nlLHgo(nQ —n)

+ (0 Jim (0" -0

3
. 2 n

n

12.3.2 Aufgabe 3.5

Stellen Sie durch numerisches Auswerten der Folgenglieder

o= () 122

eine Vermutung zum Konvergenzverhalten der Folge (a,)nen an. Uberpriifen Sie Thre
Vermutung durch Berechnung des Grenzwerts mit SymPy.

# Ihre Lésung

12.3.3 Aufgabe 3.6

Durch
Tl = 0,
Yy = 0,

2

Tptl i= T, — y,% + n €N, (12.3)

)

| =

1
Yn+1 :2xnyn+§7 nENa

ist eine Folge ((azn, yn))n cn von Punkten in der Ebene gegeben.

o (a) Stellen Sie die ersten 100 Elemente der Punktfolge grafisch dar.

o (b) Stellen Sie eine Vermutung zum Konvergenzverhalten an, wenn wir unter Kon-
vergenz einer Punktfolge die Konvergenz beider Koordinatenfolgen verstehen.

o (c) Formulieren Sie anhand der Definition des Konvergenzbegriffs fir Zahlenfolgen
die Bedingungen, die fiir den Nachweis der Konvergenz zu iiberpriifen wéren.

# Ihre Lésung
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12 Ubung 3 (Aussagen, Abbildungen, Folgen)

12.3.4 Aufgabe 3.7 (KTA)

Wird ein Kaptial von 1000000 Euro nach einem Jahr mit 1 Prozent Zinsen vergiitet, so
stehen nach diesem Jahr

1000000 (1 + 0.01) = 1010000 (12.4)

Euro zur Verfiigung. Werden hingegen monatlich Zinsen zu % des jahrlichen Zinssatzes
gezahlt, so sind nach Jahresende

0.01\ 2
1000000 14 =2~ ) A 1010045.96 (12.5)

Euro vorhanden. Bei téglichlich Verzinsung wiirde man

0.01

365
=) ~1010050.03 12.6
365 > (12.6)

1000000 (1 +

Euro erhalten.

Léasst sich durch immer feinere Unterteilung des Jahres in Zinsabschnitte (Stunden, Mi-
nuten,...) das Endkapital beliebig erh6hen? Begriinden Sie Ihre Antwort!

268



13 Ubung 4 (Funktionen)

13.1 Definitionsbereich

13.1.1 Aufgabe 4.1 (KTA)

Bestimmen Sie die grofitmogliche Menge D C R, sodass die folgenden Zuordnungsvor-
schriften fiir alle z € D einen sinnvollen Wert liefern. Skizzieren Sie jeweils die Menge

D.

. (a)xHﬁ,

e (b)z— 1%,

(¢) x> /9 — |z,

(d) z +— In(2? — 22 + 2),
e (e) z—>Vi—x++r—3.

13.1.2 Aufgabe 4.2 (KTA)

Bestimmen Sie die groBtmogliche Menge D C R?, sodass die folgenden Zuordnungs-
vorschriften fir alle (z,y) € D einen sinnvollen Wert liefern. Skizzieren Sie jeweils die
Menge D.

e (a) (z,y) = In(z* —y?),

e (b) (z,y) = Vy - 2z,

e (o) (z,y) = (9—2° —y*) 2,
e () (z,y) = 2,

o (e) (z,y) e ™,

o (f) (2,y) = tan(;1)

13.2 Visualisierung

Nebenbemerkung

Auch wenn es fiir das korrekte Losen der folgenden Ubungsaufgaben nicht zwin-
gend notig ist, so sei doch die Beschéftigung mit weiteren Funktionen des Matplotlib-
Pakets empfohlen (Achseneinteilung, Gitterlinien, Farben, Linienarten, Legen-
de,...). Einen Uberblick iiber die Moglichkeiten bietet beispielsweise das Kapitel
Matplotlib Basics in DSAI.
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13 Ubung 4 (Funktionen)

13.2.1 Aufgabe 4.3

Visualisieren Sie die Funktion f : [-27,27] — R, f(z) := 22 cos(10z).

# Ihre Lésung

13.2.2 Aufgabe 4.4

Visualisieren Sie die Funktion f : [-§, T] = R, f(z) := sin

]|

# Ihre Lésung

13.2.3 Aufgabe 4.5

Visualisieren Sie die durch
x(t) :==cos(10t), y(t) =sin(10t), t e [0,27] (13.1)

gegebene Kurve im Raum als 3D-Plot.

# Ihre Lésung

13.3 Grenzwerte und Stetigkeit

13.3.1 Aufgabe 4.6 (KTA)

Zeigen Sie ausgehend von der Definition des Grenzwerts bei Funktionen, dass der Grenz-
wert

1
lim sin — (13.2)
z—0 x

nicht existiert.

13.3.2 Aufgabe 4.7
Ermitteln Sie mit SymPy, ob folgende Grenzwerte existieren und welchen Wert sie ggf.
haben.

Hinweis: Das Berechnen von Funktionsgrenzwerten mit SymPy funktioniert genauso wie
das Berechnen von Folgengrenzwerten. Allerdings liefert SymPy stets nur den rechts-

seitigen Grenzwert. Mit sympy.limit(..., x, x0, '-') erhélt man den linksseitigen
Grenzwert. Die direkte Berechnung des beidseitigen Grenzwerts wird nicht unterstiitzt.
x —2)?
e (a) lim =27

r—2 $2—4’
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13.3 Grenzwerte und Stetigkeit

X
e (b) lim —
(b) Ly 7

1
. lim sin —.
(©) g

13.3.3 Aufgabe 4.8

Implementieren Sie die Funktion

—1—22, fallsz <0,
fPR—=R, f(x):=1¢0, falls z = 0, (13.3)

14 22, falls x > 0

als Python-Funktion. Testen Sie Thre Funktion mit dem folgenden Code:

def f(x):
# Hier Code einfigen

print(£'£( -2) = {£( -2)}")
print(£'£( -1) = {£( -1)}")
print(£'£(0) = {£(0)}")

print(£'£(1) = {£(1)}")

print(£'£(2) = {£(2)}')

print(£'£(0) = {£(0.1 **x 2 - 0.01)}")

Warum wird trotz korrekter Implementierung ein falscher Funktionswert in der letzten
Zeile ausgegeben? Kann dies fiir stetige Funktionen ebenfalls passieren?

Zusatz: Visualisieren Sie die Funktion f. Achten Sie insbesondere auf die korrekte Dar-
stellung fiir z ~ 0.

# Ihre Lésung
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14 Ubung 5 (Matrizen, Vektorgeometrie)

14 Ubung 5 (Matrizen, Vektorgeometrie)

14.1 Rechnen mit Matrizen

14.1.1 Aufgabe 5.1 (KTA)

Geben Sie zu folgenden Ausdriicken die Gréfle der Ergebnismatrix an:

(a) ABC, AcR>>7 BecR™ C¢cR™,

(b) (ABNTC, AcR3>** BecR>™, CcR>4,
(c) 2Ty zeR" yecR"

(d) zyT zeR" yeR,

(e) z¥ Az z €R", A€ R™"

14.1.2 Aufgabe 5.2 (KTA)

Berechnen Sie die folgenden Produkte und Summen:

2 3 1] 15

. (a) 3 2 1 11 )
I 12 0
) 1 0
2 31 2 31
13 2 1] o 3 2 1 9
1

« (c) |2|[4 5 6]
3

14.1.3 Aufgabe 5.3 (KTA)

Rechnen Sie die Beziehung (A B)T = BT AT fiir die beiden Matrizen

5
2 31
a5 B[ ;]

N —

nach.

14.1.4 Aufgabe 5.4 (KTA)

Berechnen Sie die Determinanten:
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14.2 Rechnen mit Vektoren

e (c) |3
1

[ ]

~~

o

N

o
R NO oo BN
| = S e W e

14.2 Rechnen mit Vektoren

14.2.1 Aufgabe 5.5 (KTA)

Die Eckpunkte eines Dreiecks im Raum sind A = (2,3,4), B = (3,1,7), C = (1,8,2).
Berechnen Sie die Linge der Seite AB sowie den Winkel am Punkt B.

14.2.2 Aufgabe 5.6 (KTA)

Im Raum sind die drei Punkte A(1,—-2,3), B = (3,2,1), C = (6,4,4) gegeben. Ermitteln
Sie eine Punkt D, sodass die Punktfolge A, B, C, D ein Parallelogramm beschreibt.

14.2.3 Aufgabe 5.7 (KTA)

Seien a, b € R? zwei linear unabhéngige Vektoren. Geben Sie eine Formel zur Berechnung
eines Vektors w € R? entlang der Winkelhalbierenden zwischen a und b an.

14.3 Skalarprodukt und orthogonale Projektion

14.3.1 Aufgabe 5.8 (KTA)

Finden Sie alle Vektoren, die orthogonal zum Vektor [3 -1 2]T sind.
14.3.2 Aufgabe 5.9 (KTA)
Berechnen Sie in R® die orthogonale Projektion von [1 01 -1 Q]T auf [O 2 -1 -2 O}T.

14.3.3 Aufgabe 5.10 (KTA)

Von einem Eckpunkt eines Quadrates werden Geraden durch die Mittelpunkte der beiden
dem Eckpunkt gegeniiberliegenden Seiten gezogen. Wie grof} ist der Winkel zwischen den
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14 Ubung 5 (Matrizen, Vektorgeometrie)

beiden Geraden?

14.3.4 Aufgabe 5.11 (KTA)

Eine Kraft vom Betrag 60 N, die in Richtung des Vektors [—1 3 Q]T wirkt, bewegt ei-
nen Korper vom Punkt (2, —2,1) geradlinig zum Punkt (3,4,5) (Ortsangaben in Meter).
Welche Arbeit wird dabei verrichtet?
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15 Ubung 6 (lineare Abbildungen, Basen)

15.1 Lineare Abbildungen

15.1.1 Aufgabe 6.1 (KTA)

Sind folgende Abbildungen linear? Begriinden Sie Thre Entscheidung.
e (a) f: R} =R, 2+ 2,
« (b) [:R* = R? (z,9) = (~y,2),
e (c) f:R2 =R, (z,y) — 2y,
e (d) f:R2 =R, (2,y) =z +y,
e (€) f:R2Z = R2 (z,y)— (x+ 1,y —1).

15.1.2 Aufgabe 6.2 (KTA)

Geben Sie zu folgenden linearen Abbildungen die Matrixdarstellung an:

e (a) f:R3 = R3 90°-Drehung um die z-Achse gegen die Uhr (bei Betrachtung
vom Punkt (0,0,1) aus),

« (b) f:R?® = R, Bilden der Summe aller Komponenten,

« (c) f:R?* = R? Drehung um § im Uhrzeigersinn,

e (d) f:R? — R2, orthogonale Projektion auf den Vektor [1 1]T.

15.2 Unterraume und Basen

15.2.1 Aufgabe 6.3 (KTA)

Zeigen Sie, dass die Menge
U:={zecR': z3=21x — 19} (15.1)
ein linearer Unterraum von R* ist.

Welche Dimension hat U? Geben Sie eine Basis von U an.

15.2.2 Aufgabe 6.4 (KTA)

Begriinden Sie anhand der Definition der linearen Unabhéngigkeit, dass die Menge

21711 N
ol,|-1], |1 (15.2)
4l 2] |2
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15 Ubung 6 (lineare Abbildungen, Basen)

linear abhéngig ist.

15.2.3 Aufgabe 6.5 (KTA)

Sind die folgenden Aussagen wahr oder falsch? Begriinden Sie jeweils kurz Thre Antwort.
(a) Jede ist ein .

(b) Jedes ist eine Basis in seiner Aufspannung.

(c) Jede Basis in R? ist eine (ONB.

(d) Ist {b1,b2} eine in einem zweidimensionalen Unterraum des R", so ist
die orthogonale Projektion von by auf by stets der Nullvektor.

276



16 Ubung 7 (lineare Gleichungssysteme)

16.1 Formulieren von
16.1.1 Aufgabe 7.1 (KTA)

Bringen Sie das folgende lineare Gleichungssystem in Matrix-Vektor-Schreibweise:

3x1+x3=229+2
23+ x4+ 20 =14 271 (16.1)
5—%2—1‘1:54-1’1.

16.1.2 Aufgabe 7.2 (KTA)

An der Innenseite einer Hauswand liegt die Oberflachentemperatur bei U; = 22 [°C]. Die
Temperatur an der Auflenseite betrigt U, = —15 [°C|. Zur (nidherungsweisen) Berech-
nung des Temperaturverlaufs im Inneren der Wand wird die Wand in n Schichten un-
terteilt (parallel zur Wandoberflache). Anhand physikalischen GesetzméBigkeiten kann
man sich iiberlegen, dass die Temperatur ug in in der k-ten Schicht dann gerade der
Mittelwert aus den Temperaturen u;_1 und ug,q1 der beiden benachbarten Schichten
ist. Stellen Sie ein LGS zur Berechnung der Temperaturen uag, ..., u,—1 fiir n = 7 auf.
Die Temperaturen in den dufleren Schichten entsprechen den Oberflichentemperaturen,
also u; = U; und us = U,, sind also bekannt.

16.1.3 Aufgabe 7.3

Losen Sie das aus der vorhergehenden Aufgabe mit NumPy und visualieren Sie das
FErgebnis. Gestalten Sie den Quellcode so, dass Sie die Schichtanzahl n leicht verdndern
konnen.

Probieren Sie verschiedene Werte fiir n aus. Testen Sie Ihren Code auch mit verschiede-
nen Oberflichentemperaturen. Leiten Sie aus der Simulation eine Vermutung iiber die
allgemeine Form des Temperaturverlaufs in der Wand ab.

# Ihre Lésung
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16 Ubung 7 (lineare Gleichungssysteme)

16.2 Lineare Unabhangigkeit
16.2.1 Aufgabe 7.4

Sind die Vektoren

1] 3] T2
71, 1], [ -1 (16.2)
ol |2] |1

linear unabhéngig? Formulieren Sie zur Kliarung dieser Frage ein geeignetes m und
l16sen Sie dieses mit dem Computer.

# Ihre Lésung

16.2.2 Aufgabe 7.5

Losen Sie die folgenden Teilaufgaben mit dem Computer.

o (a) Zeigen Sie, dass

0 1
1 -3 -2
wi= | gl viE | wi= gy (16.3)
0 —4 1
linear unabhéngig sind.
o (b) Welcher der Vektoren
1 2 1
0 —1 1
= gl Y=g [ 2= (16.4)
-5 6 5)

ist geeignet, zusammen mit u, v, w eine Basis in R* zu bilden?

0
o (c) Ermitteln Sie die Koordinaten des Vektors _13 bzgl. der Basis aus (b).

# Ihre Lésung
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16.3 Geraden und Ebenen

16.3 Geraden und Ebenen

16.3.1 Aufgabe 7.6 (KTA)

Bestimmen Sie den Mittelpunkt und den Radius des Kreises, der bei Rotation des Punk-
tes (—2,1,1) um die Gerade durch

x 0
yl =10+t 1|, teR, (16.5)
z 1

beschriebene Gerade erzeugt wird.

16.3.2 Aufgabe 7.7 (KTA)

Bestimmen Sie die Koordinaten des Spiegelpunktes von (—7,9,1) beziiglich der Ebene
durch 5x — 4y — z = 12 beschriebenen Ebene.
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17 Ubung 8 (Koordinantentransformationen)

17 Ubung 8 (Koordinantentransformationen)

17.1 Aufgabe 8.1 (KTA)

Die zwei Vektoren a := [1 1 0| undb:= [2 1 1] spannen eine Ebene im R? auf.
Finden Sie eine {u,v,w}, sodass u und v in dieser Ebene liegen und u die gleiche
Richtung hat wir a.

I "

Hinweis: Nutzen Sie das Kreuzprodukt von Vektoren. Finden Sie zunédchst u, dann w
und dann v.

17.2 Aufgabe 8.2 (KTA)

Im R? wird ein neues Koordinatensystem durch Drehen des Standardkoordinatensystems
um 30° gegen den Uhrzeigersinn und anschliefendes Verschieben des Ursprungs in den
Punkt (2,1) erzeugt.

o (a) Geben Sie die Transformationvorschrift zum Erhalt der neuen Koordinaten
aus den urspriinglichen Koordinaten an.

o (b) Welche Koordinaten hat der Punkt (1, 1) bzgl. des neuen Koordinatensystems?

17.3 Aufgabe 8.3 (KTA)

Im R? wird ein neues Koordinatensystem durch Drehen des Standardkoordinatensystems
um 60° im Uhrzeigersinn und anschliefendes Verschieben des Ursprungs in den Punkt
(1,3) erzeugt. Geben Sie die Transformationsvorschrift fir die Berechnung der neuen
Koordinaten aus den Koordinaten bzgl. des Koordinatensystems aus der vorhergehenden
Aufgabe an.
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18 Ubung 9 (Differentialrechnung)

18.1 Aufgabe 9.1 (KTA)

Ermitteln Sie die Ableitungen folgender Funktionen manuell.
e (a) f(x) =5z —22% + 2 +4,

(b) (z) = (sinx) cosz,

(c) flz) = 2%,

(d) f(z) = (cosx)?,

e (e) f(z) = (sinz)? (2% + 2).

18.2 Aufgabe 9.2

Uberpriifen Sie Thre Ergebnisse in der vorhergehenden Aufgabe mit SymPy.

18.3 Aufgabe 9.3 (KTA)

Stellen Sie das Taylor-Polynom vom Grad 3 fiir die Cosinus-Funktion an der Entwick-
lungsstelle g = 0 auf.

Geben Sie auch die maximale Abweichung zwischen der Cosiunus-Funktion und dem
gefundenen Taylor-Polynom auf dem Intervall [0, ] an. (Lésung: rund 0.191)

4
18.4 Aufgabe 9.4 ()

Zur Bestimmung des Durchmessers einer Kugel wurde zunéchst deren Volumen be-
stimmt, indem ihre Verdrangung in einem Wasserbehélter gemessen wurde. Die Messung
ergab ein Volumen von 1.45 dm? bei einer Messunsicherheit von 4-0.005 dm?. Aus diesem
Wert wurde anschliefend der Kugeldurchmesser mit der Formel

V= %rf’) (18.1)

berechnet. Wie grof} ist der zu erwartende relative Fehler des berechneten Durchmessers?
(Losung: rund 0.11%)

18.5 Aufgabe 9.5 (KTA)

Sollen geografische Breite und Linge in Koordinaten im R? umgerechnet werden, so
ergibt sich die z-Koordinate (in Kilometer) aus der Breite ¢ (in Grad) mittels

2 = 6371 cos (g - 1% g) . (18.2)

281



18 Ubung 9 (Differentialrechnung)

(vgl. Section ) Die Breite eines zu transformierenden Punktes liegt bei (p = 53.1,
wobei der exakte Wert auf eine Nachkommastelle gerundet wurde. Wie grof3 ist der durch
das Runden zu erwartende absolute Fehler in der z-Koordinate? (Losung: rund 3.34 km)
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19 Ubung 10 (Integralrechnung)

19.1 Stammfunktionen

19.1.1 Aufgabe 10.1 (KTA)
Finden Sie alle (!) Stammfunktionen zu folgenden Funktionen.

e (a) f(x) =32 —42%+2,
) =

« (b) fz \/:E z >0,
¢« (¢) f(a) =, >0,
e (d) f(z) =5sinx — cosz,
« (e) fz) =
19.1.2 Aufgabe 10.2 (KTA)
Fiir welche ¢ € R konvergiert das uneigentliche Integral
/ xda? (19.1)
1
19.1.3 Aufgabe 10.3 (KTA)
Geben Sie eine Stammfunktion zu
F#) = g (19.2)
(224 1)3 ’

an. Nutzen Sie dazu eine Formelsammlung Threr Wahl, z.B. die Tabelle von Ableitungs-
und Stammfunktionen bei Wikipedia.

19.1.4 Aufgabe 10.4 (KTA)

Finden Sie eine Stammfunktion zu
flz)=2"4+—, x>0, (19.3)

die durch den Punkt (1,2) verlduft.
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19 Ubung 10 (Integralrechnung)

19.2 Flacheninhalte

19.2.1 Aufgabe 10.5 (KTA)

Die durch
(z+y)?+V2(y—2)-8-v2=0 (19.4)

beschriebene Kurve in der Ebene begrenzt gemeinsam mit der Gerade y = x 4+ 1 eine
Fléche.

4 -
3 -
2 -
1
-
01
-1 4
-2 4
-3 4
T T T T T
-4 -2 0 2 4
X
o (a) Uberzeugen Sie sich, dass die Kurve symmetrisch zur Gerade y = —x verlauft,

indem Sie die Kurve an dieser Gerade spiegeln (Koordinatentransformation!) und
die Formel in den neuen Koordinaten mit der urspriinglichen Formel vergleichen.

o (b) Drehen Sie die Flidche um 45° im Uhrzeigersinn (Koordinatentransformation!).
Die Formeln zur Beschreibung der Fliche sollten nun einfacher sein.

 (c) Beschreiben Sie die Fliche als Normalbereich und berechnen Sie den Flachen-
inhalt. (Losung: rund 4.5523)

19.3 Aufgabe 10.6
Berechnen Sie die Flache zwischen dem Graph der Funktion
£:00,2] 5 R, f(z):=+x+a> (19.5)

und der z-Achse auf folgende Arten und vergleichen sie die Ergebnisse.

o (a) manuelles Rechnen mittels Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung,
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19.3 Aufgabe 10.6

o (b) symbolisches Rechnen mit SymPy,

 (c) numerisches Rechnen SciPy.

# Ihre Lésung
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20 Ubung 11 (Wahrscheinlichkeit, Zufallsgréfien)

20 Ubung 11 (Wahrscheinlichkeit, ZufallsgréBen)

20.1 Ereignisse und Ereignisfelder

20.1.1 Aufgabe 11.1 (KTA)

Bilden Sie zu folgenden Ergebnismengen € und Teilmengen A und B die Mengen A, B,
ANB,AUB, AUB, AnB, BN A.

® (a) Q = {17 27 ) 10}’ A = {2? 37 57 7}7 B = {2’ 47 67 87 10}7

° (b) Q:[_L?’]a A:[Oal)a B:(%72]7

e (¢) =R, A={zeR:|jz—1]<3}, B=]0,00).

20.1.2 Aufgabe 11.2 (KTA)

Die Arbeit eines Kraftwerkes wird durch drei unabhéngig voneinander arbeitende Kon-
trollsysteme liberwacht, die jedoch auch einer gewissen Storanfilligkeit unterliegen. Es
bezeichne S; das Ereignis, dass das i-te System storungsfrei arbeitet (i € {1,2,3}).

o (a) Driicken Sie folgende Ereignisse mit Hilfe der Ereignisse S, So und S3 aus.

— A := “Alle drei Systeme arbeiten stérungsfrei”

— B := “Kein System arbeitet storungsfrei”

— (' := “Mindestens ein System arbeitet storungsfrei”
— D := “Genau ein System arbeitet storungsfrei”

— FE := “Hochstens zwei Systeme sind gestort”

o (b) Wie viele Elementarereignisse umfasst der Ereignisraum?

o (c) Welche der unter (a) genannten Ereignisse konnen als Elementarereignisse
betrachtet werden?

e (d) Aus wie vielen Elementarereignissen bestehen die Ereignisse C' und D?

20.1.3 Aufgabe 11.3 (KTA)

Gegen Sie eine Ergebnismenge und ein hinreichend umfangreiches Ereignisfeld fiir das
Werfen einer Miinze an.

Sind weitere Ereignisfelder denkbar, egal ob praktisch relevant oder nicht?
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20.2 Wahrscheinlichkeitsmafe

20.2 WabhrscheinlichkeitsmaBe

20.2.1 Aufgabe 11.4 (KTA)

Gegeben sind der Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P) und die Ereignisse A, B € A. Zeigen
Sie
ACB = P(A)<P(B). (20.1)

20.2.2 Aufgabe 11.5 (KTA)

Wir betrachten des Experiment “Werfen eines Wiirfels und einer Miinze”.

o (a) Geben Sie eine geeignete Ergebnismenge 2 an.

o (b) Zeigt die Miinze Wappen, so wird die doppelte Augenzahl des Wiirfels notiert,
bei Zahl nur die einfache. Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine gerade
Zahl notiert wird? (Losung: 0.75)

20.3 Diskrete ZufallsgroBen

20.3.1 Aufgabe 11.6 (KTA)

FEine Werte einer diskreten Zufallsgrofie X besitzen die folgenden Wahrscheinlichkeiten:

k P(X=k)
0 0.5

1 0.2

2 0.1

3 c

 (a) Bestimmen Sie den Wert der Konstanten c.

e (b) Ermitteln Sie die Verteilungsfunktion, den Erwartungswert, die Varianz und
die Standardabweichung.

o+ (c) Skizzieren Sie die Verteilungsfunktion.

20.3.2 Aufgabe 11.7 (KTA)

Es werden zwei unterscheidbare Wiirfel geworfen. Die Zufallsgroflen X; und X, geben
die geworfene Augenzahl des entsprechenden Wiirfels an. Die Zufallsgrofie Y := X1 + X
beschreibt die Augensumme beider Wiirfel.
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20 Ubung 11 (Wahrscheinlichkeit, Zufallsgréfien)

 (a) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeiten P(Y = k) fur alle moglichen Augen-
summen k und ermitteln Sie die Verteilungsfunktion von Y. Skizzieren Sie die
Funktion k +— P(Y = k) und die Verteilungsfunktion.

 (b) Berechnen Sie Erwartungswert und Varianz von Y. (Losung: EY =7, VarY ~
21.39)

o (c) Berechnen Sie mit Hilfe der Verteilungsfunktion
P(Y <5), P(Y>8), PA<Y<S8) (20.2)

20.4 Kontinuierliche ZufallsgroBBen

20.4.1 Aufgabe 11.8 (KTA)

Gegeben sei die Funktion

0, fir x < 1,
p(z) =<K cx, firl<z<2, (20.3)
0, fir x > 2.
» (a) Bestimmen Sie den Wert der Konstanten c¢ so, dass p(z) Dichtefunktion einer
stetigen ZufallsgréBe ist.

o (b) Ermitteln Sie die Verteilungsfunktion, den Erwartungswert, die Varianz und
die Standardabweichung. Bei der Varianz geniigt die Angabe des auszuwertenden
Integrals. Die Auswertung selbst kann mit SymPy erfolgen. (Teillosung: EX =
1.56, VarY ~ 0.08)

20.4.2 Aufgabe 11.9 (KTA)

Die Zufallsgréfie X besitze die folgende Verteilungsfunktion:

0, fir x <0,
F(z) =1 $2% fir0<z<v?2, (20.4)
1, fiir z > /2.

 (a) Berechnen Sie die zugehorige Dichtefunktion.

e (b) Berechnen Sie den Erwartungswert von X. (Losung: rund 0.94)
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21 Ubung 12 (Wahrscheinlichkeitsverteilungen)

21.1 Diskrete Verteilungen

21.1.1 Aufgabe 12.1 (KTA)

Eine Zufallsgroffe X mit dem Wertebereich {0, 1} und den Wahrscheinlichkeiten P(X =
1) =pund P(X = 0) = 1 — p heifit Bernoulli-verteilt mit dem Parameter p € (0, 1).

o (a) Geben Sie die Verteilungsfunktion von X an.
o (b) Berechnen Sie den Erwartungswert und die Varianz von X.

o (c) Gegen Sie ein Beispiel fiir ein Zufallsexperiment an, dessen Ergebnisse Bernoulli-
verteilt sind.

21.1.2 Aufgabe 12.2 (teilweise KTA)

In einem Test sind 10 Multiple-Choice-Fragen zu beantworten. Jede Frage besitzt fiinf
Antwortmdglichkeiten, von denen jeweils genau eine richtig ist. Ein Student iiberlegt, ob
es sich lohnt bei allen Fragen einfach zu raten.

o (a) Welche Verteilung hat die Zufallsvariable Y, die die Anzahl der richtigen Ant-
worten angibt, wenn der Student nur rit?

 (b) Wie viele Fragen wird der Student im Mittel richtig beantworten, wenn er rit?

o (c) Der Test ist bestanden, wenn mindestens fiinf Fragen richtig beantwortet wur-
den. Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, den Test durch Raten zu bestehen? Gegen
Sie eine entsprechende Formel an und nutzen Sie den Computer zu deren Auswer-
tung. (Losung: rund 0.03)

o (d) Wo miisste die Grenze fiir die Anzahl der zum Bestehen notwendigen richtigen
Antworten liegen, damit die Chance zum Bestehen durch Raten tiber 30% liegt?
Formulieren Sie eine entsprechende Bedingung an die gesuchte Zahl als Ungleichung
und l6sen Sie die Ungleichung mit dem Computer.

21.2 Kontinuierliche Verteilungen

21.2.1 Aufgabe 12.3 (teilweise KTA)

Die Reparaturdauer einer defekten Maschine kann als exponentialverteilt angenommen
werden. Der Erwartungswert liege bei 4 Stunden.

» (a) Recherchieren Sie die zugehorige Verteilungsfunktion.

» (b) Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Reparaturzeit 2 Stunden nicht
iibersteigt.
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21 Ubung 12 (Wahrscheinlichkeitsverteilungen)

o (c) Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Reparatur linger als 10 Stunden
dauert?

21.2.2 Aufgabe 12.4 (KTA)

Die Lebensdauer einer Glihlampe kann als exponentialverteilte Zufallsgrofie angenom-
men werden (vgl. vohergehende Aufgabe). Es sei bekannt, dass 75 Prozent aller Gliith-
lampen eine Mindestleuchtdauer von 500 Stunden erreichen. Berechnen Sie den Erwar-
tungswert der Lebensdauer. (Losung: rund 1738)

21.2.3 Aufgabe 12.5 (KTA)

Formulieren Sie die folgenden Wahrscheinlichkeit zu einer standardnormalverteilten Zu-
fallsgrofle X so um, dass zur Berechnung nur Auswertungen der Verteilungsfunktion der
Standardnormalverteilung benétigt werden.

. (a) P(X > 2),
. (b) P(|X| < L.5).

21.2.4 Aufgabe 12.6 (KTA)

Formulieren Sie die folgenden Wahrscheinlichkeit zu einer mit Parametern g = 1 und
o = 3 normalverteilten Zufallsgréie X so um, dass zur Berechnung nur Auswertungen
der Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung benétigt werden.

o (a) P(-2< X <7),
e (b) P(—5 < X < —2),
e (c) P(X >0).

21.2.5 Aufgabe 12.7 (KTA)

Die Linge einer Strecke soll zu Ubungszwecken durch Studierende in drei Abschnitten
mit jeweils unterschiedlicher Technik bestimmt werden. Die tatséchlichen Léngen sind
120, 55 und 20 Meter. Die drei Messungen konnen als Realisierungen von drei normal-
verteilten Zufallsgrofien X, Y, Z angesehen werden. Die zugehorigen Varianzen kénnen
aus den Unterlagen der verwendeten Messgerite entnommen werden. Diese sind

ok =4, ot =3, o5 =2 (21.1)

Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Messungen eine Gesamtstrecke von mehr
als 200 Meter ergeben? (Losung: rund 0.29)
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22 Ubung 13 (Zufallsvektoren)

22.1 Aufgabe 13.1 (KTA)

Ein kontinuierlicher Zufallsvektor (X,Y’) habe die Wahrscheinlichkeitsdichte

play) = {43;3, ~2(z+y)+2, fir (z,y) € [0,1] x [0, 1], (22.1)

0, sonst

(vgl. Beispiel (gleiche Randverteilungen)).

« (a) Berechnen Sie die Randdichten der Komponenten X und Y.

e (b) Berechnen Sie Erwartungswert und Varianz von X und Y sowie Cov(X,Y).
Nutzen Sie ggf. SymPy zur Auswertung von Integralen.

o (c) Bestimmen Sie den Korrelationskoeffizienten. Sind X und Y unabhéngig?

22.2 Aufgabe 13.2 (KTA)

Sei X diskret gleichverteilt auf {—1,0,1} und sei Y := 1 — X2. Zeigen Sie, dass X und
Y zwar unkorreliert, aber nicht unabhéngig sind.

22.3 Aufgabe 13.3

Der Hersteller eines GPS-Empfingers gibt an, dass der Fehler in den angezeigten Koordi-
naten (in hier nicht néher spezifizierten Einheiten) als normalverteilt mit den Parametern

0 0.15 0.05
H= M’ 5= [0.05 0.02] (22:2)
angenommen werden kann.

 (a) Sind die Fehler in den beiden Koordinaten unabhéngig?

o (b) Stellen Sie Dichtefunktion und Verteilungsfunktion am Computer grafisch dar.
Nutzen Sie dazu z.B. scipy.stats.multivariate_normal.pdf (Dichtefunktion)
und scipy.stats.multivariate_normal.cdf (Verteilungsfunktion).

# Ihre Lésung

o (c) Wie gro8 ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Abweichung zwischen den ange-
zeigten Koordinaten und den tatséchlichen Koordinaten in jeder Koordinate hochs-
tens 0.1 betragt? Gehen Sie zur Klarung dieser Frage wiefolgt vor:

— Skizzieren Sie den relevanten Teil des Wertebereichs der Zufallsgrofe.
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22 Ubung 13 (Zufallsvektoren)

— Formulieren Sie dann die Loésung zunéchst so, dass nur Auswertungen der
Verteilungsfunktion der gegebenen Normalverteilung notig sind.

— Werten Sie die gefundene Formel anschlieBend mit dem Computer aus.

# Ihre Lésung
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23 Ubung 14 (deskriptive Statistik)

In dieser Ubung werden wir ein mittels GPS-Tracker aufgezeichnetes Hohenprofil un-
tersuchen. Die Hohendaten wurden wihrend einer Fahrradtour im Abstand von je zwei
Sekunden aufgezeichnet.

23.1 Aufgabe 14.1

Lesen Sie die Datei track.txt mit dem unten gegebenen Programmcode ein. Die Datei
enthélt eine Liste der Hohenmessungen. Jede Zeile enthélt genau einen Messwert.

path = '' # hier Pfad zur runtergeladenen Datei eintragen

# leer Liste fur Aufnahme der Messwerte

x = []

# Datet 6ffnen
with open(path) as file:

# Zeile fur Zeile aus Datei lesen
for row in file.readlines():

# Zeichenkette in Zahlen umwandeln und an Liste anhdngen
x.append (float (row))

# Liste in NumPy -Array umwandeln

x = np.array (x)

Gegeben Sie die Anzahl der Messwerte sowie den kleinsten und den gréfiten Wert aus.

# Ihre Lésung

23.2 Aufgabe 14.2

Stellen Sie den Hohenverlauf in Abhéngigkeit von der Zeit grafisch dar.

# Ihre Lésung

23.3 Aufgabe 14.3

Berechnen Sie den Median der Hohenwerte. Welche Aussage liefert dieser mit Blick auf
den vorliegenden Sachverhalt?
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/track-6caee72ba76ceb15cdb676d69b86c628.txt

23 Ubung 14 (deskriptive Statistik)

# Ihre Lésung

23.4 Aufgabe 14.4

Erzeugen Sie ein Histogramm der Hohendaten mit Klassengrenzen 330, 340, 350, 360,
370.

# Ihre Lésung
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24 Ubung 15 (induktive Statistik)

24.1 Aufgabe 15.1 (KTA)

Aus einer Lieferung von Kondensatoren mit einer Normkapazitidt von 220 pF wurden 10
Stiick zufillig ausgewdhlt und folgende Kapazitéiten (in pF) festgestellt:

217, 221, 220, 221, 219, 221, 220, 218, 222, 219. (24.1)

o (a) Welche Verteilungsannahme fir die Kapazitét erscheint sinnvoll? Welche Ver-
teilungsparameter sind bekannt, welche unbekannt?

o (b) Berechnen Sie je eine Schitzung fiir den Erwartungswert und die Varianz der
Kapazitat.

o (c) Berechnen Sie auf Basis der vorliegenden Stichprobe je ein zweiseitiges Konfi-
denzintervall fiir den Mittelwert und die Varianz der Kapazitidt zum Konfidenzni-
veau 0.95. Nutzen Sie dazu die Formel

_ S -
X - 7n ti—gn-1, X + 7n ti—gn-1 (24.2)

mit Stichprobenmittelwert X und Stichprobenvarianz S2. Eventuell niitzliche Quan
tile ¢, der Studentschen t-Verteilung:

b=38 b=9 b=10 b=11
a = 0.950 1.8595 1.8331 1.8125 1.7959
a=0.975 2.3060 2.2622 2.2281 2.2010
a =0.990 2.8965 2.8214 2.7638 2.7181
a = 0.995 3.3554 3.2498 3.1693 3.1058

(Losung: rund [218.75, 220.85])

o (d) Was sagt das Konfidenzintervall iiber die mittlere Kapazitit aller gelieferten
Kondensatoren aus?

24.2 Aufgabe 15.2

Aus einer grofien Lieferung von Bauteilen werden 80 Stiick auf korrekte Funktion gepriift.
Dabei erwiesen sich zwei Bauteile als defekt.

o (a) Welche Verteilung kann fiir die Anzahl der defekten Bauteile angenommen
werden? Welche Parameter enthélt diese?

o (b) Priifen Sie bei einer Irrtumswahrscheinlichkeit von 5 Prozent die Hypothe-
se, dass der Ausschussanteil hochstens 4 Prozent betrdgt. Suchen Sie einen dafiir
passenden Test und setzen Sie diesen um.
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24 Ubung 15 (induktive Statistik)

# Ihre Lésung

24.3 Aufgabe 15.3

In der Richtlinie 76/211/EWG des Rates vom 20. Januar 1976 zur Angleichung der
Rechtsvorschriften der Mitgliedstaaten iiber die Abfiillung bestimmter Erzeugnisse nach
Gewicht oder Volumen in Fertigpackungen wird in Abschnitt 2.3 von Anhang II ein
Verfahren zur “Priiffung des Mittelwerts der tatsédchlichen Fillmengen eines Loses von
Fertigpackungen” angegeben.

o (a) Vergleich Sie das Vorgehen dort mit dem Vorgehen bei Hypothesentests. Gibt
es Abweichungung zu unserem Vorgehen?

e (b) Geben Sie die in der Richtlinie verwendete Hypothese an.

e (c) Priifen Sie die in 2.3.3 angebenen Zahlen fiir Annahme und Ablehnung des
Loses.

# Ihre Lésung
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25 Download

Zum Offline-Lesen steht das Vorlesungsskript hier als PDF-Datei zur Verfiigung. Da
dieses Vorlesungskript dem Online-First-Prinzip folgt, wird die PDF-Datei nur nach-
rangig gepflegt. Die Inhalte sind zwar stets identisch mit den Online-Inhalten, allerdings
gibt es aus technischen Griinden einige eher formale Abweichungen:

Animationen sind nicht enthalten, sondern fehlen ohne ersichtlichen Hinweis auf
das Fehlen.

Grafiken sind teils an anderen Stellen im Text als in der Online-Version (plus minus
eine Seite).

Finige Links, z.B. zu den Videos und den zugehoérigen Notizen, funktionieren nicht.
Links zum Glossar der Abkiirzungen funktionieren nicht.

Das Layout enthélt diverse kleinere Fehler.

IDownload PDF-Dateil
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26 Organisatorisches

26 Organisatorisches

Modulbeschreibung in Modulux

26.1 Ablauf der Veranstaltung

Die Veranstaltung findet im Wesentlichen im Selbststudium statt. Zur Unterstiitzung
des Selbststudiums wird es Konsultationseinheiten geben:

o zwei “grofle” Priasenzveranstaltungen in Dresden,
e eine “grofie” Online-Veranstaltung,
o sechs “kleine” Online-Veranstaltungen.
Die genauen Termine finden Sie unten im Section @ Den Link zum BBB-Raum fiir

die Online-Veranstaltungen finden Sie im OPAL-Kurs. Organisatorische Fragen kénnen
Sie jederzeit per E-Mail an den |Vorlesenden richten.

Merke

Die Konsultationseinheiten dienen der Klirung von Fragen zu Stoff und Ubungs-
aufgaben. In den Einheiten wird keine Vorlesung stattfinden, also insbesondere
auch kein neuer Stoff vermittelt werden. Fiir eine effiziente und zielfithrende Nut-
zung der Zeit ist die gute Vorbereitung Threrseits essentiell!

Hinweise zur Vorbereitung auf die Konsultationseinheiten:

o Stoff und Ubungsaufgaben entsprechend Arbeitsplan vor (!) den Konsultati-
onseinheiten vorbereiten.

« Kleinere Fragen zu Stoff und Ubungsaufgaben kénnen Sie jederzeit gern im Fo-
rum des OPAL-Kurses stellen. Dort kénnen sowohl der Vorlesende als auch Mitstu-
dierende antworten. Per E-Mail bitte nur Fragen stellen, die fiir andere Studierende
nicht von Interesse sind oder aus Datenschutzgriinden nicht fiir andere Studierende
sichtbar sein sollen.

« Umfangreichere Fragen zu Stoff und Ubungsaufgaben bitte méglichst schon vor
der néchsten Konsultationseinheit per E-Mail an den Vorlesenden schicken, damit
dieser den Ablauf der Konsultationseinheit entsprechend den zu kldarenden Fragen
strukturieren kann.

e Bis 72 Stunden vor der nichsten Konsultationseinheit kénnen Sie gern Thre LoG-
sungen und Lésungswege per E-Mail an den Vorlesenden schicken (nur PDF-
Dateien und Jupyter-Notebooks). Dieser wird Thre Einsendungen korrigieren und
mit Kommentaren versehen. Spéter eingegangene Losungen oder Loésungen zu
Ubungsaufgaben, die laut Arbeitsplan schon zu einer fritheren Konsultationsein-
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26.2 Hinweise zum Skript

heit hdtten bearbeitet sein sollen, werden nicht korrigiert! Auch Zusendungen
von JPEG-, PNG- und anderen Dateien, die nicht PDF-Dateien und Jupyter-
Notebooks sind, werden ignoriert. Dieses Angebot kénnen Sie ganz ungezwungen
auf freiwilliger Basis nutzen (oder auch nicht); fiir die Modulnote sind aussschlief3-
lich die Klausurergebnisse relevant.

Einige Ubungsaufgaben sind mit dem Computer zu bearbeiten. Dazu ist keine spezielle
Software notig, sondern nur ein Webbrowser. Genaueres kliren wir in .

Merke

Fiir den erfolgreichen Abschluss dieses Moduls bei durchschnittlicher Begabung ist
eine Arbeitszeit von ca. 10 Stunden pro Woche (bei 15 Vorlesungswochen) und
zusétzlich ca. 30 Stunden vor der Priifung anzusetzen (vgl. Modulbeschreibung).
Etwa die Halfte dieser Zeit sollte in die Erarbeitung neuen Stoffes flieflen, die
andere Hilfte in die Bearbeitung von Ubungsaufgaben.

Behalten Sie bitte stets im Hinterkopf: Die Téatigkeit, fir die Sie sich entschieden
haben, heifit “Studieren”, nicht “studiert werden”. Das ist also eine Téatig-
keit, die Sie (!) aktiv ausfiihren. Der Vorlesende wird Sie dabei so gut wie moglich
unterstiitzen, kann aber keine Wunder vollbringen, wenn es an Eigeninitiative und

Fleif fehlt.

26.2 Hinweise zum Skript

Das Skript enthélt den gesamten fiir die Priifung relevanten Stoff. Wird auf externe
Inhalte verlinkt, so sind diese Inhalte nicht relevant fiir die Priifung. Abschnitte des
Skripts, die nicht fiir die Prifung relevant sind, sind entsprechend gekennzeichnet.

Das Skript steht auch als tPDF—Datei zum Downloadl zur Verfiigung. Falls Sie kapitel-
weise PDF-Dateien nutzen mochten (z.B. zum Anbringen von Notizen), kénnen Sie
die Druckfunktion Thres Webbrowsers nutzen. Firefox schneidet allerdings Textzeilen an
den Seitenumbriichen ab; bei Chromium gibt es dieses Problem nicht.

Diverse Rechnungen und Herleitungen fehlen im Skript und werden jeweils als Video
zur Verfiigung gestellt, das an entsprechender Stelle verlinkt ist.

Die Ubungsaufgaben stehen zusétzlich als PDF-Aufgabenblatt und als Jupyter-Notebook
zur Verfiigung; siche Button oben rechts bei jeder Ubung. Die Jupyter-Notebooks erlau-
ben das Losen der Aufgaben direkt im Dokument (vgl. )

Merke

Das Skript enthélt viel Text. Einmaliges Lesen ist nicht genug. Lesen Sie
einen Abschnitt zunichst vollstandig, damit Sie einen Uberblick iiber das aktuelle
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Thema bekommen. Beginnen Sie dann nochmals von vorn und durchdenken Sie
jeden Satz und jede Formel! Wenn Versténdnisprobleme auftreten: weiter dariiber
nachdenken! Wenn das nicht hilft: Frage im Forum stellen.

Die mathematische Sprache (in Text und Formeln) kann komplexe Sachverhalte
sehr komprimiert darstellen. Da kann es schonmal vorkommen, dass man an einem
unscheinbaren Dreizeiler eine halbe Stunde oder mehr zu “knabbern” hat. Anders
ausgedriickt: Eine Mathebuch ist kein Rosamunde-Pilcher-Roman!

26.3 Priifung
Die Priifung findet als 90-miniitige Klausur in der ersten Présenzeinheit des zweiten
Semesters statt (Mitte April 2027).

Ubungsaufgaben, die von Typ und Schwierigkeit den Klausuraufgaben entsprechen, sind
mit “@” (= klausurtypische Aufgabe) gekennzeichnet.

Beispielklausuy] (dient nur zur groben Orientierung; grundsétzlich kénnen alle behandel-

ten Themen und Aufgabentypen Teil der Klausur sein)

Zugelassene Hilfsmittel zur Klausur: Papier, Stifte (kein Rot), einfacher Taschenrech-
ner, also ohne CAS und ohne Grafik (die Aufgaben sind auch ohne Taschenrechner gut
lésbar).

26.4 Arbeitsplan

Hier finden Sie alle Konsultationstermine und die bis zum jeweiligen Termin zu bearbei-
tenden Inhalte.

» 13.10.2026, 18:30-20:00, online:

- bchulmathematikl

— Motivatio

- IUbung 1 (Grundlegendes)l

- lComputereinsatz!
— [Ubung 2 (Python und Jupyter)

— Elementare Begriffe:
— Elementare Begriffe: |Abbildunge

e 26.10.2026, 18:30-20:00, online:

— Elementare Begriffe: [Zahlenfolge

- IUbung 3 (Aussagen, Abbildungen, Folgen)l
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— Elementare Begriffe:

— [Ubung 4 (Funktionen)

e 12.11.2026, 15:30-17:00 und 13.11.2026, 13:45-17:00 in Dresden:

— Vektoren und Matrizen: [Formalismus

— Vektoren und Matrizen: Wektorgeometrid

— IUbung 5 (Matrizen, Vektorgeometrie)|
— Vektoren und Matrizen: lLineare Abbildungenl

— Vektoren und Matrizen: lLineare Unterrdume und Untermannigfaltigkeitenl

- tUbung 6 (lineare Abbildungen, Basen)|

e 24.11.2026, 18:30-20:00, online:

— Vektoren und Matrizen: t[;ineare Gleichungssystemd

- IUbung 7 (lineare Gleichungssysteme)|

— Vektoren und Matrizen: tKoordinatentransformationed

— tUbung 8 (Koordinantentransformationen)|

— Vektoren und Matrizen: |Ausb1ick: Eigenwerte und Eigenvektorenl

09.12.2026, 18:30-20:00, online:

— lDifferentialrechnungJ
- tUbung 9 (Diﬁerentialrechnung)l

— t[ntegralrechnungj

— [Ubung 10 (Integralrechnung)

e 19.12.2026, 11:30-15:15, online:

— Wiederholen Sie bitte allen bisherigen Stoff und sammeln Sie Unklarheiten
und Fragen.

— Beschiftigen Sie sich ggf. schon mit dem néchsten Abschnitt im Arbeitsplan,
da dieser recht umfangreich ist.

06.01.2027, 18:30-20:00, online:

— Wabhrscheinlichkeit: Wahrscheinlichkeitsréiumd

— Wahrscheinlichkeit: Zufallsgréfe

- IUbung 11 (Wahrscheinlichkeit, Zufallsgréﬁen)|

e 18.01.2027, 18:30-20:00, online:
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— Wabhrscheinlichkeit: [Diskrete Verteilungenl

— Wahrscheinlichkeit: t[(ontinuierliche Verteilungenl
— IUbung 12 (Wahrscheinlichkeitsverteilungen)|

— Wahrscheinlichkeit;: lUnabhéingigkeid

— Wahrscheinlichkeit: Grenzwertsitzd (nicht priifungsrelevant)
— Wahrscheinlichkeit: tZufallsvektorenI
- IUbung 13 (Zufallsvektoren)l

e 04.02.2027, 15:30-17:00 und 06.02.2027, 8:00-12:15 in Dresden:

-
- IUbung 14 (deskriptive Statistik)l
- iUbung 15 (induktive Statistik)l

26.5 Anderungshistorie

Da dieses Skript fiir das Wintersemester 2026/2027 vollsténdig neu strukturiert und
formuliert wurde, werden im Laufe des Semesters sehr wahrscheinlich Korrekturen und
Ergiénzungen notig werden. Der besseren Nachvollziehbarkeit halber werden die inhalt-
lich relevanten Anpassungen nach Semesterbeginn hier dokumentiert:

o 22.20.2026:

— Notebook-Download der Ubungsaufgaben repariert.

15.10.2026:
— Notebook-Download der Ubungsaufgaben repariert.
10.10.2026:

— Losungen in Ubungen 11, 12, 15 hinzugefiigt.

— Jupyter-Notebooks werden neben PDF-Dateien bei der Abgabe von Ubungs-
aufgaben akzeptiert.

— Beispielklausur hinzugefiigt.

08.10.2026:

— Tippfehler in Ubungsaufgaben 1.1 und 15.1 korrigiert.
07.10.2026:

— Riemann-Integrale fiir stiickweise stetige Funktionen hinzugefiigt; weitere klei-
ne Anpassungen im Unterkapitel lNormalbereichel.
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— Kapitel zur Wahrscheinlichkeitsrechnung hinzugefiigt.
— Kapitel zur Statistik hinzugefiigt.

— Termine fiir Konsultationen prézisiert.

e 16.09.2026:

Kapitel zu Differential- und Integralrechnung hinzugefiigt.

— FErgebnis in Beispiel bei Zahlenfolgen ergénzt.

Abschnitt Section eingefligt.

— Priifungstermin korrigiert.

o 28.08.2026:

— Link zu Video 130 repariert.

Kapitel VI von OMB+ in die Liste der als aus der Schulmathematik bekannt
vorausgesetzten Themen verschoben.

— Nummerierung der Aufgaben in Ubung 1 und Ubung 2 korrigiert.
— Nebenbemerkung zu Symbolen fiir logische Verkniipfungen eingefiigt.

— Unterscheidung zwischen Periode und Grundperiode bei Zahlenfolgen einge-
fligt.

— Unterscheidung zwischen Section bei Funktionen eingefiigt.

— Diverse sprachliche Korrekturen.
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