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Wo begegnen uns Mengen?

Ein Hochschulsystem verwaltet beispielsweise

+ die Menge aller Studierenden,

+ die Menge aller bisher belegten Module eines Studierenden,

+ die Menge aller Studierenden die eine bestimmtes Modul belegt haben und
+ Paare der Form (Studierende:r, belegtes Modul).

Welche Operation liefert die Studierenden, die Mathematik 1 und Programmierung 1 be-
legt haben? Welche liefert diejenigen, die mindestens eines der beiden Module belegt ha-
ben?

Eigene Loésung / Rechnung:
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2.1 Grundbegriffe, Schreibweisen und wichtige Zahlenmengen

Definition 2.1 (Menge und Element). Eine Menge fasst bestimmte, voneinander unter-
scheidbare Objekte zu einem Ganzen zusammen. Diese Objekte hei3en Elemente der Men-

ge.
FUr ein Objekt 2 und eine Menge M schreiben wir

reM (x ist Element von M)

falls z in der Menge M liegt, beziehungsweise

x ¢ M  (xistkein Elementvon M)
falls  nicht in der Menge M liegt.

Eine Menge kann aufzahlend oder beschreibend angegeben werden:

M = {my,my,...} oder M ={z|a(x)}.
Im zweiten Fall enthalt M genau diejenigen Objekte z, fir die die Aussagefunktion a(x)
wahr ist.
Machtigkeit und leere Menge

Definition 2.2 (Machtigkeit). Besitzt eine Menge M endlich viele Elemente, so bezeichnet
| M | ihre Méchtigkeit, also die Anzahl ihrer Elemente. Die Menge ohne Elemente heift leere
Menge und wird mit () bezeichnet; insbesondere ist |()| = 0.

Aufzahlend oder beschreibend?

Schreiben Sie die folgenden Mengen jeweils in der anderen Darstellungsform.
(1) A={4,8,12,16,20}
2) B={n e N|n?<30}
3) C={z€7|2*>=-1}

Eigene Losung / Rechnung:
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Ein Paradoxon

Sei X die Menge aller Mengen, die sich nicht selbst enthalten:

X ={A] Aisteine Mengeund A ¢ A}.

Wir fragen uns: Gilt X € X ?

+ Aus X € X folgt nach der Definition X ¢ X.
« Aus X ¢ X folgt nach der Definition X € X.

Beide falle fuhren zum Widerspruch!

Die moderne Mengenlehre schrankt deshalb ein, wie Mengen gebildet werden durfen. In
diesem Kurs arbeiten wir jeweils innerhalb einer passenden Grundmenge und bilden dar-
aus Teilmengen. Dann kann ein solches Paradoxon nicht eintreten.

Die Zahlenbereiche

Symbol Bedeutung Beispiele

N natlrliche Zahlen; hier 1,7,42
{1,2,3,...}

Ny N U {0} 0,5,19

VA ganze Zahlen —3,0,8

Q rationale Zahlen -, —%, 7
m,n € Z,n#+0

R reelle Zahlen V2,1, —4

C komplexe Zahlen z + iy, 2 — 3i

z,y €R

Wie hangen die Zahlenbereiche zusammen?

Es gilt die Inklusionskette

NCN,CZCQCRCC.

Definition 2.3 (Intervalle). Fir a,b € R mita < b gilt

la,b) ={z €R|a <z <b},
(a,b) ={z € R|a < x <},
la,b) ={x € R |a <z < b},
(a,b) ={z € R|a < x <b}.
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Unbeschrankte Intervalle schreibt man beispielsweise als
(—o0,a)={xeR|x<a}, [a,00)={zeR|xz>a}l.

Welche Randpunkte gehdren dazu?
Ubersetzen Sie (wenn maglich) zwischen beschreibender Form und Intervallschreibweise.
M {zreR|-3<x<4}
2) [2,00)
3) {xeR||z| <2}
4) {8,9,10,11,12,13,14}
Eigene Losung / Rechnung:
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2.2 Gleichheit, Teilmengen und Mengenbeweise

Definition 2.4 (Gleichheit und Teilmenge). Seien A und B Mengen.

+ Gleichheit: A = B, falls fir jedes x giltx € A <= x € B.
+ Teilmenge: A C B, falls fur jedes x giltx € A = x € B.
+ Echte Teilmenge: A C B, falls A C Bund A #+ B.

Element, Teilmenge oder weder noch?

Fur M = {1,{1}, 2}: Entscheiden Sie, welche Aussagen wahr sind.
MmleM

2 {1} eM

3 {1y Cc M

@ {2} C M

& {{1},2} M

6 0eM

Eigene Losung / Rechnung:

Satz 2.1 (Beidseitige Inklusion). Fur beliebige Mengen A und B gilt

A=B < (ACB) A (BCA).

Zum Beweis einer Gleichheit zeigt man daher nacheinander beide Inklusionen:

(1) Wahle ein beliebiges x € A und zeige x € B.
(2) Wahle ein beliebiges © € B und zeige x € A.

HTWD - Mathematik 1 - Fabian Schwarzenberger



Hochschule fir Technik und
Wirtschaft Dresden
University of Applied Sciences

Gleichheit durch zwei Inklusionen

Es seien

A={n € Z|nistdurch 3 teilbar}, B ={3k|ke Z}.

Zeigen Sie A = B. Formulieren Sie beide Inklusionen ausdrcklich.

Eigene Losung / Rechnung:

Definition 2.5 (Potenzmenge). Die Potenzmenge einer Menge A ist die Menge aller Teil-
mengen von A:

P(A) = {B| B C A}.

Wie viele Auswahlmoglichkeiten gibt es?

Bestimmen Sie ({0, 1}) und ({0, 1,2} ). Was fallt bei der Anzahl der Teilmengen einer
Menge mit n Elementen auf?

Eigene Losung / Rechnung:
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2.3 Mengenoperationen und Rechengesetze

Definition 2.6 (Mengenoperationen). Seien A und B Teilmengen einer Grundmenge E.

ANB:={zxe E|xe€ A AN z € B}, Durchschnitt,
AUB:={x € E|xz € AV z € B}, Vereinigung,
A\B:={z € E|xz€ A N z ¢ B}, Differenz,

A:=FE\ A, Komplementvon A in E.

Vier Operationen — vier Bereiche

AnB AuB A\B A=E\A

Abbildung 1: Durchschnitt, Vereinigung, Differenz und Komplement als Venn-Diagramme.

Mengenoperationen berechnen

Far

A={1,2,3,4,5}, B={3,456,7, C=1{23}

bestimmenSie AN B, AUB, A\ B, C'\ A und die passende Beziehung zwischen C' und
A.

Eigene Lésung / Rechnung:
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Satz 2.2 (Kommutativ-, Assoziativ- und Distributivgesetze). Fur beliebige Teilmengen

A, B,C C Egilt
AUB=BUA, ANB=BNA,
(AUB)UC =AU (BUOQO), (ANB)NC =AN(BN0),

(AUB)NC = (ANC)U(BNC),
(ANB)UC = (AUC)N(BUCQ).

Satz 2.3 (Komplement- und De-Morgan-Gesetze). Fir A, B C F gilt

AUD=A, ANE=A,
AUA=E, AnA={,
A=A

Aul3erdem gelten die De-Morgan-Gesetze

AUB=ANB, AnNB=AUB. 2.1)

Gleichung 2.1 zeigt: Beim Komplementieren werden Vereinigung und Durchschnitt ver-
tauscht.

Eine Mengenidentitdt beweisen

Zeigen Sie fur beliebige Mengen A und B:

B\ (B\A)=ANB.

Nutzen Sie die Strategie der beidseitigen Inklusion.

Eigene Losung / Rechnung:
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2.4 Mengenfamilien und kartesische Produkte

Definition 2.7 (Vereinigung und Durchschnitt einer Mengenfamilie). Sei (A4,),; eine
durch die Indexmenge [ bezeichnete Mengenfamilie. Dann definieren wir

UAi := {z | esgibteini € I mitx € A}

icl
und
ﬂAi = {x | furallei € Igiltx € A,}.
el
Fur I = {1, ..., n} schreiben wir entsprechend

A=A, U-UA,,
=1

1=

n
A=A NNA,.
=1
Mindestens eine oder jede Menge?

Es seien
A]. — {1, 273}, A2 — {2, 3, 4}7 A3 — {3, 4, 5}

3 3
Geben Sie | J._, A; und [)._, A; in aufzahlender Schreibweise an. Formulieren Sie jeweils

3 3
die passende Bedingung an ein Element x in Ui:1 A; (bzw. mi:l A,) indem Sie den Satz
erganzen:

Das Element x liegt genau dann in ... wenn ... .

Eigene Losung / Rechnung:
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Definition 2.8 (Geordnetes Paar und kartesisches Produkt). Fira € Aund b € B heiRt
(a,b) ein geordnetes Paar. Es gilt

(a,b) = (a’",b) <= a=ad Nb=V.

Das kartesische Produkt von A und B ist

Ax B:={(a,b) |ae€ A, be B}
Im Allgemeinen ist (a, b) # (b, a) und damitauch A x B # B x A.
Alle geordneten Paare finden
Fir A ={2,4}und B = {1,2,3}:
(1) GebenSie A X Bund B x A an.

(2) Vergleichen Sie die beiden Produkte und ihre Machtigkeiten.

Eigene Losung / Rechnung:

Definition 2.9 (Kartesisches Produkt fiur mehr als zwei Mengen). Fir Mengen
Ay, A st

n
Ay x - x A, ={(ay,...,a,) | a; € A;furi =1,...,n}.
Sind alle Mengen endlich, so gilt
Ay x - x A | = |Ay] - ... |4, (2.2)

Die Produktregel Gleichung 2.2 folgt daraus, dass fur jede Komponente eines Tupels unab-
hangig eines der Elemente aus der zugehorigen Menge gewahlt wird.
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Wie viele Zugangscodes sind moglich?

Ein Code besteht aus zwei GroRbuchstaben aus { A, ..., Z} und anschlieBend drei Ziffern
aus {0, ..., 9}. Wiederholungen sind erlaubt.

(1) Beschreiben Sie die Menge aller Codes als kartesisches Produkt.
(2) Bestimmen Sie ihre Machtigkeit.

Eigene Losung / Rechnung:
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