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Zahlen als Werkzeug der Informatik
Welche mathematischen Werkzeuge stecken hinter diesen drei Fragen?

* Wie viele Bit werden bendtigt, um 108 verschiedene Zustande zu codieren?
+ Welche Eingaben erflllen eine vorgegebene Speicher- oder Laufzeitgrenze?
+ Wie viele Operationen fuhrt eine verschachtelte Schleife insgesamt aus?

Wir benétigen Potenzen und Logarithmen, Ungleichungen sowie Summen und kombi-
natorische GréRen.

Eigene Losung / Rechnung:
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3.1 Potenzen, Wurzeln und Logarithmen
Definition 3.1 (Potenzen und Wurzeln). Fira > 0, z € Rund m,n € Ngilt:

e a":=a-..-aunda’ =1,
~———
n-mal

+  {/aist die nichtnegative Zahl b mit b" = a,

« am = (%/a)" und
. a*l‘ [— L
a®"’

Fallsx € R\ Q, wird die Potenz a® mithilfe rationaler Approximationen von x als Grenzwert
definiert. Spater mehr dazu.

Satz 3.1 (Potenzgesetze). Fur a,b > Ound =,y € R gilt

a
a*a¥ = a®"Y, — =a",
a¥y
T X
a a
THY __ X R
a”b® = (ab)", bw‘<5> ’
—x 1 T\Yy Ty
a —_— s (a, ) = Q .
ax

Welche Regel passt?

Vereinfachen Sie ohne Taschenrechner:
2n+3

2’rL
(2) ({”/5)6 fiirz > 0
4—2.45

4
Eigene Losung / Rechnung:

(1

(3)
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Definition 3.2 (Logarithmus). Fir b > 0,b # 1und a > 0 ist

r =log,(a) <= b"=a.

Man sagt: ,x ist der Logarithmus von a zur Basis b.”
Ist die Basis b gleich der Eulerschen Zahl e, so schreibt man In(a) := log_(a).

Die Eulersche Zahl wird durch den Grenzwert

1 n
e = lim (1 + —)
n—o00 n
definiert. Es gilt e &~ 2,718282 unde € R\ Q.
Satz 3.2 (Logarithmengesetze). Fir b, ¢ > O mitb,c #* 1 und z,y > 0 gilt

log, (zy) = log, () + log, (¥),

08, (g) — log, () — log, (1),

Aus den Potenz- und Logarithmengesetzen folgt:

B&(® =2 und  log,(b%) = w.

Binare Suche

Eine binare Suche halbiert einen Suchbereich mit 1 000 000 Eintragen in jedem Schritt. Wie
viele Halbierungen gentgen im ungunstigsten Fall?

Eigene Lésung / Rechnung:
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3.2 Betrag, Abstand und Ordnungsstruktur

Definition 3.3 (Betrag und Vorzeichen). Fir z € Rist

v 23>0 1, x>0,
x| = sgn(z) := 40, ==0,
—x, x <0,
—1, x<O.
Der Abstand zweier Zahlen a, b € Rist |a — b|. Insbesondere ist |a| = |a — 0] der Abstand

von a zum Ursprung.

Welche Zahlen liegen nahe genug?

Ein Sensorwert x darf héchstens 0,25 vom Sollwert 5 abweichen.
(1) Formulieren Sie die Bedingung mit einem Betrag.
(2) Geben Sie den zulassigen Wertebereich als Intervall an.

Eigene Losung / Rechnung:

Definition 3.4 (Abrunden und Aufrunden). Fir x € R ist
x| :=max{z € Z |2z < x}
die grol3te ganze Zahl, die hochstens x ist, und
[z] :=min{z€Z | 2>z}
die kleinste ganze Zahl, die mindestens x ist.
Die Zeichen | - | und [ - | heiRen GauBklammern.
Definition 3.5 (Teilbarkeit, ggT und kgV). Fir a, b € Z bedeutet

a|b <= esgibteink € Zmitak =b.

Fr nicht gleichzeitig verschwindende ganze Zahlen a, b ist
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geT(a,b) =max{n e N|n|a A n|b}.
Fira,b = 0 ist

kgV(a,b) =min{fn e N |a|n A b|n}.

Es gilt
ggT<a’ b) ’ kgV(a, b) = ‘CL ) b‘

Wann treffen zwei Takte zusammen?

Zwei Hintergrundprozesse starten gleichzeitig. Der erste lauft alle 18 Sekunden, der zweite
alle 24 Sekunden.

(1) Nach wie vielen Sekunden laufen beide wieder gleichzeitig?
(2) Welche Rolle spielen ggT(18,24) und kgV(18,24)?
Eigene Losung / Rechnung:

Satz 3.3 (Dreiecks- und Mittelwertungleichung). Fur a4, ... ,a,, € R gilt

lay + ... + a,| <l|ay| + ... +]a,]| 3.1)

Sind zusatzlich alle a; > 0, so gilt

a; + ... +a,

n
N —

arithmetisches Mittel

Yag-...-a, <
——————

geometrisches Mittel

Gleichung 3.1 besagt insbesondere, dass ein direkter Weg nie langer als ein Weg Uber Zwi-
schenstationen ist.
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3.3 Ungleichungen

Satz 3.4 (Regeln fiir Ungleichungen). Fir a, b, c € R gilt:

« Ausa < bundb < cfolgta < c.

ca<b <= a+c<b+ec

« Fuirc>0gilt a<b <= ac<bc

* Furc<0gilt a<b <= ac>bc

« Fura,b>0undn € Ngilt a<b <= a" <bd".

Alle Aussagen gelten entsprechend mit < statt <.

Welche Umformung ist zuldssig?

Gegeben sei —2x < 6. Welche Umformung ist korrekt?
1 < -3
2) x> -3

Begrunden Sie die Richtung des Ungleichheitszeichens.

Eigene Losung / Rechnung:

Betragsungleichung mit Fallunterscheidung

Losen Sie |[x — 1| < 3+ %x durch eine Fallunterscheidung an der kritischen Stelle z = 1.

Eigene Losung / Rechnung:
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Ungleichungen mit quadratischen Funktionen
Lésen Sie 2% + 3z < 10.
Tipp: Verwenden Sie quadratische Erganzung und eine binomische Formel

Eigene Lésung / Rechnung:

Eine gefahrliche Multiplikation

Losen Sie wiﬂ < 1. Warum darf nicht sofort mit z + 1 multipliziert werden?

Eigene Losung / Rechnung:
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3.4

Schranken, Infimum und Supremum

Definition 3.6 (Maximum und Minimum). Sei ) # M C R.

Ein Element z... € M heilt Maximum von M, wennzx < x

max max Tur allex € M gilt.
Ein Element x

€ M heilt Minimum von M, wenn z,,,, < z fur alle x € M gilt.

min

Beispiel (Maximum und Minimum). Fir A = (—1, 3] gilt:

max A = 3.
min A existiert nicht.

Definition 3.7 (Schranken, Supremum und Infimum). Sei M C R.

Eine Zahl s € R heiBt obere Schranke von M, wenn x < s fur alle x € M gilt.
Existiert eine obere Schranke, heit M/ nach oben beschrankt.

Eine Zahl t € R heiBt untere Schranke von M, wennt < z furalle x € M gilt.
Existiert eine untere Schranke, hei3t M/ nach unten beschréankt.

Die kleinste obere Schranke von M heit Supremum sup M; die groBte untere
Schranke heilt Infimum inf M.

Eine nach oben und nach unten beschrankte Menge heif3t beschrankt.

Satz 3.5 (Ordnungsvollstandigkeit der reellen Zahlen). Jede nichtleere, nach oben be-
schrankte Menge M C R besitzt ein Supremum. Jede nichtleere, nach unten beschréankte
Menge besitzt ein Infimum.

Es gilt

supM e M — supM = maxM.

infM e M — infM = minM.

Liegen also sup M bzw. inf M in der Menge M, so sind sie gleich max M bzw. min M.

Schranke oder erreichter Wert?

Gegeben ist

1
M:{lJr—\nElN}.
n

Bestimmen Sie obere und untere Schranken sowie sup M, inf M, max M und min M.

Eigene Losung / Rechnung:
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3.5 Fakultat, Binomialkoeffizienten und Pascalsches Dreieck
Beispiel: . Elemente anordnen

Beispiel. Wie viele Moglichkeiten gibt es, n verschiedene Elemente in einer Reihe anzuord-
nen?

* FUr den ersten Platz stehen n Elemente zur Auswahl.

+ Danach bleiben fur den zweiten Platz n — 1 Elemente, flr den dritten n — 2 Elemente
und so weiter.

* Nach dem Multiplikationsprinzip gibt es insgesamt

n-(mn—1)-(n—2)--2-1

verschiedene Anordnungen. Fir n = 4 sinddas 4 - 3 - 2 - 1 = 24 Méglichkeiten.

Dieses Produkt erhélt in der folgenden Definition die Kurzschreibweise n!.

Beispiel: £ aus 1 Elementen auswihlen

Beispiel. Wie viele Moglichkeiten gibt es, aus n verschiedenen Elementen genau k auszu-
wahlen, wenn die Reihenfolge keine Rolle spielt?

+ Mit Reihenfolge gibt es

n-(n—1)-(n—k+1)

Moglichkeiten.

+ Jede Auswahl derselben k Elemente wurde dabei k!-mal gezahlt, einmal fur jede ihrer
moglichen Reihenfolgen.

+ Ohne Bertucksichtigung der Reihenfolge bleiben daher

nn—1)--(n—-k+1) n!
k! ~ Kl(n—k)!
Auswahlen. Fir n = 5 und k = 2 sind es beispielsweise % = 10.

Diese Anzahl wird durch den Binomialkoeffizienten (Z) bezeichnet.

Definition 3.8 (Fakultdt und Binomialkoeffizient). Fir n € N ist

nl:=nn—1)-2-1, 0l:=1.

Fir a € Rund k € N definieren wir
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(st )

Firn € D\IO und 0 < k < n gilt insbesondere

W

Satz 3.6 (Regeln fur Binomialkoeffizienten). Fir passende n, k und « gilt

nl =n(n—1),
“i(ion) v
()= (")

Die Additionsregel erzeugt jede innere Zahl aus den beiden dartberliegenden:

Pascalsches Dreieck

Die Zeile n enthalt (8), ()5 (1)

Zugriffsteams zusammenstellen

Ein Projektteam besteht aus 8 Personen. Fir ein Code-Review werden genau 3 Personen
ausgewahlt.

(1) Wie viele Teams sind moglich?
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(2) Wie viele davon enthalten eine fest vorgegebene Person?
(3) Begrunden Sie die verwendeten Binomialkoeffizienten.

Eigene Losung / Rechnung:
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3.6 Summen, Produkte und binomischer Lehrsatz

Definition 3.9 (Summen- und Produktzeichen). Fir Zahlen a4, ..., a,, ist

n
E ap = ay+ ... +a,
k=1

und

n
k=1

Satz 3.7 (Rechenregeln fiir Summen und Produkte). Es gilt

n

Z(ak +by) = Zak + Zbkv
k=1 k=1

k=1

n n
E Cak =C E ak,
k=1 k=1

Vom Programm zur Summe

Betrachten Sie den Pseudocode:
summe = O
for j=1,...,m:
for k =1,...,n:
summe = summe + al[j,k]

1. Beschreiben Sie das Ergebnis mit Summenzeichen.

HTWD - Mathematik 1 - Fabian Schwarzenberger



Hochschule fir Technik und
Wirtschaft Dresden
University of Applied Sciences

2. Wie viele Summanden werden aufaddiert beziehungsweise wie oft wird die Addition
ausgefuhrt?

3. Darf die Reihenfolge der beiden Schleifen vertauscht werden?

Eigene Losung / Rechnung:

Satz 3.8 (Binomischer Lehrsatz). Fir a,b € Rund n € N gilt

(a+b)" = Z (Z) a" kb, (3.2)

k=0

Der kompakte Ausdruck Gleichung 3.2 enthalt n + 1 Summanden. Die Koeffizienten stehen
in Zeile n des Pascalschen Dreiecks.

Vorzeichen beim Ausmultiplizieren

Nutzen Sie den binomischen Lehrsatz, um (1 — x)° auszumultiplizieren. Woher kommt das
wechselnde Vorzeichen?

Eigene Losung / Rechnung:
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