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Eine Zahl — mehrere Schreibweisen

Beispiel. Die Zahl siebenundvierzig kann unter anderem so geschrieben werden:

* (47)( im Dezimalsystem,

+ (101111), im Binarsystem,

* (57)g im Oktalsystem,

+ (2F),4 im Hexadezimalsystem.

Die Schreibweisen sind verschieden, der dargestellte Zahlenwert ist derselbe. Erst bei einer
festen Anzahl von Speicherstellen kommen neue Fragen hinzu: Welche Werte passen in das
Format, und was geschieht beim Runden oder bei einem Uberlauf?
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4.1 Stellenwertsysteme

Definition 4.1 (Stellenwertdarstellung). Seien b € N mitb > 2und z; € {0,1,....b—
1}. Dann bezeichnet

p
(T) o 1T, T_g o Ty = Z ;b7

Jj=—q

eine Stellenwertdarstellung zur Basis b. Die x ; heilBen Ziffern; die Stelle 7 besitzt das Ge-
wicht b7,

Wichtige Stellenwertsysteme

Beispiel.

« b = 2: Binar- oder Dualsystem mit den Ziffern 0, 1,

+ b = 8: Oktalsystem mit den Ziffern 0, ..., 7,

« b = 10: Dezimalsystem mit den Ziffern 0, ..., 9,

+ b = 16: Hexadezimalsystem mit 0, ... ,9, A, B, C, D, E, F fir die Werte 0, ... , 15.
Zum Beispiel gilt

(47)10 = (101111)y = (57)s = (2F) 1.

(Un-)Eindeutigkeit der Zahlendarstellung

Stellenwertdarstellungen sind nicht immer eindeutig. Beispielsweise gilt

Im Allgemeinen gilt sogar (0,6 — 1), = (1),. Um Eindeutigkeit zu erhalten, schlieRt man
Darstellungen aus, die ab einer Stelle nur noch die Ziffer b — 1 verwenden.

Endliche und unendliche Nachkommastellen

Beispiel. Es gilt:

£ =(0,125),, = (0,001),

- =(0,1);p = (0,00011), = (0,0001100110011 ...),

Satz 4.1 (Endliche Nachkommendarstellung). Sei g eine vollstandig gekulrzte rationale

Zahlund b € N\ {1}. Die folgenden Aussagen sind &quivalent:
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+ Die Zahl g besitzt eine endliche Darstellung zur Basis b.
c JkeN: s| b
+ Jeder Primteiler von s teilt auch die Basis b.

Binarzahl mit Nachkommastellen

Bestimmen Sie den Dezimalwert von (101101, 011),.

Eigene Losung / Rechnung:
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4.2 Umrechnen zwischen Zahlensystemen

Satz 4.2 (Umrechnung aus dem Dezimalsystem). Gegeben seien eine Basis b € N mit
b > 2 und eine reelle Zahl z > 0. Schreibez = N +rmit N = |z]und 0 < r < 1.
Dann gilt

T = (A, Ay, a_10_9...)p,  a; €{0,1,...,b—1},
wobei die Ziffern durch folgende Verfahren bestimmt werden:

* Vorkommaziffern: Setze Ny = N.Furk > Osind N, = L%J die Quotienten

und a;, = N, — b, die Reste. Stoppe beim ersten IV, ; = 0; gelesen wird
Ay -+ Q.

+ Nachkommaziffern: Setze ry = r. Fir k > 1sind a_; = |br;_, | die ganzzahligen
Anteile und r,, = br,_; — a_, die neuen Reste. Ein Rest r,, = 0 liefert ab dann
nur noch Nullen. Wiederholt sich ein Rest, wiederholen sich die nachfolgenden Ziffern
periodisch.

Dezimalzahl in das Hexadezimalsystem

Beispiel. Gesucht ist die Hexadezimaldarstellung von (156,625) .

Fur den ganzzahligen Anteil:

156 =9-16 4 12
9=0-16+9.

Die Reste werden von unten nach oben gelesen: 9 und 12 = C, also (156);, = (9C)¢-

FUr den gebrochenen Anteil:

0,625-16 = 10 4 0.

Der ganzzahlige Anteil ist 10 = A; der Rest ist bereits 0.
Damit gilt

(156,625),9 = (9C, A) -
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Dezimal nach Oktal: Vorkommateil

Beispiel: Dezimal nach Oktal mit Periode

Gesucht ist die Oktaldarstellung von (345,2),. Bestimmen Sie zunachst die Vorkommazif-
fern durch wiederholte Division durch 8.

Eigene Lésung / Rechnung:

Dezimal nach Oktal: Nachkommateil

Beispiel (Fortsetzung): Nachkommateil und Periode
Bestimmen Sie die Nachkommaziffern von (345,2), und die Periode.
Eigene Losung / Rechnung:

Von einer beliebigen Basis ins Dezimalsystem

Beispiel. Fir (1E2, B8) 4 gilt (F);4 = 14 und (B);4 = 11. Daher
(1E2,B8)1=1-162+14-16 + 2
+11-1671+8-1672
:2564—224—1—2—#—2-1—1
16 = 256
= (482,71875)10-
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Zwischen Potenzen einer Basis umrechnen

Satz 4.3 (Gruppierung bei Potenzen der Basis). Seien b,k € Nmitb > 2,k > 1 und

B = bF. Dann bleibt der Wert einer Zahl unverandert, wenn man in ihrer Darstellung zur
Basis B jede ziffer durch ihre Darstellung zur Basis b mit genau k Ziffern ersetzt. Dabei
erganzt man jede Gruppe bei Bedarf links mit Nullen.

Umgekehrt werden die Ziffern zur Basis b vom Komma aus in Gruppen zu je k Stellen zu-
sammengefasst und durch je eine Ziffer zur Basis B ersetzt. Unvollstandige Gruppen er-
ganzt man im Vorkommateil links und im Nachkommateil rechts mit Nullen.

Beispiel: Umrechnen mit Vierergruppen (16 = 2%)

(A8C, B2); = (1010 1000 1100, 1011 0010),.

(110 1110, 101)2 = (0110 1110, 1010)2
= (GE, A)16'

Umrechnen mit Kontrolle

Rechnen Sie (2026), in das Hexadezimal- und anschlieBend direkt in das Binarsystem um.
Kontrollieren Sie das Ergebnis durch Auswerten.

Eigene Lésung / Rechnung:
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4.3 Binardarstellung natiirlicher Zahlen

Definition 4.2 (Vorzeichenlose Binardarstellung). Ein Bitmuster x,,_; ... 2,2y mitz; €
{0, 1} stellt den Wert

n—1
— E 2]
T :IZJQ
Jj=0

dar. x,,_; heillt Most Significant Bit (MSB), xr, heil3t Least Significant Bit (LSB).

Mit n > 1 Bits lassen sich vorzeichenlos genau die Zahlen

0,1,..,2" — 1

darstellen.

Das kleinste Muster ist 00 ... 0, das groBteist 11 ... 1 mit

Ein Byte besteht aus acht Bits. Es kann vorzeichenlos die Zahlen von 0 bis 28 — 1 = 255
darstellen.

Ein Byte lesen

Beispiel. Die Zahl 101 besitzt als 8-Bit-Wert die Darstellung

(101),, = (01100101),.

Bitpositon| 7 6 5 4 3 2 1 0
Bit 0 1 1 0 01TO0T1
Gewicht | 128 64 32 16 8 4 2 1

Das MSB ist 0, das LSB ist 1. Die fihrende Null gehort zur festen Wortbreite, dandert den
Zahlenwert aber nicht.
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Addition natiirlicher Zahlen

Beispiel: Addition ohne Uberlauf

Binare Addition folgt denselben Stellenregeln wie Dezimaladdition. Dabeigilt 1+1 = (10),:
Wir schreiben 0 und Ubertragen 1 in die nachste Stelle.

00101101
+00110111
01100100

Alsoist (45)10+ (55)19 = (100),,. Die Summe liegt im mit acht Bits darstellbaren Bereich
von 0 bis 255.

Addition mit Uberlauf

Beispiel: Uberlauf bei acht Bits

Die natUrliche Zahl 255 lasst sich mit acht Bits als 11111111 darstellen. Bei der Addition von
1 entsteht

11111111
+00000001
100000000

Mathematisch gilt 255 4+ 1 = 256. Dafir sind neun Bits nétig. Wenn nur acht Bits gespei-
chert werden, bleibt 00000000 Gbrig: Der Ubertrag links vom MSB geht verloren. Das ist ein
Uberlauf.

Speicherwort untersuchen
Ein Gerat liefert das 8-Bit-Muster 11101001.
(1) Welchen Dezimalwert besitzt es?
(2) Was geschieht bei der Addition von 000110007

Eigene Loésung / Rechnung:
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4.4 Zweierkomplement

Definition 4.3 (Zweierkomplementdarstellung). Das n-Bit-Muster x,,_; ... Z besitzt im
Zweierkomplement den Wert

n—2

_ -1 ‘
(Tpyq oo Tg)opg = —T,,_12" 1 + ijQJ.
j=0
Der Index 2K kennzeichnet die Deutung der Bitfolge im Zweierkomplement.

Das MSB hat damit das negative Gewicht —27~1- die ubrigen Bits behalten ihre positiven
Gewichte.

Mit n Bits sind genau die ganzen Zahlen

—onl . 1.0,1,...,2"" 1 —1

darstellbar.

Fur n = 8 reicht der Bereich daher von —128 bis 127. Bitmuster mit MSB 0 sind nichtne-
gativ, Bitmuster mit MSB 1 sind negativ.

Beispiel: Kodierung mit drei Bits

Zahl im Zweierkomplement

-, ~
~

- -~
~o ~o S~ S~
@ @ @ "® TG TG O

Speicherwert (als gewohnliche Binarzahl gelesen)

Nichtnegative Zahlen: Speicherwert = Zahl Negative Zahlen: Speicherwert = Zahl + 8

Beispielsweise wird —3 durch den Speicherwert 5 codiert: (5);5 = (101),, also (—3),5 =
(101)5 k-

Zwei Wege zum Zweierkomplement

Fir —a < 0mit1 < a < 2! gibt es zwei Methoden. Beide liefern dieselbe Darstellung
mit 1 Bits:
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1. Uber den Speicherwert: Wir berechnen 2" —a und schreiben das Ergebnis mit genau
n Binarziffern. Diese Bitfolge stellt —a im Zweierkomplement dar.

2. Mitder Bitregel: Wir schreiben zunachst a mit n Bits. Von rechts Ubernehmen wir alle
Bits bis einschlieRlich der ersten 1 unverandert. Alle Bits links davon werden invertiert:
Aus 0 wird 1 und aus 1 wird 0.

Weg 1: Uber den Speicherwert

Beispiel: —100 Gber den Speicherwert codieren

Stellen Sie —100 mit acht Bits im Zweierkomplement dar. Verwenden Sie die Methode Uber
den Speicherwert.

Eigene Lésung / Rechnung:

Weg 2: Bits von rechts bearbeiten
Beispiel: —12 mit der Bitregel codieren
Stellen Sie —12 mit acht Bits im Zweierkomplement dar. Verwenden Sie die Bitregel.

Eigene Losung / Rechnung:
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Den Dezimalwert bestimmen

Bei MSB 0 hat die Bitfolge denselben Wert wie eine gewohnliche Binarzahl. Bei MSB 1 lesen
wir zunachst inren gewohnlichen Binarwert und ziehen anschlieBend 2" ab.

Beispiel: Ein negatives Bitmuster lesen
Welchen Wert besitzt (1010110),z bei sieben Bits?
Das MSB ist 1. Als gewohnliche Binarzahl gelesen ergibt die Folge

(1010110)4 = 26 + 24 4 22 + 21 = 86.

Im Zweierkomplement ziehen wir 27 = 128 ab:
(1010110)55 = 86 — 128 = (—42),.

Subtraktion durch Addition

Beispiel. Mit acht Bits berechnen wir 64 — 100 = 64 + (—100). Die Summanden sind
(64)9 = (01000000)4 z und (—100);, = (10011100)4 k"

01000000
+10011100
11011100

Das Ergebnis ist negativ. Negieren von 11011100 liefert 00100100, also 36. Somit gilt

Bemerkung: Uberlauferkennung bei der Addition

Bei der Addition zweier n-Bit-Zahlen im Zweierkomplement liegt genau dann ein Uberlauf
vor, wenn beide Summanden dasselbe Vorzeichen besitzen, das gespeicherte Ergebnis aber
das entgegengesetzte Vorzeichen hat.

MSB(a) | MSB(b) | MSB(a + b) | Bewertung
0 0 1 Uberlauf

1 1 0 Uberlauf

Acht-Bit-Rechnung beurteilen

Berechnen Sie im 8-Bit-Zweierkomplement:
(1) 100 + 50
(2) —100 —50
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Entscheiden Sie jeweils, ob das Bitmuster ein gultiges Ergebnis darstellt.

Eigene Losung / Rechnung:
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4.5 Gleitkommadarstellung

Definition 4.4 (Normalisierte Gleitkommazahl). Gegeben seien eine Basis b € N mit
b > 1, eine Mantissenlange p € N mit p > 1 und Exponentengrenzene . ,e € Z mit

min’ ~max
€min < €y EiNe von null verschiedene normalisierte Gleitkommazahl besitzt die Form

r=(—1)Vmbe,

Dabeiist V' € {0, 1} das Vorzeichenbitund e € Z mite,,, < e < e,,,, der Exponent. Die
Mantisse lautet

m = (mo,ml mp_l)b

Fur die Ziffern gilt mg € {1,...,b — 1} und m; € {0,...,b —1}furj=1,....,p — 1,
Damitist1 < m < b.

Darstellbare Zahlen bilden ein Raster

Satz 4.4 (Abstand benachbarter Gleitkommazahlen). Seienb € Nmitb > 1, p € N mit
p>1lunde € Zmite,,,, < e < e, fest gewdhlt. Dann haben benachbarte positive
normalisierte Gleitkommazahlen mit diesem Exponenten den Abstand

b€*p+1.

Wachst der Exponent um 1, wéachst auch der Abstand um den Faktor b. Gleitkommazahlen
liegen deshalb nicht gleichmallig auf der Zahlengeraden.

Darstellbare Zahlen auf dem Zahlenstrahl

Beispiel: Darstellbare Zahlen auf dem Zahlenstrahl

Wirwahlen b = 10, p = lund e € {—1,0, 1}. Die positive Mantisse ist eine der Ziffern
1,...0.

Uberblick: 0 bis 90

$HHHHH }
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

VergroBerung: 0 bis 10

INRRNNNENET] 1 1 1 1 1 1
T 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

|  Exponent -1: Abstand 0,1 | Exponent 0: Abstand 1 | Exponent 1: Abstand 10

Kleine Betrage sind absolut genauer darstellbar: Die Abstande sind 0,1, 1 beziehungsweise
10. FUr negative Zahlen ist das Raster spiegelbildlich.
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Definition 4.5 (Absoluter und relativer Rundungsfehler). Wird eine Zahl x € R \ {0}
durch die endliche Maschinenzahl fl(z) € R ersetzt, heiRen

fi(z) — |

[fl(x) — x| und
]

absoluter beziehungsweise relativer Rundungsfehler.
Beispiel: Warum 0,1 im Binarsystem problematisch ist

Die Dezimalzahl 0,1 besitzt die unendliche Bindrdarstellung

(0,0001100110011 ....),.

Ein binares Gleitkommaformat muss diese Folge abschneiden und runden. Daher ist der
gespeicherte Wert im Allgemeinen nur eine sehr gute Naherung an 0,1. Das erklart, warum
wiederholtes Addieren von 0,1 nicht immer exakt beim erwarteten Dezimalwert endet.

Rundungsfehler in R beobachten

Schon bei0,14-0,2 lasst sich der Unterschied zum erwarteten Dezimalwert 0,3 nachweisen.
Mit 17 Ziffern wird er sichtbar:

# Ergebnis und Vergleichswert mit 17 Ziffern anzeigen
x <- 0.1 +0.2

sprintf ("%.17g", x) # "0.30000000000000004"
sprintf("%.17g", 0.3) # "0.29999999999999999"
x == 0.3 # FALSE

S ONS # 5.551115e-17

Im HTW-JupyterHub 6ffnen

R rundet die Ausgabe normalerweise. Der scheinbare Wert 0.3 verbirgt deshalb die kleine
Abweichung; ein exakter Vergleich macht sie sichtbar.

Die Reihenfolge der Teilrechnungen ist wichtig

Bemerkung: Reihenfolge der Berechnungen

Bei Berechnungen mit Gleitkommazahlen werden Zwischenergebnisse gerundet. Die dabei
entstehenden Rundungsfehler kdnnen sich je nach Reihenfolge der Teilrechnungen unter-
schiedlich auswirken.

Deshalb kénnen mathematisch gleichwertige Rechnungen wie (a +b) +cund a + (b+ ¢)
unterschiedliche Ergebnisse liefern. Welche beiden Zahlen zuerst addiert werden, kann also
das Endergebnis verandern.
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Ein kleiner Summand kann etwa beim Addieren zu einer sehr groBen Zahl durch die Run-
dung verloren gehen. Werden mehrere kleine Summanden zuerst untereinander addiert,
kann ihr Beitrag erhalten bleiben.

Die Reihenfolge verandert das Ergebnis

Beispiel: Die Summe a + b + ¢ bestimmen

Ziel ist, a + b + ¢ zu berechnen. Wir rechnen dezimal mit einer dreistelligen Mantisse und
vergleichen zwei Klammerungen:

a=373-10 b=-371-10%  c=6,42-103.
Zuerst a + b:
a+b=200-10*  c~0,64-10%  (a+b)+c=2064-10%
Zuerst b + c:
c~0,01-10%  b+c=-3,70-10°  a+ (b+c)=3,00-10%
Der exakte Wert ist 26420. Die beiden geklammerten Rechnungen liefern wegen der Zwi-

schenrundungen 26400 beziehungsweise 30000. Die Reihenfolge der Teilrechnungen
beeinflusst das Ergebnis: Das Assoziativgesetz gilt hier nicht.

Kleine Summanden bewahren

Ein System rechnet dezimal mit vier signifikanten Ziffern. Vergleichen Sie

(104 4+6)+6 und  10* + (6 +6).

Welches Ergebnis ist jeweils zu erwarten, wenn nach jeder Operation gerundet wird?

Eigene Losung / Rechnung:
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IEEE-754-Darstellung
Definition 4.6 (IEEE 754 binary32). Ein 32-Bit-Gleitkommawort besteht aus

V E M.

~ Yt ~—~—
1 Bit 8 Bit 23 Bit

Dabeigilt V € {0,1} und E € {0, ..., 255}. Das Mantissenfeld M hat 23 Bits mit Ziffern
aus {0, 1} und einen ganzzahligen Wert aus {0, ..., 223 — 1}.
Fur B € {1, ...,254} ist der Wert einer normalisierten Zahl

r=(—1)V (1, M), 28127,

Das Vorzeichenbit ist V/, der gespeicherte Exponent ist £/ mit Bias 127, und M enthalt die
Nachkommabits der Mantisse. Die fihrende 1 der normalisierten Mantisse wird nicht ge-
speichert.

Runden in binary32

Bemerkung: Zur nachsten Zahl runden, im Gleichstand zur geraden
Die Standardrundung in binary32 wahlt die nachstgelegene darstellbare Zahl.

Liegt der exakte Wert genau in der Mitte zwischen zwei benachbarten darstellbaren Zah-
len, wird die Darstellung gewahlt, deren letztes gespeichertes Mantissenbit O ist (round
to nearest, ties to even).

,Gerade” bezieht sich hier auf den ganzzahligen Wert des Mantissenfeldes M Eine Binarzahl
ist genau dann gerade, wenn ihr letztes Bit 0 ist. Diese Regel vermeidet eine systematische
Bevorzugung des Auf- oder Abrundens.

Aufbau eines binary32-Wortes

Bemerkung: Aufbau und normalisierte Zahlen

Vorzeichen V' | Exponent E' | Mantissenfeld M
IBit | 8Bit | 23 Bit

V' = 0 bedeutet nichtnegativ, V= 1 negativ.

+ Der tatsachliche Exponentiste = F/ — 127.

« Firl < E < 254 lautet die Mantisse (1, M),, mit einer fihrenden 1 vor dem
Komma. Diese Zahlen heil3en normalisierte oder normale Zahlen. Die fihrende 1
wird nicht mitgespeichert.

+ Die Reihenfolge im Speicherist V' | E'| M.
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Sonderwerte speichern

Bemerkung: Null, Unendlich und NaN

Fur Sonderwerte sind bestimmte Kombinationen von Exponentenfeld £ und Mantissenfeld
M reserviert:

« F = 0und M = 0: Null; das Vorzeichenbit unterscheidet +0 und —O0.
« E = 255und M = 0:Unendlich; V' = 0 ergibt +00, V = 1 ergibt —o0.
« E =255und M # 0: NaN (Not a Number, kein gultiger Zahlenwert).

Dezimalzahl nach binary32

Beispiel. Wir codieren 13,25.

(13,25);o = (1101,01), = (1,10101), - 23.
Damit

V=0, E=3+127=130=(10000010),,
und M = 10101000000000000000000.

Das vollstandige Wort lautet

10 10000010 10101000000000000000000 |

Dasselbe Speicherwort, in Vierergruppen geschrieben, ist 0100 0001 0101 0100 0000 0000
0000 0000.

Vier Bits bilden jeweils eine Hexadezimalziffer. So entsteht 0x41540000; das Prafix 0x kenn-
zeichnet die Hexadezimalschreibweise dieses Speicherwortes.
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Dezimalzahl nach binary32 mit Rundung

Beispiel: Ein Mittelpunktsfall in binary32

Codieren Sie x = 8388609,5 in binary32 mit der Standardrundung. Bestimmen Sie V/, E,

M und den tatsachlich gespeicherten Dezimalwert. Hinweis: 223 = 8388608.
Eigene Lésung / Rechnung:

binary32 nach Dezimal

Bestimmen Sie den Wert des binary32-Wortes

1 10000011 01111100000000000000000.

Eigene Losung / Rechnung:

GroBenbereich von binary32 und binary64

Bemerkung: Speicheraufteilung und Gr6RBenbereiche

HTWD - Mathematik 1 - Fabian Schwarzenberger

18



Format Vorzeichen Exponent Mantissenfeld Bias

binary32 (32 Bit) 1 Bit 8 Bit 23 Bit 127
binary64 (64 Bit) 1 Bit 11 Bit 52 Bit 1023

Die folgenden Grenzen gelten fur positive endliche Zahlen:

Format Kleinster positiver Wert Grofter endlicher Wert
binary32 ~ 1,401 1074 ~ 3,403 - 1038
binary64 ~ 4,941 - 10734 ~ 1,798 - 10308

Die Untergrenzen schlieRen sehr kleine nicht normalisierte (subnormale) Zahlen ohne
fuhrende 1 ein. Negative Werte sind spiegelbildlich darstellbar; auch die Null gehért zum
Format.

Welche Information liefern die Felder?

Ein binary32-Wort besitzt V' = 0, £ = 255 und ein von null verschiedenes Mantissenfeld.
Ein zweites Wort besitzt V =1, £ = Qund M = 0.

(1) Welche Werteklassen sind codiert?
(2) Welche Rolle spielt das Vorzeichenbit jeweils?

Eigene Lésung / Rechnung:
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